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‘MEMOIRE SUR LES COUPLES ACTIFS DES PERMUTATIONS;
Par M. Dgsiré Anpre.

INTRODUCTION.

1. Pour donner une idée de I'objet et des résultats du présent
Mémoire, il est nécessaire de rappeler deux notions déja anciennes,
celle des séquences des permutations, celle des deux espéces de
permutations ; et de faire connaitre une notion toute nouvelle,
celle des couples actifs des permutalions.

Les permutations, d’ailleurs, dont nous nous occupons, sont
celles des n premiers nombres : ces nombres en sont les éléments.

2. Une permutation quelconque des n premiers nombres est
formée évidemment de suites alternatives d’éléments croissants ou
décroissants. Chacune de ces suites est une séquence. La permu-
tation

8716423509

est ainsi formée des quatre séquences

871, 16, 642, 2359;
et la permutation
781642350,
des cinq séquences

78, 81, 16, 0642, 2359.

3. Les permutations de n éléments se partagent en deux
espéces : celles qui contiennent un nombre pair de séquences
composent la premiére; celles qui en contiennent un nombre im-
pair composent la seconde. La premiére des permutations ci-
dessus (2) contient quatre séquences : elle appartient 4 la pre-
miére espéce; la deuxiéme en contient cing : elle appartient & la
seconde.

4. Lorsque, dans une permutation de n éléments, on échange
entre eux deux ¢éléments quelconques, tantot cette permutation
change d’espéce, tantét elle n’en change pas. Si clle en change,
les deux éléments considérés constituent un couple actif; sinon,
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un couple inactif. Dans chacune (2) des permutations précé-
dentes, 8 et 6 forment un couple actif; 4 et 3, un couple inactif.

C’est aux couples actifs, et & eux seulement, que sont consacrés
les trois Chapitres composant ce Mémoire.

5. D’abord (Chap. I), je considére les éléments d’une permu-
lation déterminée quelconque de n éléments; je classe les couples
de ces éléments; et je donne les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que 'un quelconque d’entre eux soit un couple actif.
Je cherche le nombre total des couples actifs contenus dans cette
permatation, et j’exprime ce nombre a I’aide d’une formule unique,
trés simple, ot il n’entre, avec le nombre n des éléments, que trois
parameétres distincts. J’en déduis la probabilité pour que deux élé-
ments, pris au hasard dans la permutation considérée, forment un
couple actif; et je fais connaitre la valeur maxima et la valear mi-
pima que cette probabilité peut prendre dans les permutations de
n éléments.

6. Passant ensuite (Chap. II) de la considération d’une per-
mutation déterminée, i celle de toutes les permutations de n élé-
ments, je parlage ces permutations en {rois sortes; je nomme,
pour des raisons presque géomélriques, les permulations entrant
dans chacune d’elles : permutations a segments séparés, permu-
tations & segments imbriqués, permutalions & segments super-
posés; el je montre que, dans ces trois sortes, les permutations
sont en méme nombre. Dans ces trois sortes, d’ailleurs, je ne
prends provisoirement que les permutalions oa les deux premiers
¢léments, les deux derniers et les n — 4 intermédiaires se suivent
dans Pordre des grandeurs croissantes : ce sont les permutations
ordonnées; et je donne des formules indiquant les calculs a effec-
tuer pour obtenir les nombres ¢,, a, $, des couples actifs con-
tenus respectivement dans les permutations ordonnées des trois
sorles. Ces formules présentent chacune une superposition de

qualre E; mais clles ne sont, toutes les trois, que des cas parti-

culiers d’une formule unique; et, en effectuant sur cette derniére
les calculs indiqués, j'obliens, pour ©,, 7., ¢, en fonction de n,
des cxpressions trés courtes, d’une remarquable simplicité.

7. Enfin (Chap. 1I), ne mec hornant plus aux permutations
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ordonnées, je considére toutes les permutations de n éléments; je
fais coonaitre, en fonction de n, le nombre total des couples
actifs contenus dans I'ensemble des permutations i segments
séparés, dans '’ensemble des permutations & segmenls imbriqués,
dans I’ensemble des permutations a segments superposés; et j’en
déduis, pour chacun de ces ensembles, le nombre moyen des
couples actifs contenus dans une permutation. Faisant abstraction
des trois sorles de permutations, je considére le systéme complet
des permutations de n éléments; je détermine, en fonction de n,
le nombre total des couples actifs qu’il contient; le nombre
moyen de ceux que contient une permutation quelconque; et le
rapport de ce nombre moyen au nombre n des éléments. Tous ces
résultats me permettent alors de résoudre plusieurs questions de
probabilités, dont voici la derniére : Quelle est la probabilité
d’obtenir un couple actif en prenant deux éléments quel-
conques dans une permutation quelconque de n éléments ?

8. Le présent Mémoire est fondé Lout entier, comme je I'ai déja
dit, sur la notion des séquences, qui est due a Bienaymé ('); sur
celle des deux espéces de permulations que j’ai fait connaitre en
1891 (2); sur celle, enfin, des couples actifs que je viens de défi-
nir ici méme (4). Comme on devait 3’y attendre, il existe cer-
taines relations ou analogies entre la théorie des couples aciifs et
la théorie des séquences; la plus remarquable est sans doute
celle-ci : Dans le systéme complet des permutations de n élé-
ments, lorsque n croit au dela de toute limite, le nombre
moyen des couples actifs et le double du nombre moyen des
séquences sont deux infiniment grands équivalents, c’est-
a-dire deux infiniment grands dont le rapport tend vers
Uunité.

9. Ce résultat est nouveau, comme le sont, d’ailleurs, tous
ceux qu'on va lire. J'ai exposé les principaux d’entre eux dans
une courte Note, présentée 4 ’Académie des Sciences le 2 [¢é-
vrier 19o3. Ce qui m’a permis de les obtenir tous, malgré la
grande difficulté du sujet, ¢’est I'idée que j’ai eue de partager en
trois sortes les permutations de n éléments. Bien que cette classi-

(1) Académie des Sciences, séance du 6 septembre 1875.
(*) Sociéte philomathique de Paris, séance du 27 juin 18qr.
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fication soit tout i fait conforme 2 la nature des choses, je n’y
suis parvenu qu aprés de longs tilonnements et pour ainsi dire en
dernier lieu. Mais, dans le présent Mémoire, j’ai tout ordonné de
facon qu’elle y apparit dé¢s le commencement et s’y présentat
comme d’elle-méme. Jespére que le Mémoire tout entier, grice a
ce mode d’exposition, sera rendu trés lisible et trés clair.

CHAPITRE PREMIER.

DES COUPLES ACTIFS D'UNE PERMUTATION DETERMINEE.
1. — Echange de deux éléments.

10. Lorsque, dans une permutation des n premiers nombres,
on échange entre eux deux éléments ou nombres déterminés,
quelconques d’ailleurs, tantot cette permutation change d’espéce,
tantit elle n’en change pas. Nous allons chercher, dans Lous les
cas possibles, & quels couples d’éléments échangés correspondent
ces différents résultats.

11. Pour répondre a celte question, nous supposerons n égal
et supérieur a 4 ; puis nous remarquerons :

D’abord, que, dans toute permutation, les séquences, prises dans
I’ordre ou elles se succédent, sont alternativement ascendantes
et descendantes, ou réciproquement;

Ensuite, que, si la premiére et la derniére séquences de la per-
mutation sont I'une ascendante et 'autre descendante, ou réci-
proquement, celte permutation présenle un nombre pair de sé-
quences;

Enfin, qu’elle en présente un nombre impair lorsque ces sé-
quences extrémes sont toules deux ascendantes ou toutes deux
descendantes.

12. 1l suit immédiatement de 13 que les cas ou la permutation
changera d’espéce seront ceux ol l'une des séquences extrémes
changera de sens, I'autre n’en changeant pas; que les cas ot la
permutation ne changera pas d’espéce seront ceux ou les séquences
extrémes changeront toutes les deux de sens, ou bien n’en chan-
geront ni 'une ni I'autre.

13. Mais le sens de la premicre séquence est déterminé par les
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deux premiers éléments de la permutation, et le sens de la der-
niére séquence par les deux derniers éléments. Ce sont donc, dans
la question qui nous occupe, ces deux couples d’éléments ex-
trémes qui jouent le role prépondérant.

14. Pour cette raison, nous partagerons les éléments de la per-
mutation en trois groupes : les 2 éléments initiauz, les » élé-
ments terminaux, les n — 4 éléments intermédiaires.

D’ailleurs, comme nous supposons le nombre total n des élé-
ments égal ou supérieur 3 4, il est clair que les éléments initiaux
et les éléments terminaux sont toujours absolument distincts.

15. Cela étant, prenons, pour les échanger entre eux, deux des
n éléments de la permutation. Nous pouvons le faire de quatre
maniéres essentiellement différentes, car nous pouvons prendre :

1° Deux éléments intermédiaires;

2° Les deux éléments iniliaux ou les deux éléments terminaux;

3° Un élément intermédiaire avec un élément initial ou termi-
nal;

4° Enfin, un élément initial avec un élément terminal.

Il nous suffit évidemment, pour répondre a la question quc
nous nous sommes posée, de trouver, dans chacun de ces quatre
cas, si la permutation change d’espéce ou si elle n’en change pas.

16. Supposons qu’on €échange entre eux deux éléments. inter-
médiaires.

Les éléments initiaux, non plus que les éléments terminaux,
ne subissent aucune variation; la premiére et la derniére séquencc
ne changent ni l'une ni 'autre de sens; par suite, la permutation
ne change pas d’espéce. Donc :

Tatorime. — Quand on échange entre eux deux éléments
intermédiaires quelconques, la permutation ne change jamais
d’espéce.

17. Supposons qu'on échange entre eux les deux éléments
1nitiaux.
La premiére séquence changeant de sens et la derniére n’en
changeant pas, la permatation change d’espéce.
XXXI. 8
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Il en est évidemment de méme quand on échange entre eux les
deux éléments terminaux. Donc :

Tutorkme. — Quand on échange entre eux les deux éléments
initiauzr ou les deux éléments terminaux, la permutation
change toujours d’espéce.

18. Supposons qu’on échange un élément intermédiaire avec
'un, par exemple, des deux éléments initiaux.

Il est clair que la derniére séquence garde son sens; et, par
suite, que si les valeurs numériques des deux éléments échangés
comprennent entre elles la valeur numérique de I’élément initial
resté fixe, lapremicre séquence changeant de sens, la permutation
change d’espéce. Il est clair aussi que, si cette condition n’est
point remplie, la premi¢re séquence ne changeant pas de sens, la
permutation ne change pas non plus d’espéce.

Oun trouverait un résultat analogue si I'on échangeait un élé-
ment inlermédiaire avec 'un des deux éléments terminaux.

Mais les éléments de nos permutations sont les n premiers
nombres. Pour abréger, aun liea de dire que les valeurs numé-
riques de deux éléments comprennent ou ne comprennent pas
entre clles la valeur numérique d’un autre, disons simplement
que ces deux premiers éléments comprennent ou ne comprennent
pas cct autre. Nous poavons alors résumer de la maniére suivante

tout ce qui se rapporte a notre troisi¢me cas :

Taronime. — Lorsqu'on échange un élément intermédiaire
wvec un élément initial ou terminal, la permutation change
ou ne change pas d’espéce suivant que les deux éléments
dchangés comprennent ou ne comprennent pas entre eux U’élé-
ment initial ou terminal resté fixe.

19. Supposons enfin qu’on échange un ¢lément initial avee un
¢lément terminal.

Suivant que les deux ¢léments échangés comprennent ou ne
comprennent pas entre cux I’élément initial resté fixe, la premiére
séquence change ou ne change pas de sens.

Dec méme, suivant que les deux ¢léments échangés comprennent
ou nc comprennent pas entre eux 1’élément terminal resté fixe, la
derni¢re séquence change ou ne change pas de sens.
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St donc nous appelons extrémes fires I'élément initial et I'élé-
ment terminal non déplacés, nous pouvons résumer ainsi Lout ce’
(ui se rapporte a notre quatri¢me et dernier cas :

Tutorimr. — Quand on échange un élément initial avec un
élément terminal, la permutation change d’espéce si les élé-
ments échangés comprennent entre eux un seul des extrémes
fizes; elle ne change pas d’espéce si les éléments échangés
comprennent entre eux les deux extrémes fixes, ou ne les com-
prennent ni un ni Uaulre.

20. Il est bien évident que les théorémes qui précédent, pris
ensemble, constlituent une solution compléte de la question que
nous nous élions posée, pour lous les cas ol n est égal ou supé-
vieur a 4.

Dans les cas simples ol n est égal soit a 2, soit & 3, 'examen
divect des permutations conduil & ces deux propositions :

1° Une permutation de deux éléments ne change jamaits
d’espéce quand on échange ses deux éléments entre eux;

2° Une permutation de trois éléments ne change d’espece,
par Uéchange de deux de ses éléments, que quand les deux
éléments échangés remplissent cette double condition : d’étre
juxtaposés dans la permutation et de ne pas conlenir entre
cux U'élément resté fizxe.

II. — Nombre des couples actifs d’une permutation.

21. D'aprés ce qui précéde, étant donnés une permulation
des n premiers nombres et, dans cetle permutation, deux ¢léments
quelconques quel’on échange entre cux, nous savons reconnaitre
si, par I’échange de ces deux éléments, cette permutation change
ou ne change pas d’esptce; en d’autres termes, et pour emyployer
les locutions définies plus haut (4), nous savons reconnuitre si
c’est un couple actif ou un couple inactif que constituent ces deux
éléments.

Nous prenons & présent une permulation quelconque des n pre-
miers nombres ; nous considérons tous les couples que 'on peut
former avec les n éléments de celte permulation; nous cherchons
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enfin, parmi tous ces couples, combien il y en a d’actifs, combien
il'y en a d’inactifs.

22. Mais, avant tout, nous ferons remarquer que le nombre
total des couples d’éléments qu'on peut prendre dans celle per-
mutation est égal au nombre des combinaisons simples de n objets
2 4 2, c’est-a-dire a 3 n(n —1).

Si donc nous désignons par y le nombre des couples actifs,
par 6 le nombre des couples inaclifs, nous avons

n(n——l).

y+8= 2

Il s’ensuit que, pour répondre a la question que nous nous
sommes posée, il suffit de déterminer 'un seulement des nombres
y et 3.

Nous allons chercher le nombre vy des couples actifs.

23. Pour calculer ce nombre y, nous supposerons le nombre n
des éléments de la permulalion égal ou supérieur a 4; nous par-
tagerons encore ces n éléments en trois groupes : les 2 éléments
initiaux, les 2 éléments terminaux, les n — 4 éléments intermé-
diaires; nous déterminerons ensuite combien on rencontre de
couples actifs quand on échange entre eux, de toutes les
maniéres possibles :

1° Deux éléments intermédiaires;

2° Les deux éléments initiaux ou les deux éléments terminaux ;

3° Un élément intermédiaire avec un élément initial ou ter-
minal;

4° Un élément initial avec un élément terminal.

24. Quand on échange enlre eux deux éléments intermédiaires,
la permutation ne change jamais d’espéce (16). Dans ce genre -
d’échanges, on ne rencontre donc aucun couple actif.

23. Quand on échange entre eux soil les deux éléments initiaux,
soit les deux éléments terminaux, la permutation (17) change
toujours d’espéce.

L’échange des deux éléments initiaux correspond donc 4 un
couple actif; '’échange des deux éléments terminaux correspond
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aussi a un pareil couple. De 13, deux couples actifs répondant a ce
geore d’échanges.

26. Lorsqu’on échange un élément intermédiaire avec un
élément initial, par exemple, la permutation ne change d’espéce
(18) que quand les deux éléments échangés comprennent entre
eux I’élément initial resté fixe. Il s’ensuit qu’un élément inter-
médiaire, échangé successivement aves le premier puis avec le
second des éléments initiaux, ne donne de couple actif que ¢'il
n’est pas compris entre ces deux éléments initiaux; et que, quand
cette condition est remplie, il ne donne qu’un seul couple actif.
Le nombre des couples actifs qu'on rencontre en échangeant, de
toutes les maniéres possibles, un élément intermédiaire avec un
élément initial est donc juste égal au nombre des éléments inter-
médiaires non compris entre les deux éléments initiaux.

On verrait de méme que le nombre des couples actifs qu’on
rencontre en échangeant, de loutes les maniéres possibles, un
élément intermédiaire avec un élément terminal est juste égal au
nombre des éléments intermédiaires non compris entre les deux
éléments terminaux.

Cela posé, appelons « la différence, prise en valeur absolue,
des deux éléments initiaux ; B la différence, prise en valeur absolue
aussi, des deux éléments terminaux; { le nombre des éléments
initiaux non compris entre les deux éléments terminaux, et j le
nombre des éléments terminaux non compris entre les deux élé-
ments iniliaux.

Pour obtenir les éléments intermédiaires non compris entre les
deux éléments initiaux, il nous suffit évidemment d’écrive Ja suite
des n premiers nombres; d’y barrer les deux éléments initiaux,
puis les o — 1 éléments que ces éléments iniliaux comprennent
entre eux, et enfin les j éléments terminaux qu’ils ne comprennent
point. Le nombre des éléments intermédiaires non compris entre
les deux éléments initiaux est donc

n—2—(a—1)—/,
c’est-a-dire
(n—1)—a—j.

Pour obtenir les éléments intermédiaires non compris entre les
deux éléments terminaux, il nous suffit de méme d’écrire la suite
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des n premiers nombres; d’y barrer les deux éléments terminaux;
puisles 3 — 1 éléments que ces éléments terminaux comprennent
entre cux; et enfin les 7 éléments initiaux qu’ils ne comptrennent
point. Le nombre des éléments intermédiaires non compris entre
les deux éléments terminaux est donc
n~2—(p—l)—"i,
c’est-a-dire
(n—1)—p—"d.

Il suit de tout cela que, en faisant tous les échanges possibles
d’un ¢lément intermédiaire avec un élément initial ou terminal,
on rencontre un nombre de couples actifs égal a

2(n—1)— (a+ B)— (J+0).

27. Lorsqu’on échange un élément initial avec un élément ter-
minal, la permutation ne change d’espéce (19) que quand les deux
éléments échangés comprennent entre eux un et un seul des deux
extrémes restés fixes. Par suile, le nombre des couples actifs qu’on
rencontre en ce genre d’échanges dépend uniquement des valeurs
de ictde .

Il 'y a évidemment trois cas a distinguer, et trois seulement :
celui o0 7 et j sont 'un et autre égaux a 2; celui ol ils sont 'un
el Vautve égaux a 1; celui ou ils sont égaux 'un & o et I'autre a 2.
Un examen direct, d’une facilité extréme, donne pour ces trois
cas les résultats suivants :

1° Lorsque ¢ et j sont l'un et lautre égaux a 2, il y a deux
couples actifs;

2° Lorsque ¢ et j sont 'un et P'autre égaux a 1, il n’y a aucun
couple actif;

3° Enfin, Jorsque 7 et j sont égaux l'un 4 o, 'autre 4 2,1l ya
encore deux couples actifs.

28. Connaissant le nombre des couples actifs qu’on rencontre
dans chaque genre d’échanges de deux éléments, nous sommes en
état d’écrire le nombre total des couples actifs que présente une
permulation déterminée quelconque des n premiers nombres.
Nous n’avons évidemment, pour obtenir ce nombre total, qu’a
ajouter les nombres de couples actifs qui correspondent a chaque
genre d’échanges.
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résultats qu’elle donne, nous arrivons aux trois propositions sui-
vantes :

1° Si i et j sont Uun et Uautre égaux a 2, le nombre total
des couples actifs est

2(n—1)—(a+B)+(4—I—J);

2° Sii et j sont Uun et Uautre égaux & 1, le nombre total
des couples actifs est

2(n—1) —(a+B)+(2—i—J);

3° Enfin, si i et j sont égaux ’und o, autre a2, le nombre
total des couples actifs est

2(n—1)— (a+B) + (4§ —i—))

29. Les trois résullats que nous venons d’obtenir consistent
chacun en une somme algébrique de trois termes, dont les deux
premiers sont Loujours les mémes, mais dont le troisi¢me affecte
deux formes différentes. Pour ramener ces Lrois résultats a une
seule forme, il suffirait donc d’y ramener leur troisi¢me terme.
On y parvient par la considération de la différence, prise en va-
leur absolue, des deux nombres Z et j.

Soit, en effet, ¢ cette différence, prise en valeur absolue.

1° Lorsque ¢ et j sont 'un et autre égaux a 2, la diflérence ¢

est nulle, et l'on a
f—i—J=¢;

2° Lorsque ¢ et j sontl'un et 'autre égaux a 1, la différenec ¢
est encore nulle, et 'on a

2—1I—J =¢;
3° Enfin, lorsque 7 et j sont égaux l'un & o et 'autrea 2, la
différence = est égale & 2, et l'on a
fj—i—j=c¢.
Par conséquent, le troisiéme terme des sommes considérées est
loujours égal & ¢; par conséquenl, en conservant aux lettres a,
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3, ¢ les significations que nous leur avons attribuées, nous pou-
vons énoncer ce théoréme unique :

Tutorkme. — Dans une permutation déterminée quelconque
des n premiers nombres, n étant égal ou supérieur a 4, le
nombre total y des couples actifs est donné par la formule

Yy=2(n—1)—(a+B)+e

30. Les trois lettres «, B3, ¢ qui entrent dans cette formule re-
présentent les valeurs absolues de trois différences, c’est-a-dire
de trois quantités alfectées tantdt du signe +, tantdt du signe —.
La formule ne subsiste que parce qu’on y fait abstraction de ces
signes. C’est 13, ce nous semble, un fait remarquable et contraire
a ce qui arrive d’ordinaire en algébre, ou les formules ne sont le
plus souvent générales que lorsque I’on y prend avec leurs signes
respeclifs toutes les quantités qui y figurent.

31. Notre formule (29) suppose, d’ailleurs, essentiellement
que, dans la permutation considérée, les éléments initiaux et les
¢léments terminaux soient distincts, c’est-a-dire que le nombre »
des éléments soit égal ou supérieur & 4. Il est aisé de voir :

1° Que, si n est égal & 2, il Ky a aucun couple actif;

2° Que, si n est égal a 3, le nombre des couples actifs est
juste égal a la différence, prise en valeur absolue, du pre-
mier et du dernier élément de la permutation.

32. D’aprés ce que nous avons vu (22) sur la somme y + ¢, il
est inutile que nous fassions une étude spéciale du nombre total &
des couples inactifs : nous avons, quelle que soit la valeur de n,

n(n—ri)
—_——

N
0=

i
et, par conséquent, toutes les fois que n est au moins égal a 4,

L S

III. — Question de probabilité.

33. Considérons une permutation déterminée quelconque des
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n premiers nombres, et cherchons la probabilité pour qu’elle
change d’espéce lorsque 'on y échange entre eux deux éléments
pris au hasard.

D’aprés la définition méme de la probabilité d'un événement, il
nous suffit, pour résoudre ce probléme, de calculer le nombre
des cas possibles et le nombre des cas favorables, puis de diviser
ce dernier nombre par le précédent.

34. Grice aux calculs, déja eflectués, du nombre y des couples
actifs et du nombre ¢ des couples inactifs, la détermination de la
probabilité cherchée = ne présente aucune difficulté.

Evidemment, en effet, un cas est favorable lorsque les deux
¢léments échangés forment un couple actif; défavorable, lors-
qu’ils forment un couple inactif. 1l s’ensuit que le nombre des cas
favorables est égal a v; celui des cas défavorables, a 3; celui des
cas possibles, a y -+ 8; et, par conséquent, que la probabilité¢
cherchée = est donnée par la formule

Y

mw= —'—.
Y+ 0
33. Or, nous avons établi, d’une part (22), pour toutes les
valeurs de n, 'égalité
« n(n—mn
vrs Mn—h,
r+ > ’
de I'autre (20), pour les valeurs de n égales ou supérieures a 4,
I'égalité
y=2(n—1)—(a+8)+c=.
Donc, si 'on suppose n égal ou supérieur & 4, en conservant aux
trois lettres «, 3, ¢ les significations qu’on leur a données précé-
demment (26 et 29), on peut énoncer le théoréme suivant :

Tutonkme. — La probabilité w pour qu'une permutation
déterminée des n premiers nombres change d’espéce lorsque
Uon y échange entre eux deux éléments pris au hasard est
donnée par la formule

f(n—1)—a(a+8)+2:
™= .
n(n—i)
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36. Appliquons ce théoréme aux Lrois permulations des neuf
premiers nombres

247183956,
13569782 4.
2365437810
Dans la premiére,
n=y9, a =2, lea & =03
la probabilité est égale a 13,
8 36
Dans la deuxiéme,
n=nyg, =9, 9 =21, e =0;
e, 1
la probabilité est 3°
Dans la troisiéme,
n =9, %=1, g =8, € =2,

A 1
la probabilité est i

37. On voitsur ces exemples, comme sur la formule (33), qu’il
correspond, aux diverses permutations des n premiers nombres,
des probabilités qui peuvent avoir des valeurs trés différentes. On
est conduil par la a se demander quelles sont, pour ces permuta-
tions des n premiers nombres, la valeur maxima et la valeur mi-
nima que puisse prendre la probabilité cherchée.

Or, s1 'on considére 'expression de celte probabilité, on con-
state que son dénominaleur, ne dépendant que de n, est le méme
pour toutes les permulations considérées. 1l suffit donc d’étadier
le numérateur. Et comme ce numérateur a son lour peut s’écrire

fj(n—1)—2(x+ B —c¢),

il est évidemment d’autant plus grand ou plus petit que le tri-
nome o -+ 3 — ¢ est, au contraire, plus petit ou plus grand.

Ainsi, la recherche du maximum ou du minimum de la proba-
bilité = est ramenée a celle du minimum ou du maximum du tri-
nome o + 3 —e,

Il suit immédiatement de I’examen direct des valeurs simulta-
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nément possibles de a, 3, ¢ : que ce trinome est toujours positif;
que la plus petite valeur qu’il puisse prendre est 2; et que la plus
grande est 2n — 4. 1l s’ensuit aussi que le maximum et le mini-
mum de la probabilité = sont donnés respectivement par les ex-

pressions
4(”—2)’ 4
n(n—1) n(n—u)’

dont la premiére vaut n — 2 fois la seconde.

38. Dans le cas particulier ou n est égal a g, on trouve, pour le
maximum et le minimum respectifs,

—
3]
=1
®

Les probabilités qu’on a obtenues dans les exemples précédents
tombent toutes les irois entre ces valeurs limites. On peut donner
des exemples ou la probabilité ait pour valeur soit le maximum
soitle minimum qu’on vient de calculer.

Considérons, en effet, ces deux nouvelles permutations des neuf

premiers nombres
3451627938,
) 183576449 2.

Dans la premiére,

n=g, a=1, B=r1, t=o0;

la probabilité atteint —125’ c’est-a-dire la valeur maxima. Dans la

seconde,
n=9, a=7, f=7, e=o;

la probabilité se réduit a —118:’ c’est-a-dire a la valeur minima.

39. Revenons a la formule (35) qui nous a donné la probabi-
lité cherchée = : elle ne suppose connus que les quatre nombres »,
a, B, e. La probabilité que nous étudions est donc absolument
délterminée dés que l'on connait le nombre des éléments de la
permutation considérée, ses deux éléments initiaux et ses deux
éléments terminaux. C’est la un résultat qui nous semble remar-
quable. Peut-étre pouvait-on le prévoir aprés ce que nous avions
dit (43) sur le role prépondérant que jouent, dans les questions
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d’espéces, les deux éléments initiaux et les deux éléments termi-
naux.

40. Quoi qu'il en soit, le théoréme qui précéde (35) résout
complétement la question de probabilité que nous nous étions
posée (33), sauf dans le cas ou n est égal a 2, et dans celui ou il
est égal a 3.

Dans chacun de ces cas, nos raisonnements sont en défaut et
nos notalions perdent leur sens. Mais il suffit, soit de se rappeler
ce que nous avons dit (31) sur les permutations de deux et sur celles
de trois éléments, soit de procéder a un examen direct de ces per-
mutations pour arriver trés facilement aux deux résultats sui-
vants :

1° E'n toute permutation des 2 premiers nombres, la proba-
bilité cherchée est nulle;

2° En toute péermutation des 3 premiers nombres, cette pro-
babilité est égale au tiers de la différence, prise en valeur
absolue, du premier et du dernier élément de la permutation.

CHAPITRE II.

DES COUPLES ACTIFS DANS L'ENSEMBLE DES PERMUTATIONS ORDONNEES.

I. — Les trois sortes de permutations.

41. Pour simplifier I'étude des couples aclifs dans les permu-
tations des n premiers nombres, n étant au moins égal a 4, rap-
pelons-nous que le nombre y des couples actifs d’'une quelconque
de ces permutations dépend seulement des valeurs qu’y présentent
a, Bete. A fortiori, ce nombre y est-il déterminé lorsque I'on
connait, dans cette permulation, les deux éléments initiaux et les
deux éléments terminaux ?

Nous désignerons, dans tout ce qui va suivre, par a le plus
petit des éléments iniliaux et par A le plus grand; par b le plus
petit des éléments terminaux et par B le plus grand.

42. Les permutalions, trés nombreuses, ou les éléments ini-
tiaux et les éléments lerminaux ont les mémes valeurs détermi-
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nées a et A, b et B, conliennent chacune le méme nombre de
couples actifs. Mais combien existe-t-il de ces permutations ?

On les obtient évidemment toutes en écrivant, dans Lous les
ordres possibles, d’abord les deux éléments initiaux a el A, en-
suite les n — 4 éléments intermédiaires; enfin les deux éléments
terminaux b et B. Le nombre total de ces permutations est donc
al(n—4)!2!, c’est-a-dire (n — 4)!4.

Pour savoir combien ces permutations, toutes ensemble, con-
tiennent de couples actifs, il nous suffira donc de multiplier par
(n— 4)!4 le nombre des couples actifs contenus dans I'une quel-
conque de ces permutations.

43. Nous sommes ainsi ramenés a étudier, a la place des per-
mutations considérées, les quaternes formés par leurs éléments
extrémes a, A, b, B. La premiére chose a faire, c’est de trouver le
nombre de ces quaternes; la seconde, de les classer.

44. Un quaterne quelconque n’est autre chose qu'un systéme
de quatre nombres pris parmi les n premiers; mais, 4 un méme
systtme de quatre nombres, correspondent toujours six qua-
ternes différents. ‘

Supposons, en effet, ces quatre nombres mis, a la suite les uns
des autres, dans I'ordre croissant; et, au-dessous de chacun d’eux,
écrivons celle des lettres a, A, b, B qui répond au réle qu’il joue
dans la permutation. Aprés les avoir ainsi écrites, de toutes les
maniéres possibles, ces quatre lettres nous présenteront six dis-
positions différentes, ni plus ni moins, qui sont les suivantes :

aAbB, abAB, abBA,
bBaA, baBA, baAB;

et, a ces six dispositions, correspondront six quaternes diffé-
rents.

Le nombre total des quaternes est donc égal au sextuple du
nombre des combinaisons simples de n éléments 4 a 4, c'est-
a-dire a

1

3

n(n—1)(n—2)(n—3).

On peut vérifier en passant que le produit du nombre des qua-
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ternes par celui des permutations correspondant a l'un quel-
conque d’entre eux est bien égal & n!, c’est-a-dire au nombre
total des permutations de n éléments.

43. Pour classer les quaternes que nous venons d’énumérer (44),
considérons les six quaternes qui correspondent & un méme
groupe de quatre nombres. s répondent, nous venons de le
voir (%), a ces six dispositions

aAbB, abAB, abBA,
6BaA, baBA, baAB,

lesquelles, a la manicre dont nous les avons écrites, se partagent
évidemment en trois couples.

Dans chacun des quaternes aAbB, bBaA du premier couple,
(el j sont 'un et 'autre égaux & 2; donc ¢ est égal a zéro.

Dans chacun des quaternes abAB, baBA du deuxiéme couple,
{ et j sont l'un et 'autre égaux a 1; donc ¢ est encore égal a zéro.

Dans chacun des quaternes abBA, ba AB du troisiéme couple,

{ ety sont égaux l'un a o, lautre a 2; et, par conséquent, ¢ est
égal a 2.

Ces trois couples correspondent donc aux trois cas que nous
avons distingués déja (29); les quaternes, pris tous ensemble,
peuvent donc se partager en Llrois sortes, caractérisées chacune
par le systéme correspondant des valears de 7, j ete.

46. Ces trois sortes de quaternes pcuvent étre caractérisés
d’une fagon encore plus nelle, et pour ainsi dire géométrique.
Considérons, en effet, les quatre nombres @, A, b, B; écrivons-
les sur une méme droite dans lear ordre de grandeurs croissantes;
puis, marquons par un trait le segment ¢ A, et, par un autre, le
segment O B.

Les deux quaternes ¢ A OB, bBaA du premier nous donnent
ainsi les deux figures

ol les scgments @A, OB sont séparés.
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Les deux quaternes abAB, baBA du deuxi¢me couple nous
donnent de méme les deux figures

ou les segments aA, OB empictent 'un sur l'autre, c’est-a-dire
sont imbriqués.

Les deux quaternes abBA, baAB du troisicme couple nous
donnent enfin les deux figures

ol les segments aA, OB sont placés 'un sur Vautre, c’est-d-dire
superposés.

Nous pouvons donc dire que nos quaternes se partagent en trois
sortes :

1° Les quaternes a segments séparés;
gments imbriqués,

2° Les qualernes i se
3¢ Les quaternes a segments superposés.

(2
o
o
.

47. Etendant aux permultations des n premiers nombres ce que
nous venons de dire (46) relativement aux quaternes qui leur
correspondent, nous dirons que ces permuatations sont i segments
séparés, imbriqués, superposés, suivant que leurs quaternes sont
cux-mémes a segments séparés, imbriqués, superposés. Nous par-
lagerons donc ces permulations en trois sortes :

1° Les permutations & segments séparés;

2° Les permutatlions & segments imbriqués;

3° Les permutations a segments superposeés.

48. Considérons un systéme quelconque de quatre nombres
pris parmi les » premiers nombres entiers. Ce systéme nous four-
nit, comme on l'a vu (46), deux quaternes a segments séparés,
deux a segments imbriqués, deux a segments superposés. Or, le
nombre des systémes de quatre éléments, pris parmi les n pre-

.- b . ) - v
miers nombres entiers, est le nombre C! des combinaisons
simples de n objets 4 a 4. Donc, il ya 2C}, quaternes a segments
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séparés, 2C; a segments imbriqués et 2C} a segments super-
posés.

Pour obtenir le nombre des permutations de n éléments & seg-
ments soit séparés, soit imbriqués, soit superposés, il nous suffit
donc de multiplier dans chaque cas (n — 4)!4 par 2C}. Le pro-

duit est donc toujours égal a (n — 4)!4.2C}, c’est-a-dire a %n!.

De la ce théoréme :

Tratorime. — Si lon partage les permutations de n élé-
ments en trots sortes : permutations a segments séparés, per-
mutations « segments imbriqués, permutations & segments
superposés; dans chacunc de ces trois sortes, il y a le méme

nombre de permutations.

49. Tout ce qui précéde évidemment suppose n égal ou supé-
rieur & 4. Si n était égal soit & 2, soit a 3, la permutation ne pré-
senterait plus de quaterne : on n’aurait plus 4 considérer ni figure,
ni segments.

II. — Premiéres expressions des nombres @u, Yn, ¥n.

50. Toutes les permutations répondant & un méme quaterne
présentent, avons-nous dit (42), le méme nombre de couples
acuifs. Dans les recherches relatives au nombre de ces couples, il
nous suflfira donc de considérer I'une quelconque de ces permu-
tations.

Pour préciser et faciliter le langage, nous considérerons uni-
quement celle de ces permutations olt se trouvent placés, dans
’ordre des grandeurs croissantes : 1° les deux éléments initiaux;
2° les n — 4 ¢éléments intermédiaires; 3° les deux éléments ter-
minaux. Cette permulation unique sera pour nous une permula-
tion ordonnée.

Evidemment, dans 'ensemble de toutes les permutations de
n éléments, les permulations ordonuées et les quaternes se cor-
respondent chacune & chacun : ils sont en méme nombre.

51. D’aprés ce que nous avons dit précédemment (42), pour
savoir combien il y a de couples actifs dans I’ensemble des per-
mutations répondant & un méme quaterne, il nous suffit de malti-
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plier par (n— 4)!4 le nombre des couples actifs contenus dans
la permutation ordonnée correspondant a ce quaterne. Iit comme
ce facteur (n — 4)!4 est le méme pour tous les quaternes (42), il’
nous suffit, pour trouver le nombre des couples aclifs contenus
dans 'ensemble des permutations de chaque sorte, de déterminer,
pour chacune de ces sortes, le nombre des couples actifs contenus
dans ses seules permutations ordonnées.

C’est ce que nous allons faire dans le présent paragraphe, en
supposant le nombre des éléments égal a r, et en désignant par o,,
Yy Yu les nombres des couples acuifs contenus respectivement
d’abord dans les permulations ordonnées a segments séparés, en-
suite dans les permutations ordonnées a segments imbriqués,
enflin dans les permutations ordonnées & segments superposés.

52. En toute permutation ordonnée a segments séparés, le
nombre ¢ est nul (45); et, par conséquent, le nombre des couples
actifs est égal, a

2(n—1) —a—38,
c¢'est-d-dire, si l’on remplace « et 3 par les différences (26) qu’ils
représentent, a

ao(n—1)— (A —a)-(B-—-0).

Pour obtenir le nombre ¢, des couples actifs contenus dans les
permutations ordonnées de n éléments & segments séparés, nous
avons donc a faire la somme de toutes les valeurs numériques que
prend celte expression, lorsque 'on y remplace les letires dont
elle se compose successivement par tous les systémes de valears
correspondant aux différents quaternes a segments séparés, c’est-
a-dire aux différents quaternes de la forme ¢ AbB et aux diffé-
rents quaternes de la forme. 6BaA.

Dans les systémes de valeurs correspondant i la forme ¢ AbB,
on peut donner a a toules les valeurs 1, 2, 3, ..., n — 3; ensuite
a A toutes les valeurs @ 41, @ +2, @+ 3, ..., n — 2; ensuite
a b woutes les valeurs A +~1, A +2,A+3, ..., n —1; enlinaB
toutes les valeurs b—+1,0+2, b+ 3, ..., n. Le nombre des
couples actifs contenus dans les permutations ordonnées de n élé-
ments, 4 segments séparés, dont le quaterne a la forme aAbB,

XXXI. 9
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est donc

a=n—3 A=n—2 b=n—1

Z Z 2 Z[('l—l)—'(t\—-a)—(B—b)]

a=1 A=a+1 b=A+1 B=b+1

En raisonnant de méme sur les permutations ordonnées de
n éléments, a segments séparés, dontle quaterne a la forme 6BaA,
on trouverait que le nombre des couples actifs qu’elles contiennent
est égal a

b=n—3 B=n—2 a=n—1

2 2 2 2[“("—'>—-<A~a>—(B b)].

b=1 B=0+1 a=B+1 A=a+1

Mais cette expression et la précédente ne diflérent 'une de
"autre que par P’échange des lettres « et b, A et B. Donc, évidem-
1 I _ ’ ’
ment, si 'on effectuait les calculs indiqués, on arriverait a la
méme fonction de 7 ; donc ces deux expressions sont équivalentes;
onc le nombre z, défini plus haut (31) est le double de I'une
d 1 bre g, déf lus haut
quelconque des deux, de la premiére, par exemple; et I'on peut

écrire
a=n—3 A=n—2 b=n—1

Op=2 2 2 Z 2 [2(n —1)+a—A+b—B],

a=1 A=a+1 b=A+1 B=b+1

en plagant, dans le crochet, les nombres @, A, b, B dans I'ordre

des grandeurs croissanles.

53. En toute permutation ordonnée de n éléments, i segments
imbriqués, le nombre ¢ est encore nul (45). Par conséquent, le
nombre des couples actifs est égal &

2(n—r1)—a—f,
c’est-a-dire a
2(n—1)—(A—a)—(B—0).

Ces permulalions correspondent aux différents quaternes a seg-
ments imbriqués, c’est-a-dire aux quaternes de la forme abAB et
a ceux de la forme baBA. Pour obtenir le nombre des couples
actifs contenus dans ’ensemble des permutations ordonnées de
n éléments, 4 segments imbriqués, il nous faut donc faire la somme
de toutes les valeurs numériques de I'expression précédente qui
correspondent aux quaternes de ces deux formes. En suivant la
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méthode employée précédemment (52), on trouve que le nombre
des couples actifs contenus dans les permutations ordonnées, i
segments imbriqués, dont le qualerne a la forme abAB, est
égal a

a=n—3 b=n—2 A=n—1

2‘ E E 2 [2(rn—1)— (A —a)— (B—1b)];

a=1 b=a+1 A=0b+1 B=A+1

et que, pour celles dont le quaterne a la forme baBA, ce nombre
des couples aclifs est égal a

b=n—3 a=n—2 B=n—1 A=

2 2 2 2 [2(n—1)—(A—a)—(B—b)].

b=1 a=0b+1 B=a+1 A=B+4-1

Il suffit de comparer ces deux expressions pour reconnaitre
qu’elles sont équivalentes. Le nombre v, des couples aclifs con-
tenus dans les permutations ordonnées, a segments imbriqués, de
n éléments est donc le double de I'une quelconque des deux.
Nous pouvons donc écrire

a=n—3 b=n—2 A=n—1 BRB=n

v=2 3 % X I pii—n+aerb—a—B]

a=1 b=a+1 A=b+1 B=A+1

en placant, dans le crochet, les nombres a, b, A, B dans I'ordre
des valeurs croissantes.

54. Considérons enfin les permutations de n éléments, ordon-
nées et a segments superposés. Dans chacune d’elles, ¢ est égal
a 2; et le nombre des couples actifs est, par conséquent, égal a

on —a--f,
¢’est-a-dire A
on—(A—a)—(B—10).

Or, ces permutations ordonnées correspondent aux (uaternes &
éléments superposés, c’est-a-dire & tous les quaternes-de I'une ou
de l'autre des deux formes abBA, ba AB.

Il nous faut donc, pour obtenir le nombre ¥, des couples actifs
contenus dans les permutations ordonnées, & segments superpo-
sés, calculer la somme de Loutes les valeurs de V’expression précé-
dente qui correspondent aux quaternes de ces deux formes.
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En appliquant encore le méme procédé que pour les permuta-
tions ordonnées a segments séparés (52), on trouve que le nombre
des couples actifs contenus dans les permutations ordonnées, a
segments superposés, dont le quaterne alaforme abBA, est égal &

a=n—3 b=n—2 B=n-—1

E 2 2 Z [2n —(A—a)— (B—0b)];

a=1 b=a+1 B=b+1 A=B-+1

ct que le nombre des couples actifs contenus dans celles dont le
quaterne a la forme b AB est égal i

b=n—3 a=n—2 A=n-1 BE=n

2 2‘ 2 Z [211-—(:\—(1,)—(B—b)].

a=b+1 A==a+1 B=A+1

Ces deux expressions, évidemment, sont équivalentes. Le
nombre ¢, des couples actifs contenus dans 'ensemble des per-
mutations ordonnées, a segments superposés, de n éléments, est
donc le double de I'une quelconque des deux. Nous pouvons donc

écrire

a=n—3 b=n—2 B=n—1 A=n

=23 X X ¥ Drra+b—B-Aa]

a=1 b=a+1 B=0b+1 A=B+1

en disposant toujours, dans le crochet, les nombres a, b, B, A
dans 'ordre des grandeurs croissantes.

. — Expressions finales des nombres ¢, fu, ¥n.

53. Le calcul des expressions que nous venons de trouver
pour ., /a, Yn ne laisse pas que d’étre long et pénible. Pour
arriver a I’abréger et a le faciliter, rapprochons ces trois expres-
sions. Nous obtenons ce Tableau

a=n—3 A=n—2 b=n~-1 BR=n
Op=12 2 E E E [2(r—1)+a—A+b—B]
a=1 _.u+l b=A+1 B=b+1
a=n—3% b=n—2 A=n—1 B=n

Yn=2 2 2 2 z‘ [2(r—1)+a+b— A —B],

a=1 b=a+1 A=b+1 B=A+1
a=n—3 b=n—2 B=n—1 A=n

Yu="2 E 2 2 2‘[211+a+b—I}—A];

b=a+1 B=b+1 A=B+1



— 129 —

et nous voyons immédiatement que 9., /., ¥, ne sont autres
choses que des cas particuliers de la quantité v, définie par I'éga-
lité

¢v=n—3 x=n—2 y=n—1 I=n

w,=2 2 Z 2 2‘ (d+ev+for—+ gy+hs),

v=1 r=v+1 y=x+1 s=y+1

dans laquelle ¢, z, y, z représentent des entiers variables, et d,
e, f, g, I des coefficients constants.

Pour tirer, en effet, de cclte derniére expression, chacune des
trois expressions précédentes, il suffit, sans changer les noms des
entiers variables, noms qui n’influent nullement sar les résultats
du calcul, de donner des valeurs numériques convenables aux cinq
coefficients constants.

56. Nous sommes donc ramenés & nous occuper de w, scule-
ment. Or, cette expression, a son tour, est évidemment la somme
des cinq expressions qui correspondent respectivement aux cing
termes de son polynome entre parenthéses. Nous avons donc

W, = Du““ EIL+ Fn+ Gn,—“ I{Ila
s1 nous posons

v=n—-3 x=n—2 y=n—1 s=n
| N\

Do=2a ¥ X XD

dnd

v=1 x=v+1 y=x+1 s=y+1

v=n—3 x*x=n—2 y=n—1 3s=n

| N
X X X
r=v+4+1 y=uw+1 s=y+1
xr=n-—2 _y-n—-l s=n

2 X X

1-—v+l y=x+1 z=y—+1

¢v=n—3 x=n—2 y=n—1 s5=n

S R I

v=1 x=v+1 y=a+1 s=)y+1

¢=n—-3 r=n—2 y=n—1 £=n

m-wy ¥ 3% ¥

v=1 x=v¢v+1 y=x+1 s=)-+1

et nous n’avons plus qu’a déterminer, en fonction de 7, les ex-
pressions des cinq nombres D,, E,, F,, G,, H,.

57. Pour opérer ces déterminations, le procédé le plus simple
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s'aidant des propriétés des nombres figurés, c’est-a-dire des

nombres composant le triangle de Pascal. On arrive, par ce
moyen, & ces cinq résultats :

D, — n(n—l)(n—z)(n—B)od

1.2.3.4 !
E,—1 (n+t)n(n—-l)(n~2)(n-—— 3)28
é 1.2.3.4 !
_(n+=n(n—1(n—2)(n-—3)
Fu=> 1.2.3.4.5 2/,
_(n+n)n(n—1)y(n—2)(n~—-3)
=3 1.2.3.4.5 28
_(n+Dn(rn=1)(n—2)(n—3)
Hu=4 1.2.3.4.5 2h.

Ces résultats présentent cette particularité remarquable : le
premier contient en facteur le nombre des combinaisons simples
de n objets 4 a 4; et chacun des suivants, celui des combinaisons
simples, 5 a 5, de n + 1 objets.

58. Quoi qu’il en soit, il nous suffit de faire la somme de ces
cinq résultats pour obtenir ’expression de m, en fonction de n.
En effectuant ce calcul, nous trouvons immédiatement

0n(n—1)(n—-2)(n——3)

AR 1.2.3.4

[d-e— n';"(e+2f+ 3g~:—4h)J;

et cette égalité constitue la formule générale qui va nous donner,
en fonction de 7, les expressions des trois nombres ©,, Y., Yn.

59. Pour en déduire 3,, il faut, dans le crochet que nous pré-
sente w,, donner aux coefficients

d, e f, & h
les valeurs respectives

2(n—1), 1, =1, 1, —I.

Pour en déduire y,, il y faut donner, aux mémes coelficients,
les valeurs respectives

2(n=1)y 1, I, =1, —I.
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Enflin, pour en déduire ¢,, il y faul donner, aux mémes coefli-
cients encore, les valeurs respectives

an, 1, 1, —1I

—1I

b 1

En effectuant ces diverses substitutions, on arrive, aprés quel-
ques réductions simples, & ces trois résultats :

4n—6

On= g n(n—ri1)(n—2\(n—13),
- ——3—n————7n(n—1) n -3
sn= 30 Y(n—2)(n )s
3n —
q;,,:—ngo—Qn(n—[)(n—z)(n«fi).

Ces trois résulials sont analogues, mais différents. Il n’existe
méme qu’un seul nombre, supériear & 3, qui, mis & laplace de »,
rende deux d’entre eux numériquement égaux : c’est le nombre 4,
qui rend o, et ¥, égaux chacun a 8.

CHAPITRE III.

DES COUPLES ACTIFS DANS L'ENSEMBLE COMPLET DES PERMUTATIONS.
I. — Nombre des couples actifs dans chaque sorte de permutations.

60. Dans le Chapitre qui précéde (Chap. 1), nous avons con-
sidéré les permutations ordonnées de n éléments; désigné paro,,
s 4, les nombres des couples actifs contenus respeclivement
dans celles de ces permutations ordonnées qui sont & segments
séparés, a segments imbriqués, & segments superposés; déterminé
enfin, en fonction de n, les expressions de ces trois nombres.

Partant de ces trois expressions, nous allons calculer mainte-
nant les nombres totaux des couples actils contenus, non plus
dans les seules permutations ordonnées, mais dans toutes les per-
mutations de chaque sorte. Nous calculerons ensuite, pour cha-
cune de ces sortes, le nombre moyen des couples actifs contenus
dans une permutation.

61. D’aprés ce que nous avons vu précédemment.(51), quand
on sait le nombre des couples actifs contenus dans toutes les per-
mutations ordonnées d’une sorte quelconque, il suffit de multi-
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plier ce nombre par (n — 4)!4 pour obtenir le nombre total des
couples actifs contenus dans toutes les permutations de cette sorte.
Si donc nous désignons par ®,, X, W, les nombres totaux des
couples aclifs contenus respectivement dans les permutations de
n éléments & segments séparés, & segments imbriqués, a segments
superposés, nous avons immédiatement

P, = (n"‘!l)!a?a;
Xn: (n“ 4)!4)(",
W,=(n —“4\!4"!//1‘

En effectuant les calculs indigqués, nous arrivons a ces trois
théorémes :

Tutorime. -—— Dans les permutations de n éléments a seg-
ments séparés, le nombre total ®, des couples a-tifs est donné
par la formule

2
b,=-"_n!(4n—6).
n 5 (4 )

Tutoremre. — Dans les permutations de n éléments & seg-
ments imbriqgués, le nombre total X,, des couples actifs est
’
donné par la formule
2

15

Xp=—=n!3n—7).

Tutovime. — Dans les permutations de n éléments a seg-
ments superposés, le nombre total W, des couples actifs est
donné par la formule

2
v, = ;gn!(?)n—z).

62. Tels sont, pour les trois sortes de permulations, les nom-
bres iotaux des couples actifs. De méme que les nombres ¢, ‘(n,
¥y, ces nombres Lotaux ®,, X,, ¥, ne différent entre eux que par
les binomes 4n — 6, 3n— 17, 3n—2 qui en terminent les ex-
pressions : ils sont proportionnels & ces binomes.

D’ailleurs, d’aprés tout ce qui précéde, les formules (61) qui
les donnent ne sont valables, et méme n’ont de sens, que quand n
est égal ou supérieur & 4. Lorsque n est précisément égal a 4, les
nombres totaux ®, et ¥, sont égaux entre eux et supérieurs A X,.
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Lorsque n est supérieur a 4, on a toujours cette double inégalité
‘p/l > ‘vﬂ> X”‘,

etl’on voit ainsi que, quand n dépasse 4, c’est loujours dans les
permulations a segments séparés qu’on rencontre le plus de
couples actifs, dans les permutations i segments imbrigués qu’on

en rencontre le moins.

63. Connaissant pour chaque sorte de permutations le nombre
lotal des couples actifs, nous n’aurons, pour obtenir le nombre
moyen correspondant, qu’a diviser ce nombre total des couples
actifs par le nombre des permutations de cetle sorte. Or, nous
I'avons fait remarquer (48), ce nombre des permutations a la

2 I . .
méme valeur ; n! dans les trois sortes de permutations.
>
.. oy . \ . L .
En divisant par 2!, nous arrivons a ces trois théorémes :
J
Tutorkme. — Dans les permutations de n éléments a seg-

ments séparés, le nombre moyen K, des couples actifs d’une
permutation est donné par la formule

K,= 2(§n—6).
J

Tutorkme. — Dans les permutations & segments imbriqués,
le nombre moyen L, des couples actifs d’une permutation est
donné par la formule

2
L,= 7 3Jn—7).
n 5 ( /)
Tutorime. — Dans les permutations de n éléments a seg-

ments superposés, le nombre moyen M, des couples actifs d’une
permutation est donné par la formule

M,= t%(I’Sn—-z‘),
9

64. Ces nombres moyens, on le voit, sont, comme les nombres
totaux (61), proportionuels aux binomes considérés déja, c’est-
a-dire aux trois binomes

jn—G6, 3In—-, 3In—o.
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Si 'on désigne par Ay, l,, m, les rapports respectifs des
nombres moyens K, L,, M,, au nombre n des éléments de chaque
permutation, on trouve les trois égalités

hn =

1,=2 (3—
9

2
n,= 5(8—-—

. ON

//

FSS

A=

~—
- -

REECEE-NIN|

N——"
.o

et 'on voit que ces rapports, lorsque n croit indéfiniment, ont
pour limites respectives

c’est-a-dire trois fractions plus grandes que 1, dont les deux der-
niéres sont égales entre elles.

II. — Nombre des couples actifs dans l’ensemble complet
des permutations.

65. Nous allons considérer maintenant I'ensemble complet des
permutations de n éléments, sans plus avoir aucun égard aux
trois sortes en lesquelles nous les avons partagées. Nous détermi-
nerons le nombre total des couples actifs contenus dans cet en-
semble ; puis nous en déduirons, pour une permutation, le nombre.
moyen de ces couples.

66. Si nous désignons par O, le nombre total des couples
actifs contenus dans toutes ces permutations, nous avons évidem-

ment
0p=P,+ X, + ¥,.

Or, dans cette égalité, les trois termes placés au second membre
nous sont connus (61). Nous n’avons donc, pour obtenir 6, en
fonction de n, qu’a remplacer ces trois termes par leurs expres-
sions respectives, puis a eflectuer ’addition indiquée. En opérant
alnsi, nous arrivons a ce résullat :

Tutorime. — Dans ’ensemble complet des permutations
de n éléments, le nombre total ©, des couples actifs est donné
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par la formule

8,=:n!{an—23).

wl N

67. Cette formule, on le voit, est un peu plus simple que
celles (61) quinous ontdonné ®,, X, ¥,. Il est évident, d’aprés
Ja facon méme dont nous I’avons obtenue, qu’elle suppose
encore n égal ou supérieur a 4, et qu’elle ne subsiste ni pour la
valeur 2, ni pour la valear 3.

A laide d’un examen direct, on peut constater que, dans les
permutations de deux éléments, il n’y a aucun couple actif; et
que, dans les permutations de trois éléments, il y a huit de ces
couples.

Quoi qu’il en soit, on voit sur son expression méme (66) que
ce nombre total ©, croit en méme temps que l'entier n, d’une
maniére extrémement rapide.

68. Pour obtenirle nombre moyen T, des couples actifs d’ane
permutation de n éléments, nous n’avons qu'a diviser le nombre
total 8, de ces couples parle nombre total n! de ces permutations.
Nous arrivons par Ja a ce théoréme :

Tutorime. — Dans les permutations de n éléments, le
nombre moyen T, des couples actifs d’une permutation est
donné par la formule

2 .
T, = 3 (2n—3).

Et cette formule suppose toujours que n soit au moins égal
a 4.
Au reste, d’aprés ce que nous avons vu plus haut (31), lorsque
n est égal A 2, ce nombre moyen est nul; lorsque n est égal a 3,
P 4
c mbr n es 1az.
e nombre moyen est égal 5

69. Désignons par ¢, le rapport du nombre moyen T, des
couples actifs d’'une permutation au nombre n des éléments de
cette permutation. Nous avons immédiatement

2 3
t”=§<2—5);
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et nous voyons que, quand n croit indéfiniment, ce rapport tend

vers la limite g

Ce résultat nous en rappelle aussitét un autre, fort analogue,
relatif aux séquences. Nous voulons parler du célebre théoréme
de Bienaymé (') d’aprés lequel, lorsque n croit indéfiniment, le
rapport du nombre moyen des séquences d’une permutation
de n éléments au nombre n des éléments de cette permutation

tend vers la limite ;

Pour le rapport relatif aux couples aclifs, la limite est donc
juste le double de ce qu’elle est pour le rapport relatif aux
séquences.

70. Ce n’est point la le seul rapprochement qu’on puisse faire
entre la théorie des couples aclils et la théorie des séquences.
L’un des plus intéressants est celui qui consiste & comparer le
nombre moyen des séquences au nombre moyen des couples
actifs.

Désignons comme précédemment (68) par T, le nombre
moyen des couples actifs dans les permutations de n éléments, et
appelons S, le nombre moyen des séquences dans les mémes per-
mulations. D’aprés ce que nous venons de voir (68)

2

= 3 (2n—3);

d’aprés ce que j’ai démontré autrefois (*)
S,= 1 (2n—1)
n= 3 .

Cela étant, si nous retranchons le premier de ces nombres
moyens du double du second, nous trouvons

4
28, —T,= %‘

Par conséquent :

(') Académie des Sciences, séance du 6 septembre 1875.
(?) Annales scientifiques de U’Ecole Normale supérieure, avril 188%.
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Tuiorkve. — Dans les permutations de n éléments, Uexcés
du double du nombre moyen des séquences sur le nombre

. . gy , 4
moyen des couples actifs est indépendant de n et égal a ;-

w

De méme, si nous divisons T, par 2§, nous trouvons

T, 2n—3,
2S,  an—1’

el comme, dans cette égalilé, lorsque n croit indéfiniment, le rap-
port qui figure au second membre tend vers I'unité, nous pouvons
énoncer cetle nouvelle proposition : ‘

Tutorime. — Dans les permutations de n éléments,
lorsque n croit aw dela de toute limite, le double du nombre
moyens des séquences et le nombre moyen méme des couples
actifs sont deurx infiniment grands équivalents, c'est-a-dire
deux infiniment grands dont le rapport tend vers Uunité.

II. — Nouveaux problémes de probabilite.

71. Dans ce dernier paragraphe, nous allons nous poser diffé-
rents problémes de probabilité, relativement aux couples aclifs
des permutations de n ¢léments. Nous résoudrons tous ces pro-
blémes en nous aidant des résultats que nous avons obtenus dans
les paragraphes précédents. D’ailleurs, nous supposerons toujours
que n soit égal ou supérieur a 4.

72. Prosiive 1. — Dans le systéme des permutations de
n éléments, & segments séparés, on prend, au hasard, deux
éléments d’une permutation quelconque. Quelle est la proba-
bilité pour que ces deux éléments forment un couple actif?

Le nombre des cas favorables est évidemment le nombre total
®, des couples actifs contenus dans le systéme des permutations
de n éléments, & segments séparés. Il est donc (61) égal a

2
—nl(4n—6).
|5n(+n )

Dans chacune des permutations considérées, le nombre des
couples quelconques n’est autre chose que le nombre des combi-
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naisons simples de r objets 2 4 2, c’est-a-dire que én(n —1). Le
nombre des permutations de n éléments, a segments séparés, n’est
autre chose (48) que %n!. Donc le nombre des cas possibles est
égal a
%n!n(n—l).
En divisant le nombre des cas favorables par celui des cas pos-

sibles, nous obtenons la probabilité cherchée. Si nous la dési-
) : I
gnons par &,, nous trouvons, loutes réductions faites,

£, = 4 in—©6
TS =1’
73. Prosiime II. — Dans le systéme des permutations de

n éléments, a segments imbriqués, on prend, au hasard, deux
éléments d’une permutation quelconque. Quelle est la proba-
bilité pour que ces deux éléments forment un couple actif ?

Le nombre des cas favorables est évidemment égal a X,,, c’est-

a-dire (61) a
2
—n!(3n—7).
. n!(3n—7)
Le nombre des cas possibles est le méme que dans le probléme
précédent (72); il est donc

{

1
“n.n(n 1).
(¢} ( )

La probabilité cherchée n,, qui est le quotient du premier de ces
nombres par le second, nous est donc donnée par la formule

. _ 4 3n—7y
"5 n(n—1)
74. Prosiime IlI. — Dans le systéme des permutations de

n éléments, a segments superposés, on prend, au hasard, deux
éléments d’une permutation quelconque. Quelle est la proba-
bilité pour que ces deux éléments forment un couple actif ?
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[.e nombre des cas favorables est évidemment égal & W, c'est-
a-dire (61) a
2
23—
3 (3n—2).

e nombre des cas possibles est toujours
' ! (n—ri)
- J/ —1).
6

La probabilité cherchée ¢, nous est donc donnée par la formule

3n—o
n(n—i)

(S F N

cn =

75. Sur les expressions que 'on vient de trouver pour &, 7,
Cuy on voit immédiatement que, lorsque n croit au dela de toute
limite, ces probabilités tendent toutes les trois vers zéro.

On peut voir aussi trés facilement qu’elles décroissent toutes
lorsque I’entier » va en augmentant a partir de 4. Pour cette pre-
miére valeur de n, ces probabilités ont donc chacune leur valeur

maxima. Le calcul nous donne

2 { 3
Ea':;’ Ne = 3 Cs=§1
1 13
5= 535 = 550 L= 57
....... , ey
76. ProsLime IV. — Dans l’ensemble complet des permu-

tations de n éléments, on prend, au hasard, deux éléments
d’une permutation quelconque. Quelle est la probabilité pour
que ces deux éléments forment un couple actif ?

Le nombre des cas favorables est évidemment le nombre total 8,,
des couples aclifs contenus dans I'ensemble complet des permuta-
tions de n éléments. Or, nous I’avons vu (66), ce nombre 0, est
égal a

; nl(an—3).

Dans chacune de ces permutations, on peut prendre autant de
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couples d’éléments qu’il y a de combinaisons simples de n objets
242, c’esl—z‘x-direi n(n -—1). Le nombre total de ces permutations

est n'. Donc le nombre des cas possibles est égal a
I
;n!n(n —1).

La probabilité cherchée =, nous est donc donnée par la for-

mule
an—3

=i 2n—3
T3 n(n—a)

77. Cette expression de 7, nous montre immédiatement que, si
n croit au dela de toute limite, <, tend vers zéro.

Elle nous permet aussi de démontrer aisément que, si n croit
constamment a partir de 4, cette probabilité 7, va constamment en
diminuant. Sa valeur maxima se présente donc lorsque n est égal

a 4; elle est elle-méme égale a -:;

Au reste, loutes ces propriétés de la probabilité 1, se dédui-
raient facilement de celles des probabilités §,, n,, §,. Cette pro-
babilité-la est, en effet, liée a celles-ci par I'identité

laquelle se vérifie sans pcine a 'aide du calcul, mais peut aussi
s’établir @ priori par un raisonnement trés simple.



