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SUR LE GENRE DES FONCTIONS ENTIERES ;

Par M. Evcine Fasrvy.
1. Soit

f(Z)=Cco+ 1@ 4+ a2+ ..+ Cha+...

une fonction entiére de genre fini. On sait que tend

log|ea|
nlogn

log|ca |
n

vers o, et que a une limite supérieure négative, lorsque n

devient infini; soit ——5-{ cette plus grande limite. De sorte que,

1
. T Em—u .
quel que soit ¢, on aura V/]cu| << n "7 a partir d'une valeur déter-

1
minée de n, et v |en| > n e pour une 'infinité de valeurs de n.
Le genre de la fonction f(x) dépend, en général, de I'ordre de
grandeur des coefficients c,. Si o n’est pas entier, f(z) esl
d’ordre p et son genre est le nombre entier p immédiatement infé-
rieur & p, c'est-d-dire que la fonction peut se mettre sous la

forme

a,

o= T (= 2) AR 6

n=1
.ou G est un polynome de degré au plus égal a p.
\ , :
Si p est un nombre entier, et si n? v/ Tca| ne tends pas vers o,

1
la fonction est de genre p. Mais si n? '\'/m tend vers o, le genre
peut étre p ou p --1.

Dans un important Mémoire , publié récemment (Acta Societa-
tis scientiarum fennicce, t. XXXI), M. Lindel6f s’est proposé de
préciser la détermination du genre d’une fonction entiére donnée
par son développement en série. Il cherche si, lorsque p est en-
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1
3 R L et .
tier, nPy/ | ¢, | tendant vers o, le genre, qui est p ou p—1, ne
serait pas lié a la convergence ou divergence de la sériez(c/‘lc,, e,
etil arrive 2 une conclusion négative en montrant qu’il existe

d’une part des fonctions de genre p telles queE('{/ | €x])? soit une

série convergenle, d’autre part des fonclions telles que cette série
soit divergente, et qui sont de genre p — 1. Cela montre bien que
le genre ne dépend pas uniquement de l'ordre de grandeur
des coefficients c,, puisque, lorsque p n’est pas entier, le genre p
augmente avec 'ordre de grandeur de | ¢, |.

M. Lindelof donne les exemples suivants :

«

1° La fonclionf(x):l_[(l + ;ﬁ;)—,) ou 1 <<alaestde

ne

geure o, el cependant la séricz '\'/ | ca| est divergente;
[]

o = x nt S
2° La fonction f(z) =2 (17*]0??) » pour laquelle"/lc,,l est
[
une série convergente, est de genre 1.

Cependant M. Lindelof, tout en indiquant les raisons qui doi-
vent faire admettre ces résultals comme trés probables, n’en
donne pas une démonstration rigoureuse. Je me propose ici de
compléter ces résultats, en démontrant en toute rigueur les faits
signalés.

2. Considérons d’abord le premier exemple. Soit, d’une fagon
plus générale, une fonction de genre o, n’ayant que des racines

négatives
r@=[J v+ &) =Fewen
n=1 n=0

a, représenle une suite de quantités positives qui croissentavec n,

I .
etz - est une série convergente. On a
n

cn= D)
@) Qyy oo ay,
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oU o<y, << ...< vy, soit

S="'°~=22'“Zm

ol vy, v, ..., v, sont des nombres entiers arbitraires, mais tous
différents.
Posons

n
Ol vy, V3, ..., Yo peuvent étre quelconques, pourvu que
vy > o0, Ve > 1, ey Yo >n—1.

OnaS>A. Eneffet S et A ont des termes communs; A con-
tient en plus les termes ol deux indices sont égaux, tandis que S
contient en plus les termes ol 'un des indices est tel que v, < p.
On peut faire correspondre ces termes non communs de fagon
que tout terme de S soit supérieur au terme correspondant deA.
Pour cela, soit un terme de S tel que v,=p' << petvpy2p, on
remplacera v, par v, pour avoir le terme correspondant de A.
Inversement si, dans un terme de A, v,=v,2p > p', on rem-
placera v, par p' pour avoir le terme de S correspondant.

Plus généralement si, dans un terme S, onav,=p' <p, vy =p',
vpr=p", ..., on remplacera v, par la premiére des quantités
Py, P, ... qui est au moins égale & p. En opérant ainsi sur
chaque indice v, < p, on a un terme de A correspondant et infé-
rieur au terme de S. Inversement, dans un terme de A, soit
¥p="Vp, p > p/, aucun autre indice entre v, et v, n’étant égala v,.
Si aucun indice v du terme considéré n’est égal a p’ on remplacera
vp par p'. Sinon, soit v,»= p' 'indice de rang inférieur égal a p';
vp»=p" I'indice de rang inférieur égal a p’; et ainsi de suite jus-
qu'a vp, = p,_,, aucun indice du terme considéré n’étant égal
a py. On a alors

P>P>P>...>p

On remplacera v, par p,, et en opérant ainsi sur chaque indice
du- terme de A, on retrouve le terme correspondant de S: Les
termes non communs de A et de S se correspondent ainsi deux a
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deux, chaque terme de I'une des suites correspond 4 un seul terme
de l'autre, et le terme de S est toujours supérieur au terme de A.
Comme ces suites sont des séries convergentes, il en résulte

que S > A.
w5 22323 - Bao5(22) > () 5 (2)
V> £(-m) 31

Soit @, = p(n) fonction croissante de n; on a encore

Vc—”>£('_ 2+logn)f dz
n

¢

an e(n) )
Pour la fonction

’ f(x)=l_[[l+n(Txgn)a] v (1< asa),

1

® dr
j; 'z (logz)® ~ (a—1)(logn)a—1’

V"—">ai,[‘_2+logn] 1

n n(logn)“—"

Icip=1,la sériez y/ca est divergente, bien que:la fonction
soit de genre o.
Le méme résultat s’applique a la fonction

z
f(x)=].—[[l+ n(logn)’.(loglogn)“] (0<azy),

n,

car ici
* a
“ dx > 1 f T+ log logz d
[ x logtz (log logx )2 L+ @ . @ logtz(loglogz)* z
log logn
1
logn(log logn)= (l o )
log logn _
ny— e ' . a 2 +logn
Ven> nlogn(loglogn)x (l_ loglogn = ~ 2n )
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3. Nous allons maintenant étudier le genre de la fonction

o
O x n
Z [n’ log(n’)] )
no
¥ i 1 . n ) y
Ici{/cp,= wTogn lorsque r est un carré, {/c, = o si n n’est pas un
n,—/ 1 .
carré. Ona p=1, nyc, = Togn ou o, et tend vers o. Représen-
tons par @,;d@;...anp... les zéros de la fonction; nous allons dé-
montrer que la sériez I a—l \ est divergente, et il en résultera que
. n
. . . n I

la fonction estde genre 1, bien que la sérlez‘/ lenl = E’TOE(;’—)
soit convergente.

Considérons la série plus générale

/(@)= 2 ( ;{—,m%gﬁ)"z S,

o

ou logng>1, p et a étant des nombres entiers, ap 22 et § > o.
loglev] 1 logy + B loglogn
vlegv — o ap logn

1

oV/Cy = —— . i y PN T
v y/ey Toghn tend vers o. La séneZ(\/l o)) Eypndplogﬁpn
est convergente. Nous allons voir que la fonction est cependant

Si v = no, tend vers — é ct

de geure .
Ona
dlogu x
% = nap—1 (ap log 7 atp logn—.— aBp loglogn — a— 5%71>;

la dérivée de ce dernier facteur par rapport & n est

- o i) <

logn ~ login

Il en résulte que, pourva que z soit plus gl‘and‘ que

B

1
¥ logBno ep aplogm,

u, augmente avec n, puis diminue constamment. Si x est choisi
XXX.
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de fagon que 4 = u,_y, u, serale plus grand terme. On a alors
n—+ log n—+1
n— logn—1
(n+1)*—(n—1)*

_alogn+plo°logn+log7+P+aPlogn et + ..

alog

%—kﬂlog

logx = logy + 2log(n +1) + Bloglog(n +1) + (n —1)*P

Donnons a log| z| la valeur plus simple obtenue en négligeant

. . . N .
nunen tits par ra rt a —
les termes infiniment petits par rapport a -~ et soit

L8
o =yn*logBnep aplogr ewi,

Pour toute vateur de v, positive ou négative, on a

v)*P __ P )
log ——-u""'""l—_:————(n_'_') -_r —a(n+v)“"logn+v
Upn e n
logn+v  (n+v)**—n*P
— %p _
B [(n+v) log logn aplogn ],

dont le coefficient de B a le signe de

(725)"
lo'log(n-ﬁ-v) '\
— %8 logn ) ap logn

dont la dérivée par rapport a v

]

1 [ n*P (n+v)°‘9]

(n+v)2e+i | logn ~ log(n—+v)
a le signe de — v, car n 4 v2 n,, le coefficient de B est donc né-
gatif, et

Unsy

log v,

<

AP __ p 2P
(n+v)P n —a(n+v)“"logn:v

Lorsque v > o0, on en déduit

2
Un+y <— XP e nop-2,
2

Un

log

car la différence

n-—+vy

) %P . n2 2
M__ﬂ _1(n+v)¢Plog —n— -+ aTP. .,:nzp—z’

?
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qui s’annule avec v, a pour dérivée

tonep-t [ X (P 10 2V ] <2 (Y nty
2% p nop— [n ( —~ log = =?pn¢(’- n m log — <o.

Lor .Y . ’
Lorsque v <o, n peut varier entre o et — i, et I'on a

Y
Y l+(¢p—l)-ﬁ

-+ v
>“;>—zz—fjﬁr'
l+’—'.

—lognn

11 en résulte que la fonction

ap__ pap -
(_n_—'-v—)_.f__ __(n_,_v)aplogn_.w_'_ 2\,2 <|+2ip'_l .‘.‘.)nf‘p—!
ap n 2 3 n

Au- : v . . - . . .
croit lorsque - varie de — 1 a 0, et, par suite, reste négalive, el

(n+v)* —n*

log Undy| - —-a(n+v)°“’log—n—+—v
. n 4 n
2 —
<—a—2£v’n¢9"’ (l+2ap3 ! ,ZL)

, o . e

Supposons d’abord ag = 2,a=12sip=1, oua=1si p = 2.
Lorsquev > o0, ona _

Un+y

s

U,

-y
<eV,

—ye (].’.3!)
e én

siv<o,

Una-y
Up

Upst ~+ Upsa—+... )
-L——J”—*— <et4e 4. .4+ eV ... <0,4.
n

Siv< \/;z
Up—y -t (1— —’;)
! ™ <e 3y

b

l Up—y =+ Up—2+...+Up—y

P sera inférieur 4 une quantité qui, lorsque
. .

. . N .,
n augmente indéfiniment, a pour llmlteZe‘V .
v=t
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Enfin, si v est compris entre n et /n,

[“n-v <e ,<e ,

Up

Up,~+ Upg+-1 ..o+ Up—y
Un

_.Il
<ne 3,

expression qui tend vers o lorsque n devient infini.
Donc, lorsque » dépasse une limite bien déterminée, le module
de f(x) — u, est inférieur au module de u,.

Lorsque la* variable z décrit la circonférence de rayon
1

B «©
- e x n
yn*logP nef %P8 les arguments de f(z) et de (Wﬁ;—gﬂ)

ont la méme variation, et ces deux fonctions ont, dans ce cercle,
le méme nombre de racines, c’est-i-dire n*f, Entre les deux cir-
conférences de rayons

1 8 1 8
*(n“logﬁneP+°‘P'°S" et y(n+1)* logB(n + 1) ef ™+ @plogtn+1),

L d
. . . 6 .
-il y donc (n + 1)*f — n* racines. Et la sér1e2~l£—-l est comprise
n
entre les deux séries

2( (n+1)°‘91-—n ) et 2( —(n—')a:

]
¢n%loghn eP+°‘P logn yn%logBn eP+°‘P'°‘">

qui sont convergentes ou divergentes en méme temps que la série
nap—1
z(nﬁlogﬁn)v

ces séries sont donc convergentes si § > p, ou si 6 =p, fp >1.
La fonction f(z) est donc d’ordre p; elle sera de genre p —1

si Bp > 1, car alors les séries 2 ’To;m, 2
gentes, Elle est de genre p si Bp 1.

[
sont conver-

Qn

Ainst lorsque p%, JS(z) est une fonction de genre p telle que

la série 2 (c/l_q:})p = 2 (771“_11@)9 converge.
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En particulier 2 [W‘;ﬁ] " est de genre 1, 2 ( n__—l::gﬁ n)n,

est de genre 2 si B<3.
Siap > 2, noe? augmente indéfiniment avec n, et les relations
précédentes montrent que, lorsque

1,_8
|z | =yn%logBn ep aplsn,

f(a‘)

tend vers o lorsque n devient infini. Cela permet de

générallser les résultats précédents en supposant que les exposants
des termes non nuls de f() ne suivent pas une loi aussi réguliére.

4. Soit ]
s@) =3 Gawtogn)

ou les exposants entiers P, augmentent de fagon que 'on ait

P n
n% p—-—2

k<(”)

p est encore un nombre entier, @ et B des quantités positives
.quelconques, et ’on suppose ap > 2.
Soit encore

1,_8
x =yn%loghn e® " aplorn ewl,
ona
Ju |>e(9 “plos»)("‘ kot
n ’
ap ap . 3
] < O [, (g ] e ()
B n-+v logn +v
ap-2 — rTY — =T 7.
+ k(n +v)2p aplogn alog - Blog logn

. n ap
. e = (n -+ v>'
Mais siv croit de — n 4 0 et. 4+ o0, ————"__ décroft constam-

ment de -0 dapeto.
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Donc, siv21i,ona

,_( n )49 l__(n-+—l>"°‘?

n-+v < n ap _ap+| (ap +1)(ap + 2) I
n+v - 7+ <;[-' an 3nt "3
log——n— ]()gT .

__ap (ap +1)2
<o [l an " 3n(2n —1)

. ’ 3
et pourvu que l’on ait n > ; + (a‘;:;') » on en déduit

Up+y

log | ——

_ (ap + 1)t 2k 2kf kav kBv
<(nov)e ’3_"_[ 9_3(2n—|)]+—— aplogn+_n_+nlogn

Expression de la forme (n -+v)®~2 (n—2v) ot A —p a pour
limite

il existe donc une valeur de » & partir de laquelle X — p est po-
sitif et n#p=2(A — p) augmente indéfiniment. On peut donc sup-
poser n*~2(\ — u) aussi grand que I'on voudra pourvu que »
dépasse une valeur déterminée, et I'on pourra poser

ju Un+y

log

< p—Av ol e>0>3

Upt+y + Upig—t...

: et
Up ‘<2e?~ v<0—|<a
v=1

On a de méme, siv21,

( n )“P ( n )“P ( ap+|)
— -1 —1 ap (1+
n—vy > n—ij/. - 2n

() (] U

n— n+n(n—|)‘

[" e 4::’:-5)']

)-l-k(n—v)“?"v (a-l— —L)-

logn—v/

Upn—v

log

<(n—v)°‘Plogn_'i

-+ 1k nop—3 (| -+
P a Iog
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Supposons'—: <Lecetn> a4 -:— —+ ;%, on en déduit

< nxp-? S —_— (l — g)ap [ao M n]

2(n—r1)?
k g B )
+ﬁ?(l alogn)+ [z+logn(|—e)'] ;

On peut choisir ¢ assez petit pour que, & partir d’une valeur dé-
terminée de n, lorsque v < ne, on ait encore

log u,,_v <p—2itv
Un—y+Un—g—...+ Un—y ew—X\ .
' Un Sh—er b —1

D’autre part, si v > ne,

log | 2= 12.‘?§_.+(._s)ap[._apnog(._s)]
n 1
2k g kpv n—v\2p-2 3 i
o ('+alogn)+n!(n—v)( n ) (a+]0g,,_‘,>§"
252e2

(1—e)®[1—aplog(t—e)) <1 — i <.
Soit ¢ < 2280 ; lorsque n dépasse une valeur déterminée, on
aura

log '—‘-u' <—n%Py
w < ne-ent
Un

qui tend vers o. Il existe donc une valeur de ~ a partir de laquelle,

i+ | £(2)
lorsque |z| =y, =yn®loghn.ne " aelsn, ! ! reste plus
petit que 1.
. x Pu
Il en résulte encore que les fonctions f(x) et (WJ ont,

"dans la circonférence de rayon y,, p, racines, et. p,,, — p, entre
les deux circonférences de rayons y, . el y,.

. U . .
La série 2 I;:—‘ est comprise entre les deux séries
n

Pn+l —Pn zpn—]’n-i
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ou entre
(n+1)% — n%p+ k[(n + 1)*p—2 4+ n%p—2)
( 1, B \o
\yn*logB n.ne " %plsu
et

2 n*—(n —1)* — k [n%0—2+ (n — 1)2p~2]
1,8 o
(Yn“logﬂn.np aplogn

. .  pap-
qui sont convergentes et divergentes en méme que 2 W———M .
On en déduit que f(z) est d’ordre p, et de genre p si $p <1.

Ainsi, lorsque a > g, B= g, on a une fonction de genre o, telle

que la série 2 (C/(_:; )? soit convergente.



