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SUR LE GENRE DES FONCTIONS ENTIÈRES ;

Par M. EUGÈNE FABRY.
1. Soit

f(x) == CQ-^ CiX—Cî^-^-. . .-h c^.y^-t-.. .

une fonction entière de genre fini. On sait que loë\cn\ tend
7l

vers o, et que ^ ^ ' J a une limite supérieure négative, lorsque n

devient infini ; soi t—cet te plus grande limite. De sorte que,

quel que soit e, on aura ̂  \ c,i \ << n ~P à partir d'une valeur déter-

minée de /i, et y\ Cn\ >> n 6 P pour une'infinité de valeurs de n.
Le genre de la fonction f{x) dépend, en général, de l'ordre de
grandeur des coefficients Cn' Si p n'est pas entier, f{x) est
d'ordre p et son genre est le nombre entier/? immédiatement infé-
rieur à p, c'est-à-dire que la fonction peut se mettre sous la
forme

/(oo = ̂  17 (i- ̂ \ e^^^^y
J. JL \ et n /
n=i

où G est un polynôme de degré au plus égal à p.
i __

Si p est un nombre entier, et si nP ̂  \ Cn \ ne tends pas vers o,
i __

ta fonction est de genre p. Mais si r^'\/ \ Cn \ tend vers o, le genre
peut être p ou p -- i.

Dans un important Mémoire, publié récemment (A cla Societa-
tis scientiarum fennicœy t. XXXI), M. Lindelôf s'est proposé de
préciser la détermination du genre d'une fonction entière donnée
par son développement en série. Il cherche si, lorsque p est en-
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lier, / iP( / |Cr t | tendant vers o, le genre, qui est p ou p — i , ne

serait pas lié à la convergence on divergence de la série V(^|cJ)P,

et il arrive à une conclusion négative en montrant qu'il existe

d'une part des fonctions de genre p telles que V ({/1 Cn\)9 soit une

série convergente, d'autre part des fonctions telles que cette série
soit divergente, et qui sont de genre p — i. Cela montre Lien que
le genre ne dépend pas uniquement de l'ordre de grandeur
des coefficients c/a, puisque, lorsque p n'est pas entier, le genre/?
augmente avec l'ordre de grandeur de | Cn |

M. Lindelôf donne les exemples suivants :

10 La fonction/^) =f[ (, ̂  ̂ ^) oùi<a^eslde
»•

•e

genre o, et cependant la série Y ^ j c ^ j est divergente;
0

2° La fonction f{x) =^(^-^y , pour laquelle '/[c^ est2° La fonction f(x) =^^^y , pour laquelle^ (c;,,
o

une série convergente, est de genre i.

Cependant M. Lindelôf, tout en indiquant les raisons qui doi-
vent faire admettre ces résultats comme très probables, n'en
donne pas une démonstration rigoureuse. Je me propose ici de
compléter ces résultats, en démontrant en toute rigueur les faits
signalés.

2. Considérons d'abord le premier exemple. Soit, d'une façon
plus générale, une fonction de genre o, n'ayant que des racines
négatives

/wiK-^-i—.
n=i n==Q

a^ représente une suite de quantités positives qui croissent avec n
et y — est une série convergente. On a

Ça •22-2<ïv»«v,. ••«v»
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où o<Vi<V2< ... < v,/, soit

S""-S2-:2Oy, ̂ 2 • • . «V»

où v<, Va, ..., v,< sont des nombres entiers arbitraires, mais tous
différents.

Posons

A -21;-2Oy, Ov, . . . 0^

où v,, va, ..., v^ peuvent être quelconques, pourvu que

^i>o» vi>i, ..., v^>n—-i.

On a S > A. En effet S et A ont des termes communs ; A con-
tient en plus les termes où deux indices sont égaux, tandis que S
contient en plus les termes où l'un des indices est tel que v» </?.
On peut faire correspondre ces termes non communs de façon
que tout terme de S soit supérieur au terme correspondant deA.
Pour cela, soit un terme de S tel que v^==/?'<^ e t ^ p ' ï p , on
remplacera v? par v^ pour avoir le terme correspondant de A.
Inversement si, dans un terme de A, v^,== ̂ p ' ^ p '>?', on rem-
placera Vp par/?' pour avoir le terme de S correspondant.

Plus généralement si, dans un terme S, on avp==//<^, v^' ===//',
v^ ==//", . , . , on remplacera v^ par la première des quantités
P^ ///? P'^î • • • q"1 est «u moins égale à p. En opérant ainsi sur
chaque indice v^</?, on a un terme de A correspondant et infé-
rieur au terme de S. Inversement, dans un terme de A, soit
^P == V» P>Pr^ aucun autre indice entre ^p et v^ n'étant égal à v^,.
Si aucun indice v du terme considéré n^est égal à ff on remplacera
v^ par p1. Sinon, soit v^===// Findice de rang inférieur égal à //;
v^===/?" l'indice de rang inférieur égal à p9; et ainsi de suite jus-
qu'à Vj^===/^,, aucun indice du terme considéré n'étant égal
à /^. On a alors

P>P'> ̂ > - - - > P\'

On remplacera ^p par p^ et en opérant ainsi sur chaque indice
du terme de A, on retrouve le terme correspondant de S; Les
termes non communs de A et de S se correspondent ainsi deux à
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deux, chaque terme de l'une des suites correspond à un seul terme
de Fautre, et le terme de S est toujours supérieur au terme de A.
Comme ces suites sont des séries convergentes, il en résulte
que S >A.

^>Wï^---ïi>^^'>(y^(^'
•^^^-'^ii-

n

Soit du î= y(7i) fonction croissante de n; on a encore
t

n/—. e f i-Jr\osn\ /tao dx
^n^-——^-]^ ^n)-

Pour la fonction

^-npndânT.] (X^2)'
»»

r* dx ___i___
J^ a-(log3?)a ~" ('or^T^îo^n)»1!''

n/—. e [ 2-4-loff/l'l
^^a-^L^—————Ja— i L ri J 7i(log7i)01-1

Ici p == i, la série VÇ^ est divergente, bien que la fonction
soit de genre o.

Le même résultat s'applique à la fonction

/(•»•) -II^ndog.Woglogn)»] (o<asI)•

car ici

^ ^ ^ f z •+- Ïog^
J^ a? log».2?(log loga?)» ^ a J^. .rlog».r(loglog.2-)a

^
a* logla•(log loga*)01

log log/i
_________i____
log7i(loglogn)a / a \l a \( i •+- ,——,—— )\ log log n )

Vcn>———————e fî a 2 4-10g 71 \
•"'7ilogn(loglog7i)a\ loglogn 271 /

dx
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3. Nous allons maintenant étudier le genre de la fonction

y[ x YÂ^ L^iog^jno
Ici '\/Crt = . lorsque n est un carré, ̂ Cn = o si n n'est pas un

carré. On a p == i, n\/Cn = ,—— ou o, et tend vers o. Représen-

tons par a< 03 . •. dn •. « les zéros de la fonction ; nous allons dé-

montrer que la sériel -l- est divergente, et il en résultera que

la fonction est de genre i, bien que la série ̂  '{/ \ Cn \ = V ^ T

soit convergente.
Considérons la série plus générale

^^I^T^^) S""

où log/io > ï , p et a étant des nombres entiers, ap ? 2 et p > o.
Siv=n«P, l08!̂ ! =- • - logT+PlogIog. ^dvers - ' clv logv p aploîÇ/i p

yP j/Cv === , 1 tend vers o. La série 'V (!/ \ Cy 1 )p == ̂  ———î—o—v v -ylogP/i ^vv 1 vl/ ^YP/iaplogPP/i
est convergente. Nous allons voir que la fonction est cependant
de geurè p.

On a

——^"1 == nap-i ^ap log ^ — a'p logn- app loglog/i - <x- j^—^ ;

la dérivée de ce dernier facteur par rapport a n est

^.l^p+ ï&P-^-l-^o/l \ p log/i logsn/ <

II en résulte que, pourvu que x soit plus grand que

i, P
Y 71^ logP no ^P "Ploj( "•?

(/„ augmente ave.c n, puis diminue constamment. Si x est choisi
XXX.
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de façon que Un^ == Un_^, Un sera le plus grand terme. On a alors

i n "+"I o i l°îî n ~+~ 'a log ——— -+- JB log
I« .̂r = logy -+- a log(/i -4- i) -(- plog log(/i -+-1) -4- (n — i)"? ———n——î—————log n ~I

(^-H)»P_(^_l)ap

=alog^plogiog.4-log^^^^^^^

Donnons à log[ x \ la valeur plus simple obtenue en négligeant

les ternies infiniment petits par rapport à -1 et soit

x = y 7i a logP 7i e? «P1®?» e»1.

Pour toute vaiteur de v, positive ou négative, on a

!.. ^^v[ (n^-^-n^ ,p
g "ï7l ==—————P'——— -a^-v)^^^ 1 p • / 'v& n

-pre^^^^T^^^^^^^i^• L logn aplogn J

dont le coefficient de P a le signe de

, ( ^ VP
— loir l°g(71^-^) ̂  \^-+-v/

lôg/î. ap log7» '

dont la dérivée par rapport à v

i r /^P _ ̂ ±^-1
(/i-4-v)«P-+-1 Liog^ log(n-+-v)J

a le signe de -—v, car n 4-v^^oî le coefficient de (i est donc né-
gatif, et

, | tf^y (n-^v)^^^»? ^-4-y
^l"^" <————p————-aC^+v)^^-^-.

Lorsque v > o, on en déduit

logl^k-^vinap-.,

car la différence

(w-t-v)ap—7iap .(o, ^-t-v a»p————~———— — a(n + v)^ log ——— -t- —P vi»ap-î,



— 171 -

qui s^annule avec v, a pour dérivée

^ ^^,1 [ ^ //l-l-V^P"1 ^ -+-^1^ , „ - < / < v ^ -+ -V , 7l4-Y\a2 p n<»P--i - -- ( ——— ) \oe ——— ^ a2 p /ia<»-« ( - — ——— loc ——— ) < o.
L ^ V 7 1 / ^ J ~ . \t ^ n /

Lorsque v <^ o, - peut varier entre o et — i, et Pon a

t-4-(ap —i) -. n -+-v v v v • ' n-.log^->^>-^ ^,

\ 4 ' ^ /
11 en résulte que la fonction

(n-hv)01?—^ , .ao,, »-l-v 9.Q ,/ ap—i v \ .. .
-———-————— —(n-^^)^loe—— -+- -•- v1 ( i -^î ——— - }n^-ï

ap ' ' v n ï \ j n /

croît lorsque ^ varie de — l à 6, et, par suite, reste négative, et

^+v| . (w-hv)01?—^ _ , , ,ap, Jl-+-v— a(n, -+-v)<XPloglog <<-.y..^,(,^ï^^.
Supposons d^abord ap === 2, a == 2 si p == î , ou a === i si p == 2.

Lorsque v > o, on a
1 "n+v | . ,_,,

«-v,

SÎ V < 0,

Ï^(<.~
V

'(
I+^

)

Un

M^-n-hM,,-n-l-. ..
<< e-y -h... 4- e-^ -+-... <o,4.

Si v << ^/n

^"'-[«."'"('-à).
j "n

M,,-i-+- M,,-î+...-+-M^-v̂ sera inférieur à une quantité qui, lorsque

n aus: augmente indéfiniment, a pour limite Ve"^.
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Enfin, si v est compris entre n et \/n,

——1^^
1 ^ \

M»,-+- Un.+i +. . .-+• M^-v
"/»

<ne »",

expression qui tend vers o lorsque n devient infini.
Donc, lorsque n dépasse une limite bien déterminée, le module

de/(;r) — Un est inférieur au module de Un.
Lorsque la variable x décrit la circonférence de rayon

Q

Y/i» logP neP'^P10^, les arguments de f(x) et de (^T^g^)'1

ont la même variation, et ces deux fonctions ont, dans ce cercle,
le même nombre de racines, c^est-à-dire /i"?, Entre les deux cir-
conférences de rayons

i 3 i g
Y/ialogPn^p ap»o»» et -^Ti-t-l)31 logP(7i+ i)<?P •'apior(n-.-i),

il y donc (n -4- i)"? — n^ racines. Et la sériel -1- est compriseA— I w / » Ini
entre les deux séries

(n-^s)^—n^ y, ^^-(Tt—i^P^ (^+I) aP—^ t lP ^
2;7—————~I~JZ^ et 2;/- -l4.--P^\^ et ^/ i , 3 \e

^Y/ialogPTieP aP1®»"; VY^logPncP ap10»"/

qui sont convergentes ou divergentes en même temps que la série

-y 7l«P-l
^(nalogpn)^

ces séries sont donc convergentes si 9 > p, ou si 8 === p, (îp > i.
La fonction f^x) est donc d^ordre p; elle sera de genre p — i

si 3p > i, car alors les séries N1 ————? ^ -I-1 sont conver-' • JuA n logpPn Jnà \ an, |
génies^ Elle est de genre p si (3p ̂  i.

Ainsi" lorsque p^-> /{x) est une fonction dé genre p telle que

la série ̂  fy^f)' = 2 (̂ g^ converge.
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I"'"~^T j est \s.^ c^ux^ i* y , \ —i——a—
^)J ° ' r̂f V/llogP/^

En particulier ̂  [̂ ?î ]"" est de genre ,, ̂  ( î̂ )"1

est de genre 2 si P^.
Si ap >> 2, /i01?"2 augmente indéfiniment avec /i, et les relations

précédentes montrent que, lorsque

i, P
| 3*[ = Y/iûilogP/i eP apiog^,

7 /t tend vers o lorsque n devient infini. Cela permet de
généraliserÏes résultats précédents en supposant que les exposants
des termes non nuls def(x) ne suivent pas une loi aussi régulière.

4. Soit

^^(^^n)
a?__Ya

«loePn/

où les exposants entiers P^ augmentent de façon que Fon ait

|P«~TI«P| ^ , ,^ /a?(?)'•<X:<^ap-î [ ^ ' \ 2 /

p est encore un nombre entier, a et ^ des quantités positives
•quelconques, et l'on suppose ap >> 2.

Soit encore
i, 3

x==-(n^\o^ne9 aplo?/l ̂ ,

on a

lu»,̂ * -̂̂ '',

1 ]u^ <<^^p^._/_L-)a^«p^îL±^^^^ap-,/,+_?\
1 M» P L V^-l-^/ " J p \ alog»/

+ ̂ n + ,)«p-» i + -P_ _ , log "J^ _ p log l0^»^!.
p aplog/i 0 /i ' 0 logn 1

I-(-^-;)a('Mais si v croît de — n à o et 4- oo, ——V71^"^7— décroît constam-
, n -h vlog-«-

ment de + oo à ap et o.
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Donc, si v^ i, on a

.-f-.^yp /n+.\-.p
_ V / t + v / ,. _ _ ^ n ^v / t + v / < v n 1 _ «g f. «Pĵ i . («p-n)(«p-+-a)1 / i\
io^ - log^Ll <n\l--^H--————^———J(«+-J

n n

^apf .—J'P^ («P+»)' 1
L 271 3/l(9-/t—l)J

et pourvu que l'on ait n > [ + C^1)', on en déduit

1^ <(^^)-^[,-,^^].^^,^, ĵl̂Ï «-^ -^f^-s^^l——^-^

Expression de la forme (n +v)«P^ ( ix~Xv) où ^-a a pour
limile

iïlP-^X);a p ^ 1

il existe donc une valeur de n à partir de laquelle X — y. est po-
sitif et /i«P-2(X— (x) augmente indéfiniment. On peut donc sup-
poser /i«p-2(X— (JL) aussi grand que Pon voudra pourvu que /i
dépasse une valeur déterminée, et Fon pourra poser

^J^H^""^ où ^>8>3

\-—^- <i^<^-<-
On a de même, si v^ i ,

/ n VP / n \ap / «p4-i\
jj^i_^>(^r7) ^^ ^I1"^')Lr^^__>\^-'/ ^ ^ 2 n . / , r _ « o «p4-5 1

log-^L. ^ ^(^L.) '^ . f^ , - ^l^nJ^J
271

" w — v ^^—i / [n^a(^_^ij -?TI-V - \ ^ — i / "L^^aC^-i) 1

^ r o^p
7l—v L'~ înlog|ï^v|<(^--v)aPlog~î-f--flEtP+a--ap^t5-^1 ^ 1 ' "Ti-vL -An ^a4(n—l)^J

î^
P " \•'a^ogn/--^-v^r--v^i^rî^(^^^(——-^
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Supposons 1 < s et n > a 4- ^ -4- -5L» on en déduit
-2ap

<-'-;-=<— >•'["- if̂ ?"]M/l-Vlog
2(71—1) '

^ ^ ( ^ ^ ^ ^ L ^ , P 1 j .
p \ alogn/ nL log^(i-—e)Ji

On peut choisir e assez petit pour que, à partir d'une valeur dé-
terminée de 7i, lorsque v<:/îe, on ait encore

log <yi—^

Un-t -^-Un-t -+•... -4- M/t-y [ ^ gl*->-
< 7 -

D'autre part, si v > /le,

^iï <ç!- l+( l~£)ap['-ap lûgo-~s)]^/ p \ Â-p^^/ , P \ , ^ fn—^^/
n2 \1 a log/i/ ' 7^2(/l - v) \ n ~ ) [Qi "l"n2 \ oilog/i/ 7^2( / l—v) log /< - - < / / ^ <

(i _ s)a?[i - ap log(i - e)] < i - î!-?!5! < ,.

Soit e'<-ap6)-; lorsque n dépasse une valeur déterminée, on
aura

logï^^-^Pî'
Un

"»,-+-•••+ ^»--v <ne-^'<l?

qui tend vers o. Il existe donc une valeur de n à partir de laquelle,
1 3

lorsque \x\ = y^^^n^ïo^ n.n^^71, |/(^ — i | reste plus
'' un i -

petit que i.
Il en résulte encore que les fonction s /( x) et (———a- V'ont,

dans la circonférence de rayon y^ pn racines, et pn^ —pn entre
les deux circonférences de rayons y«+i ely«.

I^a sériel — est comprise entre les deux séries

VPn+t—Pn ^P^—Pn-i.
2à ^ 2à y\ ï
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oa entre

V (7l•+• I)OCP—7latP-^Â:[( /^ -^ O^-2-t-/^p-2 ]2^———-,————i ^ p \e
Vy/i01 logP TÎ./IP ^pi^M/

et
^ ̂ -.(/t — l)' '^—— k [/l«P-2-t- (7l —— t)ap-2]

— — 7 ^ 3 \6

VY/ittIogP/i.TiP ^{^nJ

qui sont convergentes et divergentes en même que ^, /—^i—a—TA'

On en déduit que/(a;) est d'ordre p, et de genre p si [3p ^ i .
•̂  0 ^ - 1Ainsi, lorsque a > - , p 5 - ? o n a une fonction de genre p, telle

que la série ̂  (^/^ soit convergente.


