
BULLETIN DE LA S. M. F.

ÉLIE CARTAN
Sur l’intégration de certains systèmes de
Pfaff de caractère deux
Bulletin de la S. M. F., tome 29 (1901), p. 233-302
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1901__29__233_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1901, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1901__29__233_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


^33

MÉMOIRES.

SUR L'INTÉGRATION DE CERTAINS SYSTÈMES DE PFAFF
DE CARACTÈRE DEUX;

Par M. ÉLIE C A R T A N .

Dans un Mémoire inséré tout récemment dans les Annales
scientifiques de VEcole Normale supérieure, ]'ai étudié la
question de Inexistence dés intégrales d'un système d'équations
aux différentielles totales quelconques. J'ai montré en particulier
que, en ce qui concerne les intégrales non singulières, la dimen-
sion maxima de l'intégrale et la nature de son indétermination
étaient fournies complètement par l'étude purement géométrique
d'un certain système de complexes linéaires dans un espace à un
nombre convenable de dimensions. On est ainsi conduit à une
série de n entiers, n désignant la dimension maxima de l'intégrale
du système,

^\1 ^2» • • • » ^Hf

dont le premier a déjà été introduit par M. E. von Weber dans
un Mémoire cité plus loin et qu'il a nommé le caractère du sys-
tème. Ces entiers ne vont pas en croissant; de plus, en formulant
d'une manière convenable le problème de la détermination des
intégrales, j'ai montré que l'intégrale générale dépendait de

Sn, fonctions arbitraires de n arguments,
s,t-i » n—i »

Si » î »

et enfin de s constantes arbitraires, s désignant le nombre des
équations du système.

Le cas où le caractère ^ est égal à l'unité comprend comme cas
particulier le système formé d'une seule équation de P f a f f e t a
fait l'objet du Mémoire dont j'ai déjà parlé de M. von Weber.

Je m'occupe, dans ce présent Mémoire, des systèmes de carac-
tère deux qui comprennent comme cas particuliers les systèmes
formés de deux équations de PfalT, et aussi les systèmes auxquels

xxix. 16
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sont équivalentes les équations aux dérivées partielles du second
ordre à une fonction inconnue de deux variables indépendantes ( t ).
Mais en réalité je ne traite que le cas de certains systèmes de ca-
ractère deux que je qualifie de systèmes singuliers pour la raison
suivante. En général, si les coefficients d'un système de Pfaff
sont des fonctions quelconques des variables, les n — i caractères
^ i ,52 , ..., ^-i sont tous égaux entre eux et égaux au nombre s
des équations du système. Pour un système de caractère deux
à coefficients non particuliers, on a donc

St==S3 ===...= Sn-i =2,

s/i pouvant avoir l'une des trois valeurs o, 1 ,2 . Les systèmes que
rappelle singuliers sont ceux pour lesquels Sn-\ est inférieur
à 2. Il faut ajouter une autre restriction : c'est que l'intégrale gé-
nérale n'est pas engendrée par des caractéristiques analogues à
celles des équations aux dérivées partielles du premier ordre, ca-
ractéristiques que j 'étudie complètement dans le Mémoire précité ;
cette restriction n'en est d'ailleurs en réalité pas une, car tout sys-
tème engendré par des caractéristiques de cette nature se ramène
facilement à un système sans caractéristiques.

Le résultat fondamental obtenu dans ce Travail est que ces sys-
tèmes singuliers s^ intègrent par des équations différentielles
ordinaires. Mais, chemin faisant, la suite des raisonnements m'a
conduit à introduire la notion de système systatique; j'appelle
ainsi un système jouissant de la propriété que toutes les inté-
grales qui passent par un point donné et admettent en ce point
une tangente donnée admettent en ce point une deuxième tan-
gente commune. La notion de ce que j'appelle les caractéris-
tiques de Monge se présente aussi tout naturellement ; comme
les caractéristiques dont j'ai parlé précédemment, elles en-
gendrent les intégrales générales : par chaque point d'une inté-
grale générale i l en passe une, et une seule; mais elles dépendent
dans leur ensemble de fonctions arbitraires, c'est-à-dire que par
tout point de l'espace il en passe une inf ini té ; les caractéris-
tiques dont il est question plus haut , au contraire, ou caractéris-

( ' ) Et aussi certains systèmes qui en sont une généralisation immédiate et
dont s'occupe M. von Webcr dans un Mémoire intitulé : Ueber gewisse Système
Pfayscher Gleiclilingen (Mùnch. Sitzungsber., t. XXV, p. 423-442î ^QS).
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tiques de Cauchy, dépendent seulement Je constantes arbitraires.
Enfin, dans certains systèmes singuliers, il se présente une troi-
sième catégorie de caractéristiques, celles de ces caractéristiques
qui sont situées sur une multiplicité intégrale donnée dépendant
de fonctions arbitraires.

Ce Mémoire est divisé en quatre Chapitres. Le premier est con-
sacré à rappeler les résultats généraux sur les systèmes de PfafT;
le second, à exposer la théorie des systèmes de caractère un à un
point de vue différent de celui de M. von Weber, bien que les
résultats soient naturellement les mêmes. Le troisième Chapitre
est consacré aux systèmes systatiques et à Fétude géométrique des
systèmes singuliers, ou plutôt des complexes linéaires qui leur
sont associés. Enfin le quatrième Chapitre s^occupe de Pintégra-
tion proprement dite de ces systèmes.

Je me propose, dans un prochain Mémoire, d'étudier les sys-
tèmes non singuliers de caractère deux, en partant de la réduction
simultanée de deux complexes linéaires à une forme canonique,
problème dont la solution s'énonce simplement et est d^ail leurs
contenue virtuellement dans les nombreux travaux parus jusque
ce jour sur les formes bilinéaires.

CHAPITRE PREMIER.

GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES DE PFAFF.

ELEMENTS INTEGRAUX ET MULTIPLICITES INTEGRALES.

1. Étant donné un système d'équations aux différentielles to-
tales à r variables x^ x^ ..., x^

(1)

toi == a^idxi -i- a^dx^-\-.. .-r- a^,.dx,. == o,

(Og == rtai dx^ •4- dît, dx<i -+-.. .-4- a^,.dxr •==- o,

( tuf == €ts{ dx^ -\- (ï.<2 dx^ -h ...-+- CtsrdXr = 0,

considérons les covariants bilineaircs des premiers membres de
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ces équations

°.=2fë-£ï)<^^-^8^i. À-

)to'-=2fë-&)<^A-<teA8->
(i, Â - = i , 2, ..., r).

Étant donné un système particulier de valeurs de x ^ ^ x ^ . . . ^
Xr^ système que nous appellerons un point d'un espace à r dimen-
sions, regardons dx^ dx^ ..., dxr comme les paramètres direc-
teurs d'une droite issue de ce point, de même ïx\, ïx^ ..., ïxr»
Nous dirons alors que Vêlement linéaire formé du point
(^, x^ ..., Xr} et de la droite {dx^ ..., dxr) issue de ce point
est intégral si ces ir quantités satisfont aux équations (i). Nous
dirons que deux éléments linéaires intégraux {dx^ ..., dxr) et
(3.2*1, 5^*2, ..., ïxr) issus d'un même point sont en involution si
les 3 r quantités x^ dxi^ Zxi annulent les seconds membres des
équations (2). Enfin nous dirons qu'un élément plan E^, à 7? di-
mensions ( ^ ) , issu du point (*z-i, ...,.z-r), est intégral si tout
élément linéaire contenu dans Ep est intégral et si deux quel-
conques des éléments linéaires de Ep sont en involution.

2. Ces propriétés des éléments intégraux sont invariantes par
rapport à un changement de variables quelconque; la chose est
évidente pour les éléments linéaires intégraux; pour les éléments
à plus d^une dimension, elle résulte des propriétés bien connues
du covariani bilinéaire d'une expression de Pfaff. Par un change-
ment de variables

<y<= ?i(yi»yî» • - - » y r ) ( t = = i » a» • • • » y)
entraînant

- à'^i - àoi - à^i .
' = ̂  yl+ ày; dyt+' • •-•- -Sy, drr

( 1 ) Un élément à p dimensions est l'ensemble d'un point et d'une multiplicité
plane à p dimensions passant par ce point; cette dernière est définie, par
exemple, par un système de r — p équations linéaires en dx^ dXy ..., dx^
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et, par suite, transformant un élément linéaire

(a-i, Vî, ..., Xr^ dx^ ..., dx,)

en un élément linéaire

(yi,72, • • . , y r » ^ r i , . . . , oÇrr),
on obtient

o)p = épi rfyi -+• 6p2 û^2 +... -+- bçr dy,. == TOp,

et Fon a alors, par le même changement de variables,

^=^.
Les propriétés des éléments intégraux subsistent encore si Von

substitue au système (i) un système linéairement équivalent

Qp= Xpi(Oi+Xp2t02-+-.. .+Xp5(t), =0 (p == I, 2, ..., S),

les \ik étant des fonctions quelconques de x^ .2*2, ..., Xr à déter-
minant non identiquement nul. 11 est évident, en effet, qu'un élé-
ment linéaire intégral ne cesse pas d'être intégral. De plus, pour
les éléments linéaires intégraux, on vérifie sans peine que l'on a

ûp TF ^pi^i+XpaCOg -+-. ..+Xp^,

de sorte que deux éléments linéaires intégraux en involution ne
cessent pas d^être en involution.

Donc, sous quelque forme qu'on mette le système (i) et quelque
variable qu'on choisisse, un élément intégral est toujours inté-
gral.

3. Le lieu des éléments linéaires intégraux issus d'un point
donné M(.TI, ^2? • • • ? ^r) est un élément plan îlr-s défini par les
équations (i); tout élément intégral issu de M est nécessairement
contenu dans Hr_j; mais la réciproque n'est en général pas vraie.
Si nous coupons tous les éléments issus de M par une multiplicité
plane P à ;• — i dimensions ne passant pas par M, chaque élément
linéaire donne un point et dx\^ dx^^ • • . , dxr peuvent être
regardés comme les coordonnées homogènes de ce point dans P;
ce point peut être appelé V image de l'élément linéaire. Le lieu
des images des éléments linéaires intégraux issus de M est une
multiplicité plane Cr-j-i à r — s — i dimensions. La condition né-
cessaire et suffisante pour que deux éléments linéaires intégraux
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issus de M soient en involulion est que la droite qui joint leurs
images appartienne d'abord à £r-.y-i et ensuite à s complexes
linéaires définis par les équations (2); les quantités

dXi QTk — dXk ̂ Xi

n'étant en effet autre chose que les coordonnées plûckériennes de
la droite et ces coordonnées étant assujetties à vérifier s relations
linéaires (non nécessairement indépendantes).

D'ailleurs, si l'on tient compte de ce que la droite appartient
à £r-s-i7 on peut ne laisser dans les équations de ces complexes
que les ir — 25 quanti tés dx\^ dx^^ . .., dxr-s\ S*y<, Sx^^ .. .,
S^r-s^ sl 1e5 équations ( i ) sont résolubles par rapport à dxr-s-\-\j - " ,
dxri de sorte que tout se ramène à la considération de points
d'un espace à r — s — i dimensions.

4. Ces préliminaires étant posés, au système donné (i) on peut
faire correspondre un entier n et un système de n entiers

5i, 5^, ..., Sn,

jouissant des propriétés suivantes.
Le lieu des éléments linéaires intégraux en involution avec un

élément linéaire intégral arbitraire Ei est un élément plan à
F — s — ̂  dimensions îlr-s-s^

Par un élément intégral arbitraire Es contenant Ei il passe au
moins un élément intégral à trois dimensions et le lieu de ces
éléments intégraux est un élément plan à r — s — s^ — s^ dimen-
sions H^_ç_^__^ contenu dans H^_ç_^, . •. .

Par un élément intégral arbitraire En-,^ contenant E^_a il passe
au moins un élément intégral à n dimensions et le lieu de ces
éléments intégraux, ou encore le lieu des éléments linéaires
intégraux en involution avec E,^_|, est un élément plan à
/• — s — s^ —... — Sn_^ dimensions tir-s—'—Sn-t contenu dans
îlr-s-...-s,^-

Par un élément intégral arbitraire E,, contenant E//_i il ne passe
aucun élément intégral à n 4- i dimensions; autrement dit, le lieu
des éléments linéaires intégraux en involution avec E/^ est Isolé-
ment Eu lui-même et l'on a

n == /• — s — Si -... - Sn-t •- Sn'



Ces entiers 5 , 5 < , .. ., Sn ne peuvent pas aller en croissant,
c^est-à-dire que Fon a les inégalités

S^Sî^S^. ..^^,

et ces nombres peuvent (Tailleurs être tous nuls à partir cTun
certain rang.

On voit que 5< désigne le nombre des équations indépendantes
qu^il faut ajouter à (i) pour obtenir îir-s-s^ q116 S2 est 1e nombre
des équations indépendantes qu'il faut ajouter à celles de H,.._,r_^
pour obtenir H,,_,_,^_,. et ainsi de suite. Si, en particulier, on
désigne par (S^i, ..., S^r) les coordonnées de E < , 5 + ̂  désigne
le nombre des équations indépendantes en dx\, ..., dxr définies
par ( i) et (2), ou encore c^est le rang de la matrice

Cliran «12

0,2

, ai2(

Osr^s\

(3) ^ aiu' ̂ i .̂ ai2( ̂ i • . • Z. al/•^ ̂ i î

2a,n ô.y; V a,2/ ̂  ... ^ ̂ /a .̂( 0x1

où l^on a posé

«pa-
^pA- ^pt

,̂ .̂-CÂ;
(p = 1 , 2 , . . . , 5 ; l, Â : = I , 2 , . . . , /'),

et où S^i, ô^2» • * • ? S^ sont regardés comme des quantités arbi-
traires satisfaisant à (i).

De même 54-51+52 est le rang de la matrice obtenue en
ajoutant à la précédente les lignes

^ain-Ô'.^, ^ai2(S ' ; r<, ..., j^ <

* • • • • • • • • • • ? . .......... ; ..., ... •

, 0'tri 0 Xi.

V a^if 8 ' X i , V a -̂ 8^0 . • . , j^ ̂ r/ ^.z*,,

et où (o^, ..., 0^)5 (û'^n ..., ï ' X r ) définissent un élément inté-
gral arbitraire à deux dimensions. Et ainsi de suite.
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Si l'on s'est arrangé de manière à faire disparaître dans co,,
^ ..., ̂  les ternies en dxr.s^, ..., dxr, S^r-.+i, ..., S^ et
qu'alors (Op prenne la forme

i,k

^ ̂ ïli^i

i

^^sM^i

i

^ Ai2/5^
i

j^ ^s2i ̂ i

i

... 2
i

... .s
/

A,,.

A-^r

—.<?,t ̂ l

-^ S'y/

(5)

où ô^, ..., ïx^s sont des quant i tés absolument arbitraires.
Cet entier s^ s'appelle le caractère du système d'équations aux

différentielles totales donné. Par analogie, s^s^ ..., Sn senties
2e, 3e, ..., /i10"16 caractères du système.

5. Voici maintenant quelle est la signification des entiers qui
viennent d^étre introduits au point de vue de l'existence des mul-
tiplicités intégrales du système (i).

Par un point arbitraire Mo il passe au moins une multiplicité
intégrale à une dimension M< ; par une multiplicité intégrale arbi-
traire M, il passe au moins une multiplicité intégrale à deux dimen-
sions Ma, ...; par une multiplicité intégrale arbitraire M,/_, il
passe au moins une multiplicité intégrale à n dimensions M,,;
enfin par une multiplicité intégrale arbitraire M,, il ne passe
aucune mult ipl ici té intégrale à n + i dimensions.

D'une manière plus précise, désignons par :

;^o un point arbitraire;
y.^ une multiplicité arbitraire à s + i dimensions passant par [jio;
y.2 une multiplicité arbitraire à 5+^+2 dimensions contenant

[AI, ...;

^ une multiplicité arbitraire à s -4- s, +...4-^.^ + n dimensions
contenant ^_«.

Alors il existe une mult ipl ic i té intégrale à n dimensions M,, et
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une seule passant par [AO, ayant en commun avec [A, une multi-
plicité à une dimension, avec (Jia une multiplicité à deux dimen-
sions, ..., avec jJi/z_< une multiplicité a n — i dimensions, et
enfin contenue tout entière dans ̂ . De plus, cette mul t ip l ic i té M,^
n^est contenue dans aucune multiplicité intégrale à n + i dimen-
sions ( < ) .

En présentant d'une manière convenable les éléments arbitraires
de Fintégrale M,,, on peut dire encore que cette intégrale dépend
respectivement de s^y 5 / , _ 4 , . . . , s^ fonctions arbitraires de n,
n — i, ..., i arguments et de s constantes arbitraires.

Si Sft-i est nul et si, d'une manière générale, s^ est le premier
caractère qui soit nul ( v ^ / î — i), la recherche de la mul t ip l ic i t é
intégrale M,, déterminée par les multiplicités ao, M.I- , . . . ï y^u dont
il est question plus haut se ramène à la résolution d'un problème
analogue à v variables indépendantes, mais dépendant de n—v
paramètres arbitraires.

6. Enfin il est un cas où la multiplicité intégrale générale M,z
est engendrée par une famille de courbes ou de mult ipl ici tés
dépendant de constantes arbitraires : c'est celui ou par chaque
point M (.2*1, x^ ...,^) il passe des éléments intégraux caracté-
ristiques, c'est-à-dire engendrés par des éléments linéaires inté-
graux en involution avec tous les éléments linéaires intégraux
issus de M. Ces éléments caractéristiques, s'il en existe, sont tous
compris dans Fun d'entre eux, et la dimension de cet élément
indique la dimension des multiplicités caractéristiques qui en-
gendrent M,,. On obtient ce plus grand élément caractéristique
en ajoutant aux équations ( i) celles qu'on obtient en annulant
tous les mineurs à s + i lignes et s -h i colonnes de la matrice (3)

an ai, au.

a,.i Osr

'^) ^^y-ï\idxi ^^iiîidxi ... ^xi/./^ î

Vaçi,û?.r, Va^o^ ... V a,.,./ a.s-/-/ dxi

1 ) La recherche de l'intégrale M,, déterminée par les conditions énoncées
constitue ce que j'ai appelé le problème de Caucliy.
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ou encore, si les covàrianis o/ ont été mis sous la forme (4), en
ajoutant aux équations (i) les suivantes :

/ i,...,r-s

( 6 } 5 ^L Aplt^'=^AF2t^=...=VAp,,._^^y/=o
1 .
l (p=I,2, ...,5).

Si alors les équations (i) et (6) se réduisent à moins de /* indé-
pendantes, elles constituent un système d^équations aux différen-
tielles totales complètement intégrable et leur intégrale générale
fournit les multiplicités caractéristiques. De plus, si les équations

Mi==ai, ^2==a2, ..., u,.' ==<%,.',

représentent ces multiplicités, on peut, par un changement de
variables, faire en sorte que le système (i) ne dépende plus que de
^i, u^y ..., Ur'\ de sorte qu^on est ramené à rechercher Pintégrale
générale d^un nouveau système à r' variables pour lequel on a
d'ailleurs

n' == n — r -+- r',
S' ==5, S\=Si, S^=Sî, . . . , S^==SH' (Sn'+i =...= Sn= û).

Ce système formé des équations (i) et (6) s'appelle le système
adjoint du système donné.

En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que le
système donné soit complètement inlégrable est que les équa-
tions (6) soient des identités, ou encore que tous les déterminants
à s -+- i lignes et s 4- i colonnes de toutes les matrices,

an OIT ... a\r
021 022 . . . 02,.

(7) ' " ' " • - • • • • (? = î ,2 , ...,5; t = = ï , 2 , ...,/•),

Ctsi Cisî . . . âsr

^K fltpît • • • apr/ 1

soient nuls: alors on a

Si == Sî = . . . == Sn = 0,

/• = s -i- n.
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II.

LES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES SYMBOLIQUES ET LEURS DÉRIVÉES.

7. Noas représenterons le covariant bilinéaire o)' de l'expres-
sion de Pfaff

( 8 ) (o == ai dxi •+• a^ dx^ 4-... -h a,. dx,.

sous la forme symbolique

(9) ^=^. (^ - Â ~ ——) dxidxk^ da^ dx^-\-.. .-h da,. dxr,
i,k

où les différentielles dx^ ..., dxr sont soumises aux règles de la
multiplication combinatoire de Grassmann (1).

Le procédé de dérivation qui permet de passer de (o à a/ peut
s'appliquer à des expressions différentielles symboliques de n'im-
porte quel degré. Considérons, pour fixer les idées, une expres-
sion différentielle symbolique du second degré

l,...,r

(10) Q == ^ dik dxi dxi, (a«==o, a^ -h a/ci == o ) ;
i,k

les coefficients anç étant des fonctions quelconques de x^ x^^ . . .
Xr\ la dérivée de û sera, par définition, l'expression différentielle
du troisième degré définie par

o» ̂ ^^'y^ ̂ ^ ̂ ) ̂ ^ .̂.
i , J , k

Cette expression Q' est un covariant de û par rapport à tout
changement de variables, au même titre que (n/ est un covariant
de(o(2) .

(•) La multiplication est distributive et associative; de plus, on a

dx^ dx^ == — dx^ dx^ dx^ dx^ == o.

Voir CARTAN, Sur certaines expressions différentielles et le problème de
Pfaff (Ann. de FÉc. Norrn. sup., 1899, p. 244 ct suiv.).

( 2 ) Pour la démonstration, voir CARTAN, loc. cit., p. 25i-:>52.
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8. Voici maintenant une proposition très importante et qui
nous sera cTun usage fréquent :

Si co désigne une expression de Pfaff quelconque^ o)' son
expression dérivée (covariant bilinéaire)^ l^ expression du troi-
sième degré dérivée de o)' est identiquement nulle.

On peut donner de ce théorème une démonstration intuitive
fondée sur le caractère de covariance de la dérivée. La dérivée
de co' est, en effet, la somme des dérivées des termes

dai dx^, da^ dx^, ..., ddr dxj. ;

or, prenons le premier de ces termes; si a\ ne dépend que de x^
ce terme est nul et sa dérivée aussi; dans le cas contraire on peut,
par un changement de variables, faire en sorte que a\ et x\ soient
deux des nouvelles variables y^ y^\ mais alors la dérivée de
dy\ dy^ est nulle, puisque tous les coefficients sont constants.
Donc les dérivées de tous les termes de <o' sont nulles.

On peut aussi vérifier ce théorème par le calcul; on a, en effet,
pour (o7

àdfc àdi
1 k àxi àx/c

de sorte que le coefficient de dxidxjdxk dans Pexpression dé-
rivée de (i)' est

àajj àdj/c àafei
àx/c àxi àxj

_ à [ à d j àai\ à /àa/c àa/\ à (àai àa/,\
"^ àxu \àxi à x j ) ~àxi \àx/ àx/s) àxj \àx/c àxi )

et le développement du second membre montre qu^il est nul.

9. THÉOUEME. — Si l'expression différentielle du second
degré U est le produit de deux expressions de Pfctff co et CT,
on a

( 1 - 2 ) Q'==t»/CT—m'a).

Si, en effet,

il = ( ai clx) -r-... -}- a,,dx,.) ( ̂ i dxi 4-... 4- b^dxr) == ^ a'i^kdxidxki
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on a

a' = V ( &A r/a, -^a/dbk) dxi dx/,

== V ddidxi V bkdxk— V a,^- V dbkdx^

ce qui démontre le théorème.

THÉORÈME. — *S *̂ (i) désigne une expression différentielle
d^un degré quelconque et m un coefficient fonction finie de
x^, .2*2» • • • ? ^r? ^î enfin on pose

û == m (o,
o/i a

(i3) û'== 7?z OA'-+-(/m (D.

La démonstration est évidente.

10. On peut, dans une expression différentielle symbolique (o,
introduire, au lieu des /• différentielles dx^ dx^ . .., dxrj r com-
binaisons linéaires à coefficients fonctions quelconques des x^
c'est-à-dire /' expressions de Pfaff, linéairement indépendantes,
soient OT| , ^3, • . ., ^Sr

Vfi == Â/i dx\ -\- Â(2 dx^ -4-. . • -+- \i,-dXr^

ces expressions de Pfaff n'étant plus nécessairement des différen-
tielles exactes. Alors l'expression (o devient une expression diffé-
rentielle en v s ^ ^ v s ^ , .. ., CTA, dans laquelle les vs sont soumises
aux règles de la multiplication combinaloire. Si, par exemple,
on a

fa) == AI TOI -+- A^T3^-{-. : .+ A/.T^^,

la dérivée de o se calculera, d'après les théorèmes précédents
(form. i3), au moyen de la formule

o/ == dA.i vji •+• d\î v5î 4-... •+- d^r ^r + A i V5\ -4-... + A/.^ ;

si (x) est une expression du second degré

/u == 7^ A//,?!T<7nA,
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on aura (form. 12 et ï3)

wf = ̂  ̂ A^m/T^.-t- ̂  A^fmi-CT/, — vs'/^i).

11. Voici main tenan t une notation dont nous nous servirons
souvent. Si û et II désignent deux expressions différentielles de
même degré ô, (o,, co^, ..., (ûp des expressions différentielles
homogènes dont chacune est de degré au plus égal à celui de Q,
nous considérerons des congruences de la forme

04) Q==ÎI (mod (xji, (*)2, ..., wp)

et cette congruence signifiera qu'on peut trouver p expressions
différentielles 7j ,y^? • • • » ' / / » ^e degrés respectivement 8 — S < ,
o — Sa» - • .5 3 — ^p (une expression de degré zéro étant une fonc-
tion finie de variables), telles que l'on ait l'identité

05) iî= n+^i7^4-(x)^2-h...+(x)p^.

THÉORÈME. — La congruence (i4)

i^== H (mod coi, (ris, ..., cop)

entraîne la congruence

0°) i2r ̂  Iï' (mod (Oi, ..., cujo; co^, ..., co,,).

En effet, la congruence ( i4 ) étant équivalente à une identité de
la forme ( i5) , on en déduit

Q' = rr-+- 0)1 ̂ i -}-...+ co^ ± œi/^ +.. .± o)^^,

ce qui entraîne manifestement la congruence à démontrer (16).

12. Appliquons ces conventions au système d'équations de
Pfoff

toi = an û^i -+-... 4-a\ydxr = o,

.̂ç = ^1 ^i-+-. . .-4- CisrdXr ==: 0.

Prenons, avec coi, (02, ..., to,, p = /• — s autres expressions de
Pfaf f^ i , ^2, ..., CTp indépendantes entre elles et indépendantes
des 03. Alors chacun des covariants to',, (o^, ..., ̂  sera une ex-
pression différentielle du second degré en (o,, ..., co,, TO|, ..., mp
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et, par suite, on pourra écrire

i,....p

07)

ù\ == ̂  .^i^-Tî^-Ti^.,

i,k

^2 == ̂ . A^ACT/T^.,

^'S = ̂ . A^Tn/TO/..

(mod(0i ,o)2î • • • » <*^)ï

les Ay^ étant des fonctions convenables de x^ ..., Xr'
En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que le

système (i) soit complètement intégrable est exprimée par les con-
^ruences

(18) (mod (DI, 0)2, ..., co,).

Remarquons que tout élément linéaire issu d^un point donné
(^•i, x^ ..., Xr) peut être défini au moyen des rapports mutuels
des r quantités to<, ..., o>,, n^, ..., ny?, qui sont, en effet, des
combinaisons linéaires à coefficients constants de dx\^ dx^ ...,
dxr\ on a simplement effectué une transformation homogra-
phique des coordonnées de ces éléments linéaires. Avec ces nou-
velles coordonnées, les conditions pour qu\in élément linéaire
soit intégral sont simplement

(rii = (02 = . . . = ti).ç = 0 ;

de sorte que tout élément linéaire intégral est défini par un sys-
tème de valeurs de t^, ^2? • • *î ^p» Les conditions pour que deux
éléments linéaires intégraux ( C T i , . . . , T H p ) et (CT^, m',, ..., CTp)
soient en involution sont

^ y An7,(CT,T^ —— CT^.CT,) = 0,

.........................

( ^L A•ç/À'(m/7!^• ~~ ̂ ^'i')= 0^
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et les éléments caractéristiques sont donnés par les équations

I.....P i,...,p i,...,p
(19) ^> A/i/,^ = y . AOACT/, ==...= ^.^îçk^k= 0 (t==I, 2, ....î).

/>• A- Â-

13. Comme application, nous allons donner une nouvelle dé-
monstration du théorème fondamental de la théorie des caracté-
ristiques, à savoir que le système des équations (i) et (19) est
co mp le te m en t in tégra b le.

Nous pouvons toujours, en effet, supposer choisies les p ex-
pressions m, de manière que les équations (19) se réduisent à

CTI = CTS =.,..= r3ff = o (<rSp),

et il s^agit alors de montrer que le système d^équations de Pfaff

t0i = fcù^ ==...== o)^ == CTI ==...== rsy == o

est complètement intégrable, ou encore que l'on a

w\ == a/g ̂ .. .̂  œ^ == iCTi ̂ .. .̂  nTg. ̂  o (mod (1)1, (11)2, •.., rsy).

Pour cela, remarquons d^abord que, par hypothèse, les équa-
tions (19) ne doivent pas contenir THo+i, ..., Wp, c'est-à-dire que
tous les coefficients

A/ya-M? • < - î A/yp (l == I, 2, . . ., 5; J = I, -2, .. ., p)

sont nuls, ou enfin que dans les seconds membres desformules^^)
n'entrent que TS^ , 7^2, ..., rsy. De plus, les relations (19)

1,...,T 1,...,<T

^. A/i/,m^ =... = ̂  A.iff/.vs/c = o
A À-

entraînent avec elles

TOI == CTS ==...== TSff == 0.

Cela étant, prenons les dérivées des deux membres des con-
^rucnccs (17) , en remarquant que les dérivées des expressions
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) ' ( , . . . , co^ 50/î< identiquement nulles. Nous obtenons

1,....(T l,...,fT

^ ^Ai//,Tn/Tn/,-4- ̂  At//,(Ti7(Tïy/,— TîT'/,m/) ̂  o,

(?0) ^ 1,...,-T 1...,<T

^ ^A^7,TCT/7ÎT/,-+- ̂  A,ç/A.(Tï^CT/,.—- Tnl.TîT/) ̂  0

l,Â- i,k

\ (mod coi, ..., co,; (o\, ...,tu',).

D'après (17), ces congruences sont a fortiori vraies, sî l'on
prend pour modules coi, ..., co.y, et tous les produits TO/T^
( /, k = i , ..., a-); dans ces conditions eiles se réduisent à

(21)

y . AI/Â^I-TÎT/,— CT/,CT/) ̂  0,

^, A^/,(TÎT;-CT/,— TO/,CT/) ̂  0

(modcOi , . . ., CO^.; TîTi^,, . . .,TO(T-IT^).

Nous pouvons alors, sans changer ces congruences, enlever
dans CT^, ..., TSy les termes qui contiennent TT^, ..., TOO., et si nous
désignons alors par v5\, ..., TOç. ce que deviennent ïn^, ..., -ns^
quand on n'y conserve que les termes du second degré en
^ç+i, ..., TïTp, les congruences (21) se changent dans les identités

^, AI//,^^-CT/,— •Gs'/^rni) == o,

(^)

^, A^/,(7iT;.7ÎT/,—— TO^,7ÎT/y == 0,

qui entraînent, en égalant à zéro les coefficients de ^i, TTT^ ...,77^

^ AI//,T.Ï/, == j^ AÎ/A-OT/, ==...= ̂  A^7,7ÎT/, == 0,

^ À /.

ou e n f i n , diaprés une remarque faite précédemment.

XXIX .
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II en résulte bien les congruences à démontrer

w\ =0)3 s==. . . == co'.,. == rs\ == .., == TîTg. ==o ( mod toi, ..., CT(y).

14. Voici maintenant deux remarques qui nous seront utiles.

Si û désigne une expression symbolique du second degré et
(o une expression non nulle du premier de gréy la congruence

0. == o (mod (o)
entraîne V^ identité

iî2 == u i2 = o,

car il existe une expression de PfaffTn telle que

Û == (uny,
et alors

1 SL22 ̂  tOTïTCOTCT == 0,

il cause de la présence de deux facteurs identiques du premier
degré.

Plus généralement si co^, ..., ^p désignent p expressions
indépendantes du premier degré, la congruence

Q === o ( mod (x)i, 0)2, ..., Wp)
entraîne

a/^-i == o,

car la puissance (p + i) de toute expression de la forme

0)1 CTI -4-... -4- WpV5p

est une somme de termes dont chacun contient au moins deux
facteurs identiques et par suite est nul.

La deuxième remarque est la suivante :

Si (Oi, ..., t0p désignent p expressions indépendantes du
premier de gré y la congruence

û == o (mod o)i, (02, ..., Wp)

est équivalente à Videntité

tOitOg. .O)/,LÎ = o;
car si l'on a

i2 = (DI TOI -j- CU2 CTa +...-+- Wp CT/,,
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chaque terme du produit t0i (03... Wp Q contient deux facteurs
identiques du premier degré; et réciproquement si le produit
to, (02.. .(O^Q est identiquement nul , on peut choisir à la place
de dx^ ..., dx^ r expressions indépendantes de PfatF parmi
lesquelles (0,, . . . ,(o^; si alors co^.i, ..., (o^ sont les r — p
autres, tout terme de Û devra contenir une des expressions
(»>,, ..., o)^, sinon on obtiendrait dans le produit oy, 0 ) 2 - • •c0/?^
un terme non nul et irréductible avec un autre terme quelconque
du même produit. Cela démontre le théorème.

18. Nous introduirons enfin la définition suivante :

Étant données une expression Q du second degré et p ex-
pressions o)i, . .., i^p du premier degré, nous désignerons sous
le nom de GENRE de l^ expression Û (mod to<, ..., o>^) le plus
petit entier h tel que Von ait

o/M-i EE= o Cmod h)i, ûi)2, ..., o)y,).

Si a>i, tua, ..., Wp sont indépendantes, c'est le plus petit entier
satisfaisant à ridentité

(Ol (1)2 . . . (Ojo Q7*4'1 == 0.

D^une manière plus générale, si au lieu d^une seule expres-
sion Q du second degré l'on en a plusieurs

QI,Q,, ...,Q^

nous désignerons sous le nom de genre du faisceau

(23) l^lQl+MîÛ2-+-...-h U(fÛq

par rapport aux modules (Oi, (Oa? • • • > ^pj le genre m a x i m u m de
Fexpression (a3), où Pon regarde M|, ..., Uq comme des constantes
arbitraires. Le genre ne change pas si Pon remplace les Q par
des expressions qui leur soient congrues (mod (Oi, ..., (Op).

Le genre d'un sjstème de Pfaffsera celui du faisceau forme par
les covariants bilinéaires de ses premiers membres, les modules
étant ces premiers membres eux-mêmes. La condition nécessaire
et suffisante pour qu^un sjstème de Pfatr soit complètement inlé-
grable est donc qu'il soit de genre zéro.
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CHAPITRE II.

LES SYSTEMES DE PFAFF DE CÀKACTEKE U Î 1 .

1IÏ.

LE SYSTÈME DÉRIVÉ.

16. Les résultais obtenus dans ce Chapitre ne sont pas nou-
veaux et sont dus en grande partie à M. E. von Weber (1). Mais
ils constituent une application simple des principes du Chapitre
précédent et ils nous seront utiles pour l'étude des systèmes de
caractère deux.

Le premier théorème fondamental est le suivant :

THÉOKEME. — On peut toujours choisir les équations (V un
système de Pfaff de caractère un de manière que Uon ait

t0a == 0)3 ===. ..== (o^o (mod a)i, 0)2, . . . ,co.ç).

En eÏÏet, nous pouvons toujours mettre les covariants bilinéaires
(./ , o).'., ..., (o^ sous la forme (i'j) du Chapitre précédent

/ i....,p
^1 SES ̂  AI^-T^-TO/,

/,A-

(0 (mod toi, 0)2, .. ., œ.ç),
i....,p

^ == ̂  A.,.//, CT/TîT/,

f,A

en désignant par ny, , THa, ..., ^p, p expressions de Pfaff indépen-
dantes entre elles et indépendantes de co,, ..., co,. Cela étant, le
caractère 5i est le rang de la matrice

(^)

^An,TO/ ^AIS/^ ... ^ A

^ A^i/w/ ^A.s.2/ra/ ... ,̂ A^pf-TO/

Ip/ïîï/

( l ) E. VON WEIÎER, Zf(r Iiivariantentheorie der Système Pfaff scher Glel-
chungen {Lcipz. De/'., p. .îo;-^.'^; lî^S).
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où les v5 sont regardées comme des paramètres arbitraires. Ici, ce
caractère doit être égal à l 'unité, c^est-à-dire que tous les mineurs
du deuxième degré de la matrice (2) doivent être identiquement
nuls. Supposons, par exemple, que les éléments de la première
ligne ne soient pas tous identiquement nuls et qu^en particulier
le premier élément

^ Ain^-

ne soit pas identiquement nul. Alors Pidentité

^ AU, r3i ̂  \îki^i == ^, AU./CT, ̂  ASU-CT/

i i i i

(où les vs sont maintenant soumis aux règles ordinaires du calcul
algébrique) montre que Pon a, ou bien

ou bien

^ AU-/CT/ = lk ^ Amm^
i i

^ Ag/./CT/ == lk ^ A^I/TO/
< <

^ Aîi/ CT( = ^ ̂  Ain ro/
i <

V Ai/,/ ro, == / ^ A,/,/ w/
i i

( À - = 2 , 3, ...,?),

(À -= -2 , 3, ...,?),

/i, /a, ..., /p désignant des fonctions des ^(indépendantes des CT).
Mais la première hypothèse entraîne

Ai/ , i==o,

ce qui est absurde, parce que VA^CT( serait identiquement nul.

Il ne reste donc que la seconde hypothèse. Elle exprime tout sim-
plement la congruence

(rij == ltû\ (mod coi, (D?, ..., u)^).

Si donc on prend pour seconde équation du système

(u^ == a»3 — /coi == o,
on a

o/̂  '•:-=: o ( mod coi, . . . , tu .<).
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II en est de même pour les s— ï autres, ce qui démontre le
théorème.

Le système __
t0j == (x)3 ==...= (x)^ == 0

est dit le système dérivé (< ) du système donné. Si

Ui t0i-1- ^2(03-h.. .-+- ï^irttf == 0

est une équation du système dérivé, on doit avoir

Uiw\ -+- u^w^ •+-...+ UfW'^ == o (inod (DI, ..., to.<),

ce qui revient à Pidentité

(3) t0ib)2. . .(x\s-(Mtf^i -+-• • -+ U^'s) = °-

Le développement de cette identité conduit à un certain nombre
d'équations linéaires en u^ //a, ...,ï/j, équations qui se réduisent
à une seule, si le caractère du système est Funilé, et qui détinis-
sent le système dérivé.

IV.

LE COMPLEXE LINÉAIHE ATTACHÉ AU Sl'STÉME DE PFAFF.

17. Le seul covariant (ù\ qu'il y ail lieu de considérer définit
alors lin complexe linéaire que nous allons maintenant étudier.

Soit Ho (p == / • — s ) l'élément plan lien des éléments linéaires
intégraux. Supposons que o- désigne la dimension du plus grand
élément caractéristique £<y, <r étant nul s'il n'y a pas d'élément
caractéristique. Soit alors E( un élément linéaire intégral (situé
dans lîp) et n'appartenant pas à e<y; le lieu des éléments intégraux
en involulion avec E^ est un élément plan Hp_< contenant natu-
rellement £<y. Pour les éléments contenus dans Hp_i, il existe un
élément caractéristique à 7 -+- i dimensions, à savoir le plus petit
élément plan £^1 contenant à la fois e<y et E|. Je dis d^ abord
que Hp_i n\tdmet pas drôlement caractéristique à plus de
7 + i dimensions. Si, en eflet, il en existait un à T-f- 2 dimen-
sions, par exemple £(1-4.2» l'élément plan Hp^ lieu des éléments

( ' ) Celle dcuoiilinalion est duc u M. von Wcber, toc. cit.
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intégraux, en involation avec un élémenL linéaire ÏL\ non situé
dans Hp_ i couperait £^4.2 suivant un élément à o r+ i dimen-
sions au moins, soit £^_i; mais alors s^ serait caractéristique
pour Hp_< et pour E', et par suite pour le plus petit élément con-
tenant à la fois Hp,i et E^, c^est-à-dire pour IIp, ce qui est con-
traire à rirypothèse.

Donc le plus grand élément caractéristique pour Hp.^ est à
<r -4- i dimensions, et c^est (£<y, Ei ) (1 ).

Prenons alors dans Hp_i un élément linéaire E'( non situé dans
£^i ; le lieu des éléments linéaires de Hp_i en involution avec E\
est, d'après ce qui précède, un élément Hp_a et le plus grand
élément caractéristique pourHp.a est à (3--+-2 dimensions, à savoir
(£ç^.i,E^) ou (£<r, E < , E^), que nous désignerons par £(7+2-

On peut continuer ainsi de proche en proche jusque ce qu^on
arrive à un élément Hp._^ pour lequel le plus grand élément carac-
téristique £(r+A se confond avec Hp_^> ce qui arrivera nécessaire-
ment pour une valeur de h donnée par

(4) p-cr=.2A.

L'élément Hp_A est alors un des éléments intégraux au nombre
maximum de dimensions et Fon a

(5) S n = p — h = 7 -(- h
s. == s^ =... = s/, =5i == Si = . . .=== 5/, = I , ^+.1 =...= Sa = 0 (Si <T> 0).

18. Convenons d'appeler élément polaire d^un élément linéaire
intégral donné E( le lieu Hp_i des éléments intégraux en involu-
tion avec E< ; il résulte de ce qui précède que Hp_i est élément
polaire pour tous les éléments de £^4.1 : (£<y, E,). Pour arriver à
Hp_A nous sommes partis, en somme, de h éléments £<j^.i en involu-
tion deux à deux et nous avons pris l'intersection de leurs A élé-
ments polaires* Soient

(G) CTI == o, CTÎ = o, ..., rn/t = o

les équations de ces h éléments. Si l'on tient compte de (6), le
covariant (*/, doit s^annuler identiquement : on a donc une rela-

( 1 ) Je désignerai par la notation (E,^, E^) le plus petit élément contenant à la
fois E,^ et E^.
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lion de la forme

(7) to! ^^i^A-n -+" TCT^ 77r/^-(-2 •4-. ..-4- m/t'us^/t (mod c«)i, tua, ...,(o^.).

et les 2 A expressions de Pfaff CT<, ..., rs^h doivent être indépen-
daules (mod toi, ..., co,), sinon le plus grand élément caractéris-
tique serait à plus de p — 2 A, c'est-à-dire à plus de T dimensions.

La forme réduite (7) montre que tout élément Hp_< conte-
nant £(7 est ^élément polaire d^un élément £(74., contenant Cy,
En effet, soient

^TI _ CT» _ _ ^îh

ai a.2 ' * ' ct^ii(8)

les équations de l'élément £(74.1, celles de l'élément £y étant

TOI ==: CTg == . . . == VSîlt :== ^*

L'élément polaire de £(74.1 a alors pour équation

(9) Oim/t-n— a/t4-iCTi+...+ cifiV5îft— a.2/tr3/t= o,

et cette équation (9) est évidemment l'équation générale d'un
élément Hp_i passant par £<y.

Nous dirons que deux éléments Hp._<, IIp-i passant par £<y sont
conjugués lorsque les deux éléments £(74.1, £'(74.1 dont ils sont les
éléments polaires sont en involulion; alors Ilp_i contient £^4.1
et Hp_i contient £(74.1. Pour obtenir un élément intégral à n di-
mensions, il suffit de prendre h éléments Hp_i contenant £ç et
conjugués deux à deux; ces h éléments permettent de réduire co^
à la forme (7).

19. Cherchons à exprimer analyliquement tous les résultats
précédents. D'abord pour obtenir l'entier A, on peut chercher le
plus grand élément caractéristique £(T, et alors

'2

ou bien encore on peut remarquer; d'après la formule (7), que If
est le plus petit entier satisfaisant à la congruence

(10) a)'/*'1"1 s; o (mod te»i, (ris, ..., û)^),

ou encore à l'identité

(l l^ COi (Jû^. . .Wstù'^1 == 0.
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On voit que l'entier h n'est autre chose que le ,genre du sys-

tème (n0 13).
On exprimera que l'élément à p — i dimensions

contient s^, en écrivant que pour cet élément Rentier h est diminué
d'une unité, c'est-à-dire que l'on a soit

(i '2) CT 10^2=0 (mod toi, cos, ..., Ws\

soit

( i 3 ) (OIGO^. . .co^o/^w = o.

On exprimera que les deux éléments à o — i dimensions

ny = o,

w' == o,

passant par £ç sont conjugués, en écrivant que T^== o contient
l 'élément caractéristique relatif à l'élément TO == o, c'est-à-dire
d'âpres (12)

CO^^CT'SSO (mod 0)1, toa? • • • » t^^î CT),

ou, ce qui revient au même,

( l 4 ) tOitOg. . .tOA-œ^"1 TOCT^ 0.

V.

INTÉGRATION DES SYSTÈMES DE CARACTÈRE Un.

20. Il se produit, au point de vue de l'intégra*tion, un fait très
remarquable, énoncé et démontré par M. von Weber (1), et qui
sépare nettement le cas où le genre II est supérieur à i de celui
où il est égal à i.

THÉORÈME. — Si II est supérieur à U unité, le système dérivé
est complètement intégrable.

Supposons que

( I J ) t02 == 11)3 ===. . .=== (0^ == 0

( ' ) Loc. cit.
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soit le système dérivé. On a alors, par définition,

t0g ̂  0)3 ̂ .. .s to^. ̂  o (mod (Oj, co^; ..., t«^).

Il résulte de là que Fon peut écrire, par exemple,

(16) o/g==(t)i^ (mod(02,(03, .. . ,(x)^),

y étant une combinaison linéaire de (Oi, T^), ..., CT^. Si nous
prenons les dérivées des deux membres de la congruence (16)
en remarquant que la dérivée du premier membre est identi-
quement nulle, nous obtenons

^'iX—y/10!530 (modioâ, ...,(^.; 0)3, ..., o);,),

et, a fortiori\

(17) c0i7==o (mod 0)1, (Ua, .. .,to,).

Cela étant, si y était indépendant de (o<, la congruence (17)
entraînerait (n° 14)

tsj'^ == o ( mod toi, (Oâ, ..., to^.),

et le genre h serait au plus égal à F uni té, ce qui est contraire à
rhypothèse. y ne dépend donc que de CQ( et, par suite, la con-
gruence (i6) se réduit à

0/2 == o ( mod to^, 103, ..., (o^).

Le raisonnement fait pour (Og est valable pour 0)3, ..., co, et Pon
arrive finalement aux congruences

o/^== 0)3==.. .== co^.^ o (mod 0)2, (us» • • •» ^•)»

qui démontrent la proposition.

21. Cela étant, voici comment, dans le cas h >> i , on intégrera
le système. On commencera par intégrer le système'dérivé, ce
qui donnera par exemple

(18) J'i==^i, .Ta =^2, ..., ys-i=as-i,

les y désignant s — i fonctions indépendantes des variables et
les a désignant des constantes arbitraires. En tenant compte alors
de (18), il reste à intégrer une seule équation de Pfaff

tx)i = 0
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avec
i/^sso (modt*)i).

On appliquera la théorie bien connue do problème de Pfaff
qui nous est d'ailleurs fournie par les considérations géométriques
précédentes. Les équations de Pfaff qui définissent l'élément £(T
sont complètement inlégrables; on en cherchera une intégrale
première

(19) 5i==const.

au moyen de l'équation (18)

( 20 ) Wi tx//* dz^ =2= 0,

z^ é tant une fonction inconnue des variables. Cette intégrale
étant trouvée, si l'on tient compte de (19), le genre de l'équation (Oi
est diminué d'une unité; on cherchera une intégrale première
z^= consl. de l'équation

0)1 tx//*"1 dz\ dzî== o,

et ainsi de suite. On aura de proche en proche h intégrales

( •2î ) ^ 1 = ^ 1 , ^==^i» • • . , 3/t==b/t,

telles que les h éléments

0^1=0, d2î=o, ..., dz/t==o

contiennent £ç et soient conjugués deux à deux. En tenant
compte de (21 ) on aura alors

tû\ == o (modtUi),

c'est-à-dire que l'équation (Oi == o deviendra complètement inté-
grable, c'est-à-dire réductible à la forme

dz/t+f = o.

Autrement dit l'équation (o, === o pourra s'écrire

ds/^t — pi d^i —pï û^a-—.. ,—pii d3/t = o,

où les ïh -+- i quantités ^<, ph sont indépendantes.
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Finalement, le système donné est réductible à la forme

^ ctyi = o,
dy^ ==o,

(•22)

dys-\ = o,
ciz/t+i — pi clz^ —... —ph d^u =

oày^ ...,y^i, ^i, ..., ̂ +t, /^, ...î/^ sont s 4- aA variables
indépendan tes.

On déduit facilement de cette forme Pintégrale générale du
système; s'il y a des caractéristiques, on les obtient en égalant
à des constantes arbitraires les s 4- 2 A variablesy, ^, /).

La réduction du système à la forme canonique (22) exige s 4- //
opérations d'ordres

s — i y 5 — '2, ..., ' 2 , i ; 2 A + i, '2 // — i, ..., 3, i.

22. Cas où h est égal ai. — Dans ce cas une réduction ana-
logue est en général impossible. Si p est supérieur à 2, il y a des
caractéristiques à p — a dimensions et n est égal à p — i. U inté-
grale générale se ramène à des équations différentielles ordi»
noires. Le moyen le plus simple de procéder est le suivant :

On cherchera une intégrale première des équations des carac-
téristiques (s^il n'y en a pas, on prendra une fonction quelconque) ;
soit

(-23) ,s=const.,

elle est fournie par

tû[dz^o (mod (ji^i, 003, ..., ^s)

ou encore par

(a4) o){t02. . .co^(o^ dz,=i o.

En tenant compte alors de (28), le système devient complè-
tement inlégrable; il admet s intégrales premières indépendantes
fournies par le système complet

a>i (03.. .(o^- df' == o.
Soient

.3^==;<i(. 5j==aî, • • • ? ^s3= ^.t*
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Alors cela signifie que le système donné est réductible à la
forme

I d^i — MI dz == o,
/ ̂  dz^ — u^ dz = o.

) ...............
\ dss— u,dz == o,

et il y a 9. s -+-i — (.ç + 2) == ^ — i relations entre ^, ^, ..., ^,
z / i , ..., z/,.

Finalement l'intégration du système revient à celle dû-système
d'équations diiïerentielles ordinaires

( p / dzi dzA
1 1 [ ^ ^ " - ^ ' d ^ ' " 9 ^ ) ^ 0 9

)iG)

y T? / ds^ ^A
[ 1 A - 1 V' ; 1 Î • • • ? ' S • ? " ^ - Ï • • • ? ^^ : = 0 •

On peut se donner arbitrairement une relation entre -s, z^ ..., ̂ .
Dans certains cas particuliers, le système est susceptible d'une

forme canonique simple; mais, pour ne pas trop sortir de notre
sujet, je renverrai sur ce point au Mémoire déjà cité de M. von
Weber.

CHAPITRE III.
LES SYSTEMES DE CÂKACTERE deUJC.

VI.

LE SYSTEME DÉHIVE.
23. Soit

( î ) (Oi = (O^ ==...= (0^ = 0

un système de caractère deux. Le système dérivé est alors au
plus formé de s — î équations indépendantes. Cherchons d'abord
dans quel cas il contiendrait moins de s — 2 équations, autrement
dit dans quel cas les s covariants (•/,, o/,, ..., cOy seraient liés par
moins de A' — 2 relations linéaires (mod (o,, ..., co^).

Supposons, pour fixer les idées, que l'on n'ait aucune relation
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de la forme

(2) MIO) , -h «2^2 + ^30)3== o (mod o)i, os, ..., o)^.),

soit A le genre minimum de Fexpression

Uiw\ -+- Uî (D'à 4- «30)3 (mod 0)1, ..., (o.ç).

Nous pouvons alors supposer que l'on a

(3) a)'/'^ = ° (mod ̂  ̂  • • •» ( ^)»

et pour aucun système de valeurs des u on n^a

( i^i o/^ -+- iiî t»)^ •4- Ma 0)3 y1 == o ( mod (x)|, (02, ..., (OA. ).

Cela étant, supposons d'abord que h est égal à i; on peut
ous la formealors mettre o^ sous la forme

t0^ EE= CTi TîTs ( mod 0)i, tU2, . . . , CO.ç),(4)

soit

(5)

I.....P
W^==î ̂  a//, TET/ TîU.

i,fr
^ (mod œi, 0)2, ...,oj,.).

0)3 == ̂  &//, CT/ W^

<^

Diaprés la dénnîtion du caractère, tous les déterminants du
troisième degré de la matrice

W

CTS

anTSt

—TïTi

< a^rSt

o

. (Ï3i ̂ i

0

Ofo/TïT/^anTSt ^aîtVS! ^a3,ro/ ... ^Op/Tn/

^^l^t ^^2^/ V^3/^/ ... V^pi^/

doivent être nuls, quels que soient CT,, ^3, .. .^ mp. Il résulte en
particulier de là que tous les déterminants du second degré de la
matrice

(7)
7. ct^i fui ... ^ a F/ TCT/

^^3/Tn/ ... ^^pf-ny/

doivent être identiquement nuls. D'après un raisonnement fait
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pour les systèmes de caractère un, cela n'est possible que de deux
manières.

Ou bîen les élémenis de la deuxième ligne de la matrice (")
sont proportionnels à ceux de la première ligne, ce qui entraîne
des relations de la forme

bsi — la^i = b^i— la^i ==.. .== bP 1 - la^i = o O'==l,2, . . . ,?) ;

mais alors le covariant (o^ — /(o^ a tous ses coefficients nuls, sauf
celui de m i W g , et l'on a, par suite, une congruence de la forme

103 == /co'g -+- mtû\ (mod toi, 0)2» • • •, r^),

ce qui est contraire à l'hypothèse.
Ou bien, et c'est par conséquent la seule hypothèse possible,

il existe des relations de la forme

^ a^i TO( -= l^ ^ 031 CT/ , ^ bs,i m, == l:, ̂  b^i CT/,

(8)

^Op/Tî^ = /p^aa/CT,-, V^P(CT( = ̂ pV^w/,

en supposant, par exemple, que tous les a^/ ne soient pas nuls.
Mais ces formules montrent, en faisant dans les seconds membres
i == 3 et cherchant dans les premiers membres les coefficients
de ^3, que l'on a

^43 =. . .= Op3 = 0, = . . - = &p3 = 0;

par suite, dans les éléments de la matrice (7) il n^entre que T^
et vs^ ; de plus, les équations des éléments caractéristiques

TOI ==o,
V5î == 0,

^12^2 -t- ^13^34- ..--+- <l|pîîTp == 0,

ClâiCTi -}- a23TîT3 4- . . .-(- Clî^VSp == 0,

blîTSî -4- ^l3^3+- • •+ ^Ip^p = 0,

^21T ÏT1 + ̂ 23^34-. . .-+- ^âû^p =: 0

(9)

se réduisent à trois seulement, à savoir :

(10)
CTI ==0,

THî = 0,

^S -+- ^ T?T^ -4- . . . — /oCTî == 0.
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Dans ce cas, si p est supérieur à 3, le système admet un élé-
ment caractéristique à p — 3 dimensions.

La réciproque est d'ailleurs évidente, parce qu'alors on peut
s'arranger pour avoir des congruences de la forme

00

0)^ ̂  TiTi TîT»

CO^ S VSiVSs

(1)5 —— TîT^ TTTj
(mod (QI, (Og, .. .,(0^.).

n .̂ ss o

et ron a manifestement ^ == 2.

24. Prenons maintenant le cas où h est supérieur à l'unité, et
soit

t0 ^ ̂  CTI T^a 4- . . . •4- TÏT^—i T^g/f

2 =^^-(12)
a//,CT/TîT/,

(modto,, (02, ...,co,.),

3 EE= ^.^/Â-^/^A-

on a alors forcément p > 2 A, sinon l'équation

(h)2—W^=0,

équivalente à une équation de degré h en 5., admettrait au moins
une racine, ce qui conduirait à une contradiction.

Cela étant, formons la matrice

TO, — T O I CTSA - ̂ î/t-i

• î) ^au'^' ^aâ/?n/ • • • ^^//.-i,^/ ^a^^. ^as/^^.m, ... Vap/Tn,

^^i.^ ^^^ ... ^^-,,,̂  ̂ /^ ^^/^i,/^- ... ^&p,Tn,

Tous les déterminants du troisième degré de cette matrice doi-
vent être nuls et, par suite, tous les déterminants du second
degré de la matrice

^, ^27(4-1, i'^i ... ^a^-T^

^^A-n,/^/ ... ^^m/



- Wï -
En raisonnant comme tout à Pneure, on voit que les éléments

de la deuxième ligne de cette matrice ne peuvent pas être pro-
portionnels à ceux. de la première, sinon il y aurait un covariant
tel que (1)3 — lw[ ne dépendant que de CT,, T^, ..., CL^, et, par
suite, il existerait un coefficient m tel que

((u'3 — Zto^ — m (o'i)74 =2 o fmod o»i, ..., (o^.),

ce qui est contraire à Phypothèse,
II faut donc, comme dans le cas de h = i , que tous les coeffi-

cients
a2^-^-/,2/l-^-y» ^îh+ifth-^-j

soient nuls et, de plus, par une substitution linéaire convenable
effectuée sur les TCT, on peut faire en sorte qu'il n^y ait pas de
termes en ^2/^21 • • • , Tîîp.

Cela étant, les coefficients

^1,2/t-H» ^2,2/t-hlî . - . , ^2//,2A+1

ne sont pas proportionnels aux coefficients

^1,2/l-Mî ^2,2/t4-l? . . . » ^2A,2/l-M»

sinon on retomberait sur la première hypothèse. Supposons, par
exemple, que Fon ait

«1,2A-H ^2,2/1+1— ^2,îh+i ^l,îA-+-l 7e- 0.

Prenons dans la matrice (i 3) le déterminant formé des trois
premières colonnes; dans ce déterminant, le coefficient de
ïïT;TCT2^ est précisément la quantité

^1,2/l-l-ï ^2,2/f-l-l — ^2,2A-»-1 ^1,2/l-t-l ;

il esl donc impossible que ce déterminant soit nul.
Nous voyons donc que, dans le cas où h est supérieur à i , trois

quelconques descovariants o->^, a/,, . .., (Q^ sont liés par une rela-
tion linéaire, autrement dit que le système dérivé est formé de
s — 2 équations.

Nous arrivons donc au théorème suivant :

THÉOKÈME. — Le système dérivé d'un système de Pfcij} de
s équations à variables et de caractère deux est formé de s — ^
équations. I l n^y a qu'une exception, lorsque le système admet

xxix. 18



26(i -

un élément caractéristique à r — s — 3 dimensions; alors le
système dérivé peut contenir s — 3 équations seulement.

23. Cas où le système dérivé est formé de s — 3 équations.
— On a dans ce cas les formules (i i) déjà écriles

Cu « ^S Ti7 \ TJS -^

tt)^ == CTI V!:î

/ \ ' ^-î =z- '^•f'^:} / i \(11) ^ " (mon coi, (03, ..., (o.s).

Si o = r — ^ est égal à 3, i l n 'v a pas d'élément caractéristique
et la formule

/• =-= s -(- Si - — . . . -h .y// -!- /i
montre que l'on a

n =-= i, s i == 2.

L'intégrale générale est à une dimension et dépend de deux
fonctions arbitraires d'un argument. On peut regarder le sys-
tème (11) comme un système de s équations différentielles ordi-
naires à s -j- 2 fonctions inconnues, et l'on peut prendre arbitrai-
rement deux de ces fonctions inconnues.

Si o == / • — s est supérieur à 3, il y a des caractéristiques à
p — 3 dimensions et l'on a

n = p — '2, s^ == :>., s^ == . . .== s,t == o.

Pour avoir les caractéristiques, on cherchera deux intégrales
premières du système qui les détermine et alors, en égalant ces
intégrales premières à des constantes arbitraires, le système
donné deviendra complètement intégrable. Il suffira de l'intégrer
pour avoir par différentialion la dernière intégrale du système
des caractérisliques. Celte méthode exige 5 + 2 opérations
d'ordre

S -J- 3, S -!- '>. ; .<?, S — I . . . . , 5, T ;

elle permet de mettre le système sons la forme

( dz\ — Hi dx-— Vi dy = o,

dz^— Uï dx — v^ dy == o,
^ ) ) <i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[ <7,?.s — 1 1 ^ (ï.r — t\s dy == o.
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et il existe 2 s — i relations entre .r, jr, r.i, . . ., ^, ?< i , . . ., ^,
(',, . . ., Fy. Les équations des caractéristiques s 'obtiennent, par
exemple, en égalant à des constantes .r, y, ^, . . ., ̂  et ^, si ^,
est indépendant des variables précédentes.

Une fois le système mis sous la forme (i5), on est ramené au
cas où p est égal à 3, c'est-à-dire à des équations différentielles
ordinaires.

VII.

LES SYSTÈMES POUR LESQUELS H EST SUPÉRIEUR A / A .
•̂

26. Nous pouvons maintenant nous borner à étudier le cas gé-
néral où le système dérivé est formé de s — 2 équations, que nous
supposerons être

(16) 103 == o»4 = = . . . = = = o^- == o.

Nous allons d'abord démontrer un théorème très important,
qui est d'ailleurs valable dans le cas particulier précédemment
étudié.

THEOREME. — Si l'intégrale générale d'un système de
Pfaff de caractère deux est à n dimensions et si la différence o
du nombre r des variables et-du nombre s des équations
est inférieure à in, le système admet des caractéristiques à
in — p dimensions au moins.

Soit, en effet, E,( un élément intégral non singulier à n dimen-
sions; il n'est contenu dans aucun élément intégral à n -+- i di-
mensions. Prenons un élément linéaire intégral E, non contenu
dans E,/$ le lieu des éléments intégraux en involut ion avec E, est
un élément Hp_2 qui coupe E,< suivant un élément à n — i dimen-
sions au moins; il ne contient d'ailleurs pas E,( tout entier, car
l'élément (E,,, Ei) serait intégral, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse.

Il n'y a donc que deux cas possibles; Hp_2 coupe E,^ suivant
un élément à n—i ou n—2 dimensions.

Si Hp..2 coupe E,, suivant un élément £,,_, à n —- i dimensions,
cet élément intégral £„_< est en involution avec tous les éléments
linéaires contenus dans le plus petit élément E,,+, contenant à la
fois En et F,.
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Si H^ 2 coupe E,/ s u i v a n t un clément (intégral) £,^_2 à ^ — 2

dimensions, par l'élément intégral (e/i-s? E<) il passe au moins un
élément intégral à n dimensions E^ ; cet élément E^ ne peut pas
avoir avec E,, d'autre élément commun que £ / /_2 î E^ étant néces-
sairement contenu dans Hp_a ; par suite, l'élément (E//, E^) est a
/?.•+-// — (/î — 2) == /fc -+- 2 dimensions, soit E,,.̂  et ^-2 est en

involu l ion avec tous les éléments linéaires de E,( et de E^, c'est-
à-dire de E,/.^-

Dans les deu^ cas on trouve donc un élément intégral £„_/
s i tué dans E,, et un élément non intégral E,,̂  contenant E,,, tels
que £„_/ soit en involution avec tous les éléments linéaires de
E//4./Î i a l 'une des valeurs i ou 2.

27. Supposons, d'une manière générale, que cette propriété
a i t lieu pour une certaine valeur de /; si n + i est égal à p, n — i
est égal à a n — p et le théorème est démontré. Si n 4-1 est infé-
rieur à o, je dis que la propriété peut être étendue à une valeur
de i supérieure.

Prenons, en effet, en dehors de En^.i un élément linéaire in-
tégral non singulier E', et l'élément Hp_,, lieu des éléments
linéaires intégraux en involution avec E,. Si Hp_2 a avec £/,_/
un élément commun à n — i — i dimensions, £ / /_ /_<, cet élé-
ment, contenu dans E,,, est en involution avec tous les éléments
linéaires de E,̂ ./ et avec E', et, par suite, avec tous les éléments
linéaires du plus petit élément E,,^^, contenant à la fois En^.i
et E'. Supposons maintenant que Hp_, n'ait en commun avec
£//-< qu 'un élément £,/--/-îî à n — i — 2 dimensions, alors Hp_g
n'aura nécessairement en commun avec E,, qu'un élément H,,_a
a n — a dimensions; de plus, H,/_s nîa en commun avec £,/_/ que
l'élément £/i-i-.2î de sorte que le plus petit élément contenant
H,,_«, et £„_/ est à (n — 2) 4- {n — i) — (n — i — 2) == n dimen-
sions, c'est-à-dire est précisément E,,. Cela étant, par l'élément
intégral (H,,_2, E',) il passe au moins un élément intégral à n di-
mensions E'^, et E'̂  n'a en commun avec En que H,,_2. Je dis que
l'élément (E;,, En^est à n-\- t4- 2 dimensions. Si, en effet, il
n'était qu'à n -h 1-4- i ̂ dimensions, E^ aurait en commun avec
E,^/ un élément à n -4- {n -+- i) — {n + i -t- i) = n — i dimen-
sions, formé par sui te de H,/_2 et d 'un élément linéaire E'[ si tué
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dans ï^/i^.i-i mais non dans E,,. Mais alors E, serait en involution
avec £,̂  (comme situé dans E,/^.() et avec H,/_a (comme taisant
partie avec H,,_2 d'un même élément intégral E^); donc E, serait
en involutîon avec l'élément (e/z+o H/^a)» c^est-à-dire avec E//;
autrement dit ^élément (E,,, E',) à n 4- i dimensions serait
intégral, ce qui est contraire à l'hypothèse faîte sur E,̂ .
Il résulte donc de ce qui précède que Félément (E^, E//+/) est

à n + /•+- a dimensions, soit E,̂ /̂ .2- De plus, £//_/_2 est en invo-
Jution avec tous les éléments linéaires de E,̂  (qui est un élément
intégral contenant s//,./^) et avec tous les éléments linéaires
de E/t+i (puisque s//_/_2 est contenu dans £/^<) ; donc £//_/_2 esl

en involution avec tous les éléments linéaires de E//.^_2-
La propriété supposée pour i est donc vraie, soit pour /+ i,

soit pour î"4- 2.
Il résulte enfin de là que la propriété est vraie pour i= p — //,

c'est-à-dire qu^Y existe au inoins un élément intégral Sa/^-.p (ïn

involution avec tous les éléments linéaires intégraux et par
suite caractéristique.

28. On peut encore énoncer ce théorème sous la forme sui-
vante :

Si un système de caractère deux n7 admet pas de multiplicités
caractéristiques, l'excès p du nombre des variables sur le
nombre des équations est au moins égal au double in de la
dimension de i'intégrale générale.

Nous supposerons dorénavant que les systèmes dont nous
nous occupons n ont pas d7 élément caractéristique^ et que l'on
a par suite

p^27l.

Mil.

LKS SYSTÈMES SVSTATIQLES.

29. Considérons, dans un système sans élément caractéristique,
un élément linéaire intégral non singulier Ei ; si tous les éléments
intégraux à n dimensions qui contiennent E| ont en commun
un élément à deux ou plus de deux dimensions (contenant E, )



— 270 -

le système sera dit syslatique. On voit quelle est la propriété
correspondante des multiplicités intégrales M,, d'un système sy-
statique.

Toutes les intégrales M,, qui passent par un point non sin-
gulier, et ont en ce point une même tangente, ont également
en commun, en ce point, une multiplicité plane tangente à
deux dimensions au moins.

L'hypothèse faite revient encore à la suivante. Dans Pélément
plan Hp^, l ieu des éléments linéaires intégraux en involulion
avec E,, il y a au moins un autre élément linéaire E\ en involution
avec tous les éléments linéaires de Hp^ c'est-à-dire qui soit
caractéristique pour Hp_2-

L'élément s caractéristique de Hp,2 est au plus a deux di-
mensions, car si c'était un élément £3 à trois dimensions, un rai-
sonnemeni identique à celui fait tout à l'heure (n03 26 et 27)
prouverait l'existence d'un élément à trois, deux ou une dimen-
sion e < en involut ion avec tous les éléments linéaires intégraux et
par suite caractéristique, ce qui est contraire à l'hypothèse.

Donc, pour un système systatique, tous les éléments linéaires
intégraux en involut ion avec E, sont également en involution
avec un élément £3 contenant E|, mais ne le sont avec aucun
autre élément situé en dehors de E^.

30. Désignons (dans l'élément Hp, lieu des éléments linéaires
intégraux) par

07) ^1 = VS-î == 0,

les équations de Hp^^, et soient

( I8) TOI = OTa = %i ==...= yp_^ = o,

les équations de l'élément E^ caractéristique pour I L o .
Soient enfin 9, et 0^ deux expressions de Pfaiï'formant avec m < ,

^2? 7j, ..., %ô-î un système de p expressions indépendantes
entre elles et indépendantes de coi, 002, ..., to^.

Si dans (û\ et (o^ l'on in t rodu i t les équations (17), o^ et o).^
doivent se réduire (modcoi, ..., (Q,) à des formes du second degré
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en Y! , ..., 7p-i» de sorte que l'on a

w\ === an T^i 61 -h sciaOTiOâ-l- a^i m ^ O i -h a^TC^Oa —t- aTîTiT^

4- TOiV a/^+rnaV «;-y^+V û^/j//.,
' (19) / ^ "~

1 0)2 == 3nTOi6i-+- PisCTiôs-h Pai^Ol-h (Î22^2^2-+- ̂ i^î

[ ~}~rt5l^Eàbi 7-i "̂  rssî^Eà b'i fl ~^Lbik 7-i / k "
Si, enfin, les équations de E, sont

CTi == rs^ == y^ ==...== y ?_^ == Oa == 0,

les deux expressions

an^i-4- a ^ i m ^ , p i i^ i -r- ^1^2

sont indépendantes, puisque, égalées à zéro, elles doivent donner
Hp_,.

Cela étant, on peut d'abord simplifier les formules (19). Dési-
gnons par (o7, et (o^ ce que deviennent les seconds membres quand
on y annule tous les y; ce sont des expressions différentielles à
quatre variables r s ^ , ^3, 9( , Qa et elles ne se réduisent pas à trois,
parce qu'alors le système admettrai t un élément caractéristique à
une dimension. Déterminons les coefficients u, v de manière que
l'on ait
(•20) (^o/i+PtOg)^ o,

ce qui donne en - une équation du second degré admettant au

moins une racine.
Si l'équation (20) admet deux racines inégales, on peut tou-

jours, par une substitution linéaire sur o)i et (o^, supposer

0/j2 == t0'̂  = 0,

Alors (o^ est réductible à la forme IIi lia, soit

(x/i =(XiOTi4-X2zn2- t - ^lOi-r- ^2Û2)() / iTOi+ X^a-t- ^lOi-t- p.^);

mais les formules (19) montrent que [JL| a', — y-2y-\ est nul, et l'on
peut, par suite, supposée

^1= 1^2=0;

nous pouvons alors prendre ^ ( C T ( 4-^2^2 comme nouvelle expres-
sion CTI et \\ CTI 4- À^T«î2"+- ̂ \ 9i 4- [A^Oa comme nouvelle expres-
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sion 0, (car si ^\ et ̂  étaient nuls, il n'y aurait dans o^ ni terme
en 9< ni terme en (L et a« et o^i seraient nuls). Donc on peut
supposer

0/1 == TOI GI ;

de même
0/3 ==TO20â,

les quatre expressions T^, T^, 9^ O^ étant nécessairement indé-
pendantes.

Finalement, en prenant 0, +^ar/<, ^+V^y^ comme nou-

velles expressions 9i et Os» et changeant un peu les notations, il
vient

f t
^ co, = CTiOi -r- rn^ ar/^-+-^ Clilc^iyjc

{ ' î } ) > (modo)i ,oj2, ...,^.<).
^ CO; ̂  CTS 62 + TOI ̂  ̂  y^ -r-V ̂ . ̂ . y^

Si maintenant l'équation (20) admet une racine double, on peut
supposer que c'est v == o ; de sorte que Pon a

tt)^2 === (0^ CO^ == 0 ;

on peut alors, comité tout à l'heure, mettre o/^ sous la forme

o/i = m i 0 i ,

cl, par suite, comme on a

^1^2 = p a s ^ l O i C T o O a ^ o,

^2 est nul, et l'on a

0/2==TîTi(;3nOi-t-Pi202-l- PnT2)+ P 2 1 C T 2 Û 1 ;

^21 n'est certainement pas nul, sinon 7ù\ et to', ne dépendraient
que des trois expressions CT< , 9 < , B<2924- ^^2. En prenant alors
p a < ^ 2 pour nouvelle expression TH^ et pn 9< + Pi292+ ?^2 pour
nouvelle expression 82, on arrive à

o/^ == TOI Oi ,
o)^ == nyi 0 ^ — çy.,0i
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et, après des modifications évidentes, aux formules

^ TOI == wi Oi -+- rîTâ^ ff/^4-^ ̂ y^k
(2^) < (modtui, ... o).ç).

( (O^ == ^1 Û2 4- W2°l 4- ̂ 2^ &t7J-+-^ bik^i7^

31. Dans les deux cas exprimés par les formules (21) et (22),
les seconds membres où Fon fait rs^=Ts^=o ne peuvent pas
s'exprimer au moyen de moins de p — 4 variables; autrement dit,
les équations

( 2 3 )

entraînent

^ ̂ 'X^^ 0^7^ =•.. ==^ ^p-4./yj== o,

^ ̂ 'X^^ ̂ 7^=.. .=^ ̂ p-^7j= o,

/.i = X2 ==...= /.p-^ = o ;

autrement dit les 2(p — 4) premiers membres des équations (23)
sont liés par p — 4 relations linéaires.

Cela étant, examinons d^abord le premier cas où Pon a les
formules (21). Nous allons prendre un élément linéaire intégral
a rbi traire Ei

TOI CTS _ Zp-'t _ ^i _ ^î^^^ " • • • "T^ -OÎ ~or
et exprimer que pour l'élément Hp^a correspondant il existe un
élément caractéristique à deux dimensions.

Les équations de Hp_s sont

(24)

TÎTÎ 9i — 6? TOI -^ a<7? TîTâ -+- nrS ̂  ̂ Xf-^ ^A-Z//^ = o,

Tn§0î- 0^2—^ ̂ •yj ̂ i+ ̂ î^ ̂ X<—^ ̂ Xaifc:^u,- u^a—^^ /J CTI+ wî ̂  bi^i-Z^ bik7^k ̂  0-

On peut tirer de ces équations & » et Oa en fonction des w et des y y
et en portant alors dans œ, et (1)3 il vient

Tnîd/iEsVar/,? roi W24-(m;TïT2—CT5OTï)VCTr/^4-CTi^^Â7j y^.4-mî^^Â-y^yo

^ ^^o^y^.yj' rsi vs-j — (^ rs.! -- T^ mi )^ 6f y -̂ -r- m^ ̂  ̂ //, // y,;. 4- T^0, ̂  bjf, -/, / /..
C25>

J rrr° ».»' .—= '\^ A . ^ / 0 m. m . _(wt0 w, —- Tn^ nr . ̂  ̂ ' ̂  ̂ /.•—Tn., ^1 /?.•/. -7 •••7 ft -+-TïT°
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On aura les éléments caractéristiques pour Hp^a ^n égalant à
zéro les dérivées partielles des seconds membres des équations (25);
de sorte que ces 2 (p — 2) dérivées partielles doivent se réduire
h p — 4 - ^r si nous prenons les dérivées par rapport aux y, il
vient les 2 (0 — 4) équations suivantes :

t^^l/ ^—-y^U- 7 j^ l—«l (^ÎCT2-~^T!Ti )==( ) ,

ro? j^ a9-^^i——^ ̂ -^r/^0 CTI — Op-4 (CT; CT2 —— ̂ î ̂ 1 ) = 0,r°(26)
^^^ ^"'~'^^11 yJ^+^i (cy57îyâ—w§^i)=o,

1 CTS^^p-»,<7J---^6p-4,^7Jw24-^p-4(î^îw2--•T!yjT3yl)==o.

Diaprés rhjpothèse faite sur le système (â3), ces équations sont
au nombre de p — 4 indépendantes au moins, puisque, si l'on y
lait CTI == CTa == o, elles se réduisent à

%i=X2=---=7.p-»=°î

donc toute relation linéaire entre les premiers membres des
équations (a3) doit avoir lieu entre les premiers membres des
équations correspondantes (26) (divisés par m^ ou vs^)'

Soit, en particulier,

(-^)

x! ̂  «ir/»-+-...+ ^p-^ ̂  «p-4,r^-

+ ^i^^i<X^-+--- - -^- ^p-^^^p^,^/^^ o

une telle relation; on en déduira, pour les équations (26), deux
relations correspondant aux coefficients de TOI et de m^, à savoir :

——(^l^^K'X? +- • •4- ̂ P-*^ ̂ P-^7,0) -+- ^(^lû?! •+-. . .4- Xp-4<ïp-4)

—CTÎ(p.i^i+.. .4- (-lp-^p-4) =0,

— (^i^ ^^'yJ 4-- • •-T-1-1?-^ ^p-*,'/9) — ̂  (^i oîi +...+ ̂ p-4«p-4)
+ CTÎ (^1 6i 4-. . .-+- ;Jlp-4^p-4) == 0,

e^ c^ relations ont lieu quels que soient vs0^ rs^ ^î, ..., y?_^.
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On déduit de là les identités

^ ^1^«1/7J+...-+- Xp_4^«p_4^/./==0,

W) < ^ l l^6 l<X<+•••+ÎAp-4^^p-4,<X<==o»

^lOi-}-. . .4- Xp_4Œp_4 ^=: 0,

^l'^l-h. . .-+- ^p-46p-4 == 0.

Ainsi chaque relation, de la forme (27) entraîne les rela-
tions (29).

Il résulte de là que les p — 4 relations telles que (27) peuvent
être partagées en deux groupes; pour celles du premier groupe,
tous les y. sont nuls, et pour celles du second groupe, tous les \
sont nuls. On peut toujours, comme nous Pavons vu dans le

Chapitre II, mettre l'expression ̂  <^'Ayr/^ sous la forme

^ dik^i^k— 7:1 Xs + 7.3 Xt 4-...-+- 7,a-i /sa,

a pouvant d^ailleurs être nul, et de même

^ bik^i^k = 7/i 7,, 4- ... 4- ̂ -i 7/2? î

alors les relations du premier groupe sont au nombre de p — 4 — 2 a,
celles du second groupe au nombre de p — 4 — 2? e1? par suite,

p — 4 = ( p - 4 - 2 a ) + ( p — 4 — 2 p )
ou

• 2 a 4 - 2 ? = = = p — 4;

il résulte de là que ^5 2 a + 2 P expressions y, y' .ço/i< indépen-
dantes et, en tenant compte de (29), on a

0/1 = T7i0l4- W2 ̂  ^Xt+ 7.1 7.2 +. . . -+- 7.200-1 7.20,

(02=^02+ T!T, ̂  6, ̂  -4- 7;i /s -+- . . . + ̂ _i 7^ ;

endn^ en prenant pour nouvelles expressions ^ 1 ^ / 2 ? • • • ? les
expressions

7.1-+-0f2^2? 7^2 4-01^, ..., /2a—«2a-1^2

et de même pour les y/, et enfin en changeant les notations, il
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vicn L les formules défini lives

/•^\ ( 0/1 ^^I^Î-T- ^3^4-4-.. .— ̂ îh-\^îh
\Jo/ j , (mod (Oj, (02, • •., (•^•),

f ^ == 7 .1X2 -+- 7^ -T--.--%2A-lZ2A- I» 2. . .;,

où les CT et les y^ sont p = aA + 2 À' expressions indépendantes.
De plus, on peut toujours s^arranger pour que les équations

wi = /i = o

soient les équations d'un élément Hp_a arbitraire.

32. Examinons maintenant le second cas où l'on a les for-
mules (22). En raisonnant comme dans le premier cas, on arrive
à la conclusion suivante : Toute relation de la forme (27)

^i J^n-/(-+-.. .4- Xp-t j^p-^/y^
(•^7)

+ î^i ̂  b^r/j +... -i-^p-j, V &p-4^- yj = o

entraîne les relations

^i j^ai,y,4-...-+- (Ap-4 ^ap-4,/^/ = o,

^i«i-T-...4-^p_4ap-4== o,
(3i)

Xia|4-.. .— Xp-^Op-^-h ^I&I-T-. . .-+ ^p-4^p-4 == 0.

Cela étant, supposons que l'on ait

^^•Â^T./. == Xl7,24-.. .-+- 7^20-1 /..2a;

alors la première des équations (3i) montre que l'on a

^i == ^2 =. . .== (JLaa = o,

de sorte que, si l'on considère ces premières équations (3i) elles
sont au nombre de p — 4 — 2 a indépendantes au plus; elles
sont aussi au nombre de aa indépendantes au moins; car sinon,
parmi les équations (27) il y en aurait/?^ de p — 4 — 2 a pour
lesquelles tous les y. seraient nuls, ce qui est impossible, car pour
ces équations on a nécessairement

On voit donc déjà que

û —-» — 2 x ^ 2 x , p — 4 â 4 a .
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H y a plus. Les expressions /aa+i ? • • . ? /p-1 ne pouvant figurer
que dans

^^7^ ^^/Xo ..., ^^p-^/o

ces p — 4 expressions, lorsqu'on y fait

/ l = / 2== - - -==7 ,2a==0 ,

sont an nombre de p — 4 — 2 a indépendantes; par suite, si Fon
ne considère que les p — 4 — 2 a dernières, elles sont au nombre
de ? — 4 — 4 a indépendantes rt^ moins; par suite, dans les équa-
tions (27) il y en a au plus

P — 4 — ^ a — ^ p — 4 — 4a) = ̂ a

indépendantes par rapport aux a, et comme nous avons vu tout à
l'heure qu'il y en avait 2 a indépendantes au moins, il en résulte
que parmi les premières équations (3i) il y en a exactement
2 a indépe nda n tes.

Les aa équations (a^) d'où elles résultent peuvent alors être
supposées de la forme

^^âon-l,//./ == 7,i»

^,^2a+2,//,/ = /,2»

^^a,/ /J=/.2a.

Si l'on forme alors

/.' /.^^-i + • • • + /2a/,'Kx-

et qu'on retranche cette expression de to!,, on obtient une expres-
sion ne dépendant plus que de y,, y^a; y^a+o • • - , y,p-^î et, en
changeant au besoin y^a+i, • • • ? y^a» on peut faire en sorte que
l'on ait

1 ^ i — W i O i -+-CT2^rt/ / /-1-/ | /2 -^-...-L-y.^_(y^,

i o^ =3=roiO;i4-TïT;sOi -^-^ ^^7./'-î-/.i/.2a-M-+-.. -+- /."a /.'»a

\ -l- /,'»a-»-i /'»a^2 'r- • • • —/o-6 /.o-<*
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De plus, les relalions (31) montrent que Pon a

^2a+i == ^2a4-2 = . . . = <74a = or4a-t-i = . . .== Op-^ == o,
^2-^- ^2a+i = Oi-i- ^2a+2 ==. ..=a2o(4- ^4a-i == — ^2a-i-+- ^4a = o;

mais en changeant convenablement ̂ , y^, .. ., y^ on peut faire
en sorte que

^2a+i == . . . = = = &4a == o

(il suffit de prendre /j 4-&2a+^2, - • . , 7,2 a-h-&, a ̂ 2 pour nou-
velles expressions r^); alors on voit que tous les a deviennent
nuls; en changeant ensuite 7,20+1 î • • • , 7p-^ on peut annuler tous
les &, de sorte que, finalement et en changeant les notations, on
arrive aux formules réduites suivantes :

1 {ù\ == CTI Tn^ -+- . . . -+- 7n2/,_i TST^/f,

(32) J to2=^l/l-^-CT2y.2-^-...-^-OT2/^2^-^•Ole2-+-...-r-Ou-l02^

( (mod œi, ..., c^),

et Pon voit que Pon peut toujours supposer que les équations
CT! == ÎC2 == 0

représentent Pélément Hp^a-

33. En résumé, si le système donné de caractère deux, sans
élément caractéristique y est systatique, on se trouve dans
l'un des deux cas suivants : ou bien on a

C\ \ ^ atl ^^l^s4-- • '-^^îh-\^îh(30) ( ^-x.y.^..-^-./.u. ("•0(IM"^' ••• ' t 0 . ' -) '
ou bien on a

( W\ = OTI TU.2 -r- . . . 4- T^-l ̂ 2/n

(3-2) < tO^ ^TÎT,^ i -h . . .+W2AX2/ / -+-Oi02-4- . . . -+ -Oâ / , - i02A-

(mod 0)1, .. ., o),.).

La réciproque est vraie et je ne m'arrête pas à la démontrer.

34. Vojons maintenant quelles sont, dans chacun de ces deux
cas, les valeurs des entiers n^ s^ 52, . . ., .?„.

Prenons d'abord le premier cas (form. 3o). Nous pouvons tou-
jours supposer

h <_ k.

Alors, étant donné un élément linéaire intégral E|, le l ieu des
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éléments intégraux en involution avec E) est un élément Hp_2,
dont les équations peuvent être supposées

^i == 7,1 = o.

Les conditions pour que deux éléments de Hp_a soient en in-
volution sont alors fournies par les deux covariants

to, === ̂ 3^4-. . .-+• rs.î/t-iTH.i/t,

^'2 == 7.3 /,i -+-...-+- /^A-I y,2/,.

Si A est égal à i, le lieu des éléments de Hp_2 en involu-
tion avec un élément linéaire arbitraire de Hp_2 est un élément
à ? — 3 dimensions, et l'on a, par suite,

s.î == i ;

si, au contraire, h est supérieur à i, ce lieu est à p — f\ dimen-
sions Hp_4, ce qui donne

Sî = 2;

en continuant de proche en proche, on voit qu'on a

Si == Sî = . . . = S/t = '2 ; 5/^-n ===...= S/, *= l ( Si À- > A),

et la formule
p == 5i-}-^-t-...-+-5/t-+- n

nous donne ici
2 /< 4- 2 A- = h -+- ^ -+- n,

c'est-à-dire
(33) ^=/ i4-Â, p==2^.

Do fie on se trouve dans le cas où le nombre p est égal à in,
les h premiers caractères sont égaux à 2, les suivants jus-
quau k16"16 sont égaux à l7 unité

n == h 4- A-, si =...=== SA = 2, ^-+-i ==...== ̂  == i, 5/,-4-i =...== Su = o.

Prenons maintenant le second cas, caractérisé par les for-
mules (3a); À- étant un entier positif ou nul. On peut supposer
que les équations de Hp^a sont

^1 = /2 == 0,

de sorte que, pour les éléments situés dans Hp^a? on a

(»/̂  == TnjCT^-l-. . .-h rSîh-\'^îhî

10^ == ^^3-4-. ..+T;T2/,/^//-1- OlO^. . .-'-O^/.-iO.^;
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on est ramené a des formules analogues, mais où h est diminué
d'une unité. Si h est égal à i, on a

5i == 9., 52 ==...== 5^4-1 == 1 ;

si, au contraire, h est supérieur a 2, s^ est égal à 2. D\ine ma-
nière générale, on voit que Fon a

^i == A'2 ==...== 5/( == 9., 5/^i ==...=-: .<î^_^, == l y ^-(-/.-(-i ==;...== S,t == 0,

et la formule
p = ̂  -i-. . . -4-5,, 4- /t

donne ici
4 A -r- a A- == 9. A 4- À — /t

ou

( 3 1 ) fl = 2 h -r- />', p == 9.^.

On arrive donc au résultat suivant :

THÉORÈME. — * '̂ M/I système de Pfaff de caractère deux,
^admettant aucun élément caractéristique, est systatique,
^ excès p du nombre des variables sur le nombre des équa-
tions du système est égal au double in de la dimension de
V intégrale générale.

La réciproque est d^ailleurs vraie, car, si p est égal à 2/1, Isolé-
ment Hp_a admet un élément, caractéristique pour Hp^si à

'in — (p — 2 ) = ^

dimensions au moins, et le système est svstalique.

IX.

LES SYSTEMES SINGULIERS DE CABACTÉRE tIeilX.

3S. En général, si les coefficients des équations d\in système
de caractèrn deux ne sont pas particuliers, on a

Si == Sî ==...= Sn-\ = 2;

quant à s,^ il est égal à zéro, un ou deux, suivant le reste de la
division de p par 3

Sn =-o si p =-= 'î/i — 9,

-^fi =i si p == 3 /i — i,
A'// =9 ^i 0 = '.l // ;
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n se trouve être ainsi le quotient à une unité près par excès de la
division de p par 3.

Nous dirons qu'un système de caractère deux est singulier
si Savant-dernier caractère est plus petit que deux. D'une
manière générale, si nous désignons par h le nombre des
caractères égaux à deux, ce nombre h est au plus égal
à n — s, si le système est singulier.

Nous ne nous occuperons plus maintenant que des systèmes
singuliers sans caractéristiques.

Remarquons que, pour tout système singulier de caractère deux
sans caractéristique, n est au moins égal à 3 et, par suite, o est
au moins égal à 6.

Recherchons d'abord quels sont les systèmes systatiques singu-
liers. Si un système systatique n'est pas singulier, on a l'une des
trois hypothèses

p = = 3 / i — 2 , 3 / i — ï ou 3/i.

Comme d'autre par t? est égal à 2/1, cela n'est possible que
si n est égal à 2, et dans ce cas d'ailleurs le système n'est certai-
nement pas singulier.

Donc tous les systèmes systatiques sont singuliers pour n au
moins égal à 3.

En nous reportant aux formules (3o) et (3'2), on voit que l ' u n
des covariants uw\ 4- v^ est de genre h (w\ avec les nota-
lions adoptées). On peut remarquer de plus que l'un des colo-
riants M(I//+ ^0/3 est de genre au moins égal à h 4- a ; il suff i t
de considérer u\ 4- o^ dans la formule (3o), o^ dans la formule (3ï) :
dans les deux cas le genre est n.

Ce sont ces propriétés que nous allons étendre aux systèmes
singuliers non systatiques.

36. Faisons d'abord une remarque générale. Considérons un
système non systatique, sans élément caractéristique, et prenons
Félément Hp_a lieu des éléments intégraux en involution avec un
élément linéaire intégral arbitraire E,. Soient

J3^ == J3.j^ ~=. o

les équations de Hp_2 et soient

ml — ̂  -= y i - . . . — yp_^ — o
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celles de Ei ; soit enfin 9 une expression de Pfaff indépendante
de HT, , ma, y, , .. ., ^p_3 (et de (Oi, .. ., a),). On verra facilement
par un raisonnement déjà fait que l'on peut écrire

(35)

(QI =sTîTi94-CTi ^^/.(-+-^2^a;^-}-Va^y/y^

^2 =: ̂ 2 ô -+- CTI J^ 6, yj 4- ^2 V 6;. y / -r- V bu, ̂  ̂ /,

(mod ù)i, ..., œ^).

Nous désignerons par (o^, 0)3 les seconds membres de ces con-
gruences où l'on a fait m< == rs^ === o. Les équations

(0', == tri.» === 0

déterminent les éléments intégraux situés dans Hp_2 î p^ hjp0-
thèse, ces deux covariants (û\, co^ ne peuvent pas s'exprimer au
moyen de p — 4 seulement des expressions y. On peut encore les
regarder comme définissant un système d^éléments intégraux
dans un élément plan à p — 3 dimensions, avec

h' = h — i , n! == n — i ;

c'est donc encore un système singulier d^élémenis intégraux.

37. Cela étant, considérons d^abord le cas où le seul carac-
tère ^i est égal à 2, p étant au moins égal à 6. Alors en appli-
quant les formules (35), les covariants co^, (o^ définissent un
système pour lequel h est nul; donc (o^, par exemple, est iden-
tiquement nul. De plus, le genre de <o^ est au moins égal à a
(sans quoi p — 3 serait au plus égal à 2); par suite, le genre de (o^
est au moins égal à 3.

Si maintenant le genre de (o^ n'était pas égala i , il serait mani-
iestement égal à 2, et tout covariant u^\ -\- vw\ voisin de c»/,
serait de genre au moins égal à 3. Par suite, tout élément Hp_2
voisin de Hp_a ne pouvant diminuer que de deux unités au plus
le genre d'un quelconque des covariants u^\ 4- (^to^, diminuerait
nécessairement de deux unités le genre de (o^. Mais si alors, ce
qu'on peut toujours supposer, on a

to, == roi 6 4-Tn2y,i (modtoi, ..., œ^)

les deux équations de Hp_s ne devraient dépendre que de T^, T^,
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9, y< (mod (Oi, ..., co^); par suite, co', ^<? pourrait contenir que
v5\, CTa, 0, y< (1 ) et l'on aurait p == 4» contrairement à l'hypothèse.

Il résulte donc de là que le covariant a), est de genre i , le
covariant co^ étant de genre au moins égal à 3.

38. Nous allons maintenant démontrer le théorème général
suivant :

THÉORÈME. — Si un système singulier de caractère deux, sans
élément caractéristique, possède h caractères et h seulement
égaux à a {h^n — 2), V un des coloriants u^\ -+- ^^7 soit (o^,
est de genre A, tandis que pour des valeurs arbitraires de u
et de v ce genre est au moins égal à h 4- 2.

Ce théorème est vrai pour les systèmes syslatiques, d'après
une remarque faite plus haut. 11 est vrai aussi pour les systèmes
non syslatiques, lorsque h est égal à i. Supposons-le vrai pour
une certaine valeur de h et démontrons-le pour la valeur sui-
vante h -4- i.

Conservons aux formules (35) leur signification de tout à
rheure; nous supposons, par hypothèse, que o/^ est de genre h
et que (o^,, par exemple, est de genre au moins égal à h -j- 2. Il
résulte déjà de là que 0)3 est de genre au moins égal à h -+- 3, ce
qui démontre la dernière partie du théorème.

D'autre part, (o\ est de genre au moins égal à h -(- i. Si co^ était
de genre h -+- 2, ts)\ 4- ^(1)3 étant au moins de genre h + 3 pour
des valeurs suffisamment petites de v et tout élément Hp_a suffi-
samment voisin de Hp^a devant réduire à A le genre de l 'un des
covariants (o^ -+- v^j il en résulte que, pour un élément Hp__2 ar-
bitraire, c'est le genre de (û\ qui doit être réduit à h. Mais, d'après
un raisonnement déjà fait pour h === i , il en résulterait que p
serait égal à 2À-1-4? ce qui est incompatible avec l'hypothèse
faite sur le genre de 0)3.

Le théorème est donc démontré dans toute sa généralité.
On peut ajouter qu'(7 n^y a pas de covariant u^\ + ^co^ dont

le genre k soit inférieur à A, parce qu'alors, pour l'élément Hp^s

( 1 ) Au covariant to^ correspond une des équations de H 3 et cette équation, si
H ; est arbitraire, contient nécessairement toutes les variables dont dépend o>^.
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lieu des éléments intégraux en involution avec un élément linéaire
intégral arbitraire Ei, le genre du covariant serait au plus k—i;
pour le lieu des éléments en involution avec un élément intégral
arbitraire Eg, il serait au plus égal à k — 2 et ainsi de suite, de
sorte qu'au bout de k opérations il serait nul et l'on aurait

5/.-4-1 == î,

ce qui est impossible.
Cette remarque est d'ailleurs valable, que le système soit sin-

gulier ou non.
X.

DÉTERMINATION DES CARACTERES D'UN SYSTÈME SINGULIER.

39. Voici d^abord comment on peut procéder pour reconnaître
si un système donné, n'admettant pas d'élément caractéristique,
est singulier ou non.

On déterminera le genre minimum A: du covariant uw\ -4- ^o)y,
en recherchant successivement si l'un de ces covariants est de
genre i, 2, .... Pour exprimer que uw\ + ̂ co^ est de genre i,

(ufcù'i -4- t^)2-^ o (mod (DI, 0)2, ..., (o,),

il v a, par exemple, à écrire que les coefficients de tous les termes

rn^vs^TSiVSj (i',y = 3, ..., p)

sont nuls (en supposant que le terme en ^1^2 de u^\-\- ^co^ ne

soit pas nul), ce qui fait -9——-)—9——- équations du second degré

en v ; ces équations devront avoir une racine commune si k est

égal à i ; ce qui donne

(p>-9.)(p-3) _ ^ ̂  (p- i ) (p-4)
'). i

équation de condition entre les coefficients de io\ et (o^. De même
DOU r exprimer que A" est égal à 2, il y a

(p-3) (p-6)
2

équation de condition, et ainsi de suite.
Une fois l'entier À- trouvé, trois cas peuvent se présenter :

i ° o 1̂  3 /> 4- i ; alors le système n'est certainement pas singulier,
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car, s'il l'était, k serait égal à A, n serait au inoins égal à À 4- ^
et p serait au moins égal à 2 A -h- ^, c'est-à-dire à 3 k + 2 ;

2° p ̂  3<r 4- 3 ; alors le système est certainement singulier, car,
s'il ne l'était pas, h serait au plus égal à À', et n au plus égal à A-h i,
de sorte que p serait au plus égal à ïk 4- 2 ;

3° p = = 3 Â - - h 2 ; dans ce cas le système peut être singulier,
mais il peut aussi ne pas Fêtre ; mais, dans tous les cas, h est égal
à A-, sinon p serait au plus égal à 3 k — i . Nous verrons plus loin
comment on dislingue les deux cas l'un de l'autre.

40. La question qui se pose maintenant est la suivante :
Le système étant singulier et connaissant la valeur de k (c'est-

à-dire de A), trouver la valeur de l'entier n. Il est clair que, si l'on
connaît /i, on en déduira les valeurs de tous les caractères; si, en
effet, il y a / caractères égaux à l'unité, on aura

p == îh -4- / -4- n,
c'est-à-dire

/ == p — 'î. h — n.

Plus généralement, supposons que nous ayons un système pour
lequel on connaît Rentier k et tel que p soit au moins égal à 3 A ;
alors on voit facilement que A est ici égal à k. Cherchons la valeur
de /i.

Nous supposerons que le covariant (o, de genre h puisseVex-
primer au moyen des 2 A expressions CT<, ^2, . . . ,^2^ indépen-
dantes entre elles (et indépendantes de co,, ..., to,). Considérons
alors (o^ et supposons qu'en y faisant TO< ===.. .==^2^== o, le genre
de (Og se réduise à [3, de sorte que (o^ peut alors s'exprimer au
moyen de 2^ expressions ^i, ys< • • • 5 7,2p indépendantes de xs^ ...,
^îh (P pouvant d'ailleurs être nul). Enfin il se peut que p soit
supérieur à 2 A -+- 2 P, soit

p = ' 2 A 4 - % P - h a ;

nous désignerons alors par Q|, 9a, ..., 9a, a nouvelles expressions
indépendantes des précédentes. Le co variant 0/3 se présente alors
sous la forme

°>2 ==^, bijVSiVfj-^^^ C/yCT(-ey4-V dij^i-fj^- 7,1/2-t-. • • -+- /S^-l /.2?.

On peut maintenant s'arranger de manière que tous les c / i /
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soient nuls en ajoutant à chacune des expressions y une combi-
naison linéaire convenable des CT. De plus, les a coefficients de
6 4 , 82, ..., 8a sont nécessairement des formes linéaires indépen-
dantes de n y < , Tïïa, .. ., TOSÂÎ sinon ù)^ ne dépendrait des 9 que par
rintermédiaire de moins de a formes indépendantes et il y aurait
des éléments caractéristiques. On peut donc supposer que les
coefficients de 9 < , ..., 6a ^"l précisément m<, ..., OTa. Enfin on
peut supposer également que dans les coefficients bij les indices /
et j ne prennent que les valeurs a-t-i, ..., ih (en ajoutant à
chaque 8 une combinaison linéaire convenable des nï).

Finalement nous arrivons aux formules suivantes :

1.....2A
, yi

to. = y € 2 , / V ! , r v ,^ Cr/yTCT/TîT/,

/,/

(36) / a+i, . . . .2/<

Idjg ̂  ^ ^/y TîT/Tîyy -+- CTI 61 -I-. . . -+- Wa^a

+ 7:1X2 -4-...-+- X2?-lX2^

Les entiers a et [3 se trouvent immédiatement une fois qu^on
connaît k $ par suite, la réduction (36) est toujours facile à effectuer.

Ces entiers a et jî satisfont d^ailleurs aux inégalités

(37)
a^2/i,

a-h^A,

la dernière résultant de l'hjpothèse d'après laquelle p est au moins
égal à 3 A.

41. Avant de passer à la détermination du nombre /z, nous
ferons la remarque suivante : Pour tout élément annulant tû\,
les ih expressions OTI, ..., OT^ doivent être liées par au. moins
h relations; autrement dit, tout élément annulant to, est au plus
à p — h dimensions. De plus, si l'on considère h quelconques
(ou un moindre nombre) des expressions rs^ ..., TS^AI ces h ex-
pressions j'este nt indépendantes pour un élément arbitraire Ep_^
annulant o-)^. C^est une proposition que je laisse au lecteur le
soin de démontrer.

Cela étant, considérons d'abord le cas où a est inférieur à A.
Il est clair que tout élément intégral E,, est contenu dans l'un des



— 287 —

éléments Ep_A qui annulent (o,. Cherchons d'abord la dimension
maxima des éléments intégraux contenus dans un élément Ep^
arbitraire.

On peut d'abord, d'après la remarque faite plus haut, supposer
que les a << h expressions CT( , ^2, •.., ̂ a sont indépendantes pour
l'élément considéré Ep_^/de sorte que cet élément sera, par
exemple, défini en se donnant d'une manière convenable n^+n • • • ?
TH^A en fonctions linéaires deCTi,^, ...,TS^. En substituant dans a/y,
on obtient une expression de la forme suivante :

a-î-l....,A

( 38 ) ^ = V P/y^/^y -+- CTI 9i •+-. •. + ̂ a -+- Xi Xt -4- • • • -+- XîP-i Xîp»
^/

où 9^ se déduit de 9/ par addition d'une combinaison linéaire con-
venable de TOI , ..., CTA- Soit alors <r le genre de l'expression

a-H,...,A

J^ P/yCT/roy;

on peut remarquer que rentier <r satisfait à l'inégalité

. A — a
(39) ^-7"

et aussi, en vertu de la deuxième inégalité (3^), à

(40) ^P-

Cela étant, le genre de o/, est égal à <r + a-h j3, de sorte qu'il
faut au moins <r -h a + (3 relations entre les m, les 9 et les r^ pour
annuler (o^. Finalement la dimension maxima des éléments inté-
graux contenus dans Ep_A est égale à

( 41 ) p—A- ( (T4 -a -hp )= / i 4 -P—(T .

Je dis maintenant que ce nombre h -+- [3 — o- est précisément
égal à n. Remarquons, en effet, que pour un élément intégral
arbitraire EA+R-O, contenu dans l'élément arbitraire Ep.A? les
h expressions CT,, ^2, ..., CTÀ sont indépendantes, car le nombre
a-h 2cr de celles de ces expressions dont dépend 0)3 est au plus
égal au genre a + p -4- ^ de G)^, à cause de (4o)- P311 suite, pour
l'élément intégral EA+p-ffles 2 A expressions c^, ..., CT^ sont liées
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dit, E^p_<y est contenu dans un^seul élément Ep_A. Par suite,
si n était supérieur à h + p — T, par l'élément intégral E^p^ç
passerait au moins un élément intégral E/,, et cet élément devrait
être contenu dans un élément à p — h dimensions annulant b)\ et
qui ne pourrait être, par suite, que l'élément donné Ep^- Or,
par hypothèse, cet élément Ep_^ ne contient pas d'élément inté-
gral à plus de h 4- [ï — o" dimensions. On a donc nécessairement

(42) ,1 = / / - + - P — — J ,

avec les inégalités

(43) [â^^^s^p+A

résultant de (39) et (4°)-
On a de plus le théorème :

Tout élément intégral E,; est contenu dans un et un seul
des éléments Ep.^ obtenus en annulant le covariant o)^, et réci-
proquement chacun de ces éléments Ep_^ contient une infinité
dî éléments intégraux E/^ obtenus au moyen du covariant (x^,
réduit en tenant compte des relations qui définissent Ep_^-

Enfin, la relation fondamentale

p = s i -+- Sv -+-... -4- Su -4- n

donne les valeurs suivantes des caractères

/ Si ==...== Sft == 2,

( 44 ) < s/^ =.. . -= A'^p+ç == i,
( ^a+p-t-ç-^i ==...== s /t+^-y == o,

ce qui exige encore les inégalités

(45) ( T ^ A - a — p , n^a+ap.

42. Considérons maintenant le cas où a est supérieur ou égal
à h. Le raisonnement est tout à fait analogue. Si l'on considère
un élément arbitraire Ep_^ annulant co',, on peut supposer que,
pour cet élément, les h expressions TÎT|, HL}, . . . » rs^ sont indépen-
dantes. En portant alors dans 0)3 les valeurs de TOA+I, ..., t^, il
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m; == THi 6', — . . . + CT/,6;, 4- ^i 7^2 4- . . . — 7,2p-i 7^?'

où 9^ se déduit de 9/ par addition d'une combinaison linéaire con-
venable de 9^4-1 ? . .., 9a, CTI , . . ., TO^. Le genre de (o, est alors
égal à II 4- [î, de sorte que tout élément intégral contenu dans
Ep_^ est obtenu par h + ? relations au moins entre n^, ..., CT/,,
^ i î • "^ ^AÎ 7j ' • • "i 7,2p- ^a dimension maxima des éléments inté-
graux contenus dans Ep_^ est alors

p - A - ( A - r - P ) ==a4-3,

et l'on démontre, comme dans le premier cas, que ce nombre repré-
sente la valeur de n. Le théorème énoncé dans ce premier cas est
encore valable ici, et l'on a facilement les égalités

(46) / i==a+P,

(47) Si ==...== s/t= î, s/^i =-=...== 5/^p == i, 5^-1-^4-1 =...== 5p^a=°-

43. Ces résultats nous permettent de décider, dans le cas resté
douteux où l'on a

p == 3 h 4- -2

si le système est singulier ou non. Si d'abord a est inférieur à A,
l'égalité

(48) a 4 - 2 ? = = Â 4 - - 2

OU
^--a=<2(p--0

donne pour y les inégalités

^P-l, ^-•2;

il n'y a donc pour T que les deux valeurs possibles j3 — 2 et p — i ;
à la première correspond pour n la valeur h 4- 2, à la seconde la
valeur h + i. Pour que le système soit singulier, il faut donc que
a- soit égal à p — a, ce qui exige d'ailleurs p ̂  2.

Si, au contraire, a est supérieur ou égal à A, on doit avoir
n == h + 2, c'est-à-dire

a 4- P = h 4- 2,

ce qui, joint à (48)5 donne pour (3 la valeur zéro. Il faut donc et
il suffit que (3 soit nul.
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Enfin remarquons, comme vérification, que si l'on a

a = o, CT == o
ou

a = ih.
on obtient

p == 2/2,

ce qui concorde avec les résultats trouvés directement pour les
systèmes systatiques.

CHAPITRE IV.
INTÉGRATION DES SYSTÈMES SINGULIERS DE CARACTÈRE dêUX.

XI.

LES SYSTÈMES SINGULIERS POUR LESQUELS LE SYSTEME DÉRIVÉ
N'EST PAS COMPLETEMENT INTÉGRABLE.

44. Dans l'étude des systèmes de caractère un^ nous avons
trouvé deux cas essentiellement distincts : celui où le système
dérivé était complètement intégrable et celui où il ne l'était pas.
Celte distinction se présente ici aussi pour les systèmes de carac-
tère deux^ singuliers ou non. Mais comme notre but n'est d'étu-
dier l'intégration que des systèmes singuliers sans élément carac-
téristique, nous nous bornerons à ceux-là.

Supposons donc d^abord que le système dérivé ne soit pas
complètement inlégrable. Si

(i) 0)3 ==...=== o, = o

sont les équations du système dérivé et si CTI, ^03, . . . 5 ^p consti-
tuent avec (Oi, ..., (o, un système de r expressions de Pfaff indé-
pendantes, on peut réduire w\ et co'g à des expressions du second
degré en n^, ..., nr? (mod 0)1, ..., (Oy).

Enfin, d'après les résultats du Chapitre précédent, on peut
supposer que (o^ est de genre h, en conservant toujours à cet en-
tier sa même signification, et que co^ est au moins de genre h 4- 2.

Cela étant, on aura des congruences de la forme suivante :

W

l (03 E= 0)1^34-00263

^ ................. (mod 0)3, ..., ti)^),
( a .̂ == (Oiy^4- (^2^
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où les y et les 9 désignent des combinaisons linéaires de rs^ ....
CTp, t0^ , (Oa*

Si nous dérivons les deiix membres de la première des con-
gruences(2), nous obtenons

^iXî-^^ôs—^r/.a —^203 ^°î (mod ^3, . . . ,t^; tx)^ • • • » ^ )

et, a fortiori,

(3) ^'iX3"4" ̂ î^^ o (mod 0)1, 0)2, • • . . ^)-

Cela étant, d'abord 73 et 83 ne peuvent pas être indépendantes
entre elles et indépendantes de 0)1, (02 \ car^ s'il en était ainsi, on
aurait en particulier (n° 14)

^a^Xs^ 0 (mod oji, 00.2, . . ., (o^.),

ce qui exigerait

(jOg3 ̂  o (mod toi, co^, ..., (ï^)î

le genre de co^ serait donc au plus égal à 2, ce qui est contraire à
rhjpothèse d'après laquelle ce genre est au moins égal à h + 2.

Si maintenant il y a une relation et une seule entre y 3, 83^ o)i,
(1)2, soit

63== /^3 (modoj i , 0^2),

la congruence (3) entraîne

(tù\ 4- ^cog )2 == o (mod 0)1, (1)2, ..., œ,);

l'un au moins des covariants uw\ + ̂ (o^ est donc de genre i;
donc on a nécessairement

A= i ;

d'ailleurs ce covariant ne peut être que (x)^ car si un covariant
différent de 10, était aussi de genre i, p serait au plus égal à 4 et
le système ne serait pas singulier. Donc la deuxième hypothèse
considérée exige

h== î , ^ = = o ;
autrement dit 83 dépend linéairement de 0)1 et coa et on voit faci-
lement qu^on peut le supposer nul en changeant au besoin ^3.
Quant à y3, c'est une combinaison linéaire de coa et des deux
expressions CT au moyen desquelles peut s'exprimer (o^.

Enfin, supposons que ^3 et 83 dépendent tous les deux de (Oi
et (Oa et qu'il en soit de même pour y^, 84, ..., y,, 8j. Pour que
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le système dérivé ne soit pas complètement inlégrable, il faut que
l'un des covariants, par exemple 0)3, soit de la forme

0)3 — / oi 0)2 (mod 0)3, ..., o).ç);

mais alors le système adjoint du système dérivé serait précisé-
ment le système donné, et ce système n'est pas complètement
intégrable.

4o. Nous arrivons donc au théorème suivant :

THÉORÈME. — Si un système singulier de caractère deux, et
sans élément caractéristique, admet un système dérivé non
complètement intégrable, le deuxième caractère s^ est infé-
rieur à deux et l^un des covariants^ par exemple 0/1, est ré-
ductible à la forme T^ CT^. De plus, on a des formules telles que

^3 ̂  ^r/3
(4 ) (mod 0)3, . . . . o).,.),

^ =- ^i ̂

les y^ dépendant linéairement de Tn,, CT^, co^.

On peut ajouter que les équations du système adjoint du sys-
tème dérivé n'entraînent pas l'équation

^ C02=0 ,

car sinon 1 on aurait

t»)', E^ o (mod toi, u)2, ..., o .̂, CTI, Wî)»

ce qui exigerait

to?==o (mod oi, to2, ..., œj),

contrairement à l'hypothèse, le genre de <o', étant au moins égal
à 3.

Par suite, on peut toujours choisir 7n<, vs^ de manière que
'/s? • • "> ' { s ̂  dépendent que de T^ et rs^.

46. Cela étant, remarquons que le système dérivé ( i) du sys-
tème donné est aussi le système dérivé du système

( 5 ) o)i = 0)3 = . . .== œ.ç = o,

et ce dernier système est de caractère un. 11 en résulte (n° 20)
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que le covariant o)^ est de genre i (mod o)<, 0)3, ..., o)j), sinon
le système dérivé serait complètement intégrable.

On a donc encore une congruence de la forme

(6) 0)^=5^17^ (mod (QI, 0)3, . . . , o^.);

il suffit, pour cela, conformément d'ailleurs à ce qui a été fait
plus haut, de choisir CTI et 0^2 de manière que le système adjoint
du système (5) soit

(7) 0)i == 0)3 = . .== 0).ç== CTI = CTg = 0.1

47. Finalement, si un système de Pfajf singulier de carac-
tère deux, sans élément caractéristique^ a un système dérivé
non complètement intégrable, on peut trouver s -— \ équations
du système formant un sous système de caractère un et ad-
mettant des caractéristiques à r — s — i dimensions.

De plus, d'après les résultats du Chapitre III, tout élément inté-
gral du système donné est situé dans un élément intégral arbitraire
du sous-système. Par suite, pour avoir l'intégrale générale du
système donné, on prendra une multiplicité intégrale arbitraire
M^_j du sous-système

(5) 0)i == OJ3 == . . . ==0).ç == 0,

et l'on cherchera les multiplicités intégrales de l'équation

0)3 -= 0

contenues dans M^. Ces multiplicités M^_, dépendent d'une fonc-
tion arbitraire d^un argument et sont engendrées par des caracté-
ristiques à r — s — i dimensions données parles équations com-
plèlemënt^intégrables

(7) t0i —= Ct»3 = = . . . = - = to,. == TOI == VS^ == 0.

48. On peut préciser davantage les propriétés des multiplicités
intégrales. Une discussion facile montre que trois cas peuvent se
présenter relativement à la forme de 0)3 ; ils sont caractérisés par
les formules suivantes :

(l/j == TîTi TCT» ( mod (DI , (03, . . . , (Uy ̂

(0 2 == ^3^4 -+-...-+- ^•î/i-l'^în { mod (»Ji, COg, (1)3, . . ., TSTç),

to^ == TOI TïT.2 ( mod (t»i , 0)3, ..., co.,. ),
(0^ := TOiTO^-t- TiT^.I-^- W-i^G "+' • • • "T" ^â/f—l ̂ iu { mod («)|, 0)3, .... 0),,. )
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et

(10) ( ^'i^^11572 (modcoi,(03, . . . , io,),
( 0^2 = ^1^3 + ^^5+•••-(-^2rt^2//4-l (lïiod (Oi, 0)2, . . . , CO.ç).

Dans les trois cas, n désigne la dimension maxima de l'inté-
grale générale.

Dans le premier cas, la recherche des multiplicités intégrales
contenues dans une multiplicité Mr^s exige l'intégration d'une
équation de Pfaffqui admet des caractéristiques à une dimension

0)2 = CTg •== HT4 ==...= rs^n •==. 0 ;

dans le second cas, il en est de même; seulement, si la relation
entre n^ et ^3 qui caractérise Mr^s est

7^2 == CITS^ )

les caractéristiques à une dimension de l'équation de Pfaf fqui
reste à intégrer sont

(Dg == VS^ == TH^, -{- d XS^ == VS^ ==...== VS^n == 0 ;

enfin, dans le troisième cas, Féquation de Pfaffà intégrer n'admet
plus de caractéristique.

Les deux premiers cas correspondent à des sjstèmes systatiques

Sl=2 , 5s=. . .= ^-i= I , Sn-==0;

le troisième, à un sjstème non systatique

^4 == 2, ^2 = . . . = S,i-i = Sn = 1.

49. Nous arrivons maintenant à une notion nouvelle : celle de
caractéristiques d'une nouvelle nature, que nous désignerons
sous le nom de caractéristiques de Monge pour les distinguer
des caractéristiques considérées jusqu'à présent et que nous
appellerons dorénavant caractéristiques de Cauchy. Ces der-
nières engendrent les multiplicités intégrales à n dimensions, et
par chaque point de l'espace il en passe une, et une seule, de
sorte que toutes les multiplicités intégrales M,, qui passent par
un point donné .ont en commun la caractéristique issue de ce
point. La première propriété seule, d'être des génératrices
pour les multiplicités intégrales y se conserve pour les caracté-
ristiques de Monge.
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Considérons une quelconqae des multiplicités intégrales de
Pun des systèmes dont nous nous occupons.

L'équation de Pfaff
(n) C T I = O

est pour cette intégrale une équation aux différentielles totales
par rapport aux n variables indépendantes choisies ; mais on est
sûr d'avance qu'elle entraîne les équations

a», == 0)2 = ... == co< -= CTg = o ;

or, le système

(7) coi == a>3 ==...= co A. == CTI == ^2 = o

est déjà par lui-même complètement intégrable quand les /• va-
riables primitives sont regardées comme indépendantes; donc,
a fortiori, sur la multiplicité intégrale considérée M,( la seule
équation (i i) à laquelle ce système se réduit est-elle complètement
intégrable. Par suite, elle définit sur M,( une famille de multi-
plicités à n— \ dimensions dépendant de n paramètres arbitraires
engendrant M,,, et telles que par chaque point de M^ il en passe
une, et une seule. Ce sont des caractéristiques de Monge. Si Fon
change la multiplicité intégrale M,;, ces caractéristiques à n—i
dimensions satisfont toujours au système suivant :

(lï) (QI == 0)3 ==...== CO.ç == V5i == CT2 == 0;

c'est le système différentiel des caractéristiques. Remarquons
que l'on a, pour ce système, suivant les cas,

S e/, s o/o ^... == ti)' ̂  js\ = CT« s o
(13) 1 ' < i î (modo),, ...,CT,),

tO, ̂  CT$T!T4-+-. . . -I- VSîn—^în

S O)' == O/, == . . . = O/ç ̂  V5\ ̂  TCT', .^ 0
(14) 1 ^ 1 2 (modtoi, ...,^2),

(0^^ X3^6 -+-...-+- VSîn—i TÎT2/^

l t»)' ==t0 3 = . . . === h), = CT< £== CT, ̂  0
(15) 1 . 1 2 (modeoi, ...,^).

( (0 j ̂  TîT^TîTg-+-...-4-Wg/i^2 »-+-!

Elles sont données par rintégralion d^un système de caractère un.
Dans le premier cas, elles dépendent d'une fonction arbitraire de
^ — i arguments; dans le second cas, ce sont toutes les multipli-
cités à n — i dimensions, situées dans des multiplicités à n dimen-
sions dépendant d'une fonction arbitraire de n — a arguments et
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engendrées par des multiplicités caractéristiques de Cauchy à
deux dimensions, à savoir

( l6) 0»i == 0)2 ==. . .= 0).ç == TOI == TO2 = TîTg == TîTe =...= T^/t =0;

dans le troisième cas, ce sont encore toutes les multiplicités à
n — i dimensions, situées dans des multiplicités à n dimensions
dépendant d'une fonction arbitraire de n — \ arguments et en-
gendrées par des multiplicités caractéristiques de Cauchy à une
dimension, à savoir

( * 7 ) 0)i == 0)2 ==...== (U.ç == TOI == CT2 = TH4 == CTg ==...== V5în+i == 0.

Enfin, dans les trois cas, elles sont situées dans des multipli-
cités à r — s — i dimensions dépendant d e s + i constantes arbi-
traires, à savoir

t^l == ^3 = = . . . = = (0, == CTi = ^2 = 0.

80. Enfin, dans les deux premiers cas (p = 2/1), il existe aussi
des multiplicités caractéristiques de Monge à une dimension.
Dans le premier cas, défini par les formules (8), ces multiplicités
caractéristiques sont définies par les équations

0)i = 0>2 = = . . . = Ws == rSs = CTt = . . .== CT2ft == 0 ;

elles dépendent d'une fonction arbitraire d'un argument, car on
a, par exemple,

0/2 == TîïiTOa (mod 0)1, 0)2, ..., o^, ̂ 3, ..., ̂ 2,1);

par chaque point d'une multiplicité intégrale M,( il en passe une
et une seule; elle n'est d'ailleurs pas contenue dans la multiplicité
caractéristique à n — i dimensions qui passe par ce point.

Dans le second cas, défini par les formules (9), les caractéris-
tiques à une dimension sont définies par les équations

(l6) 0)i= 0)2=.. .= (0,= CTI== CT2= V5&==. ..= TîT^= 0;

elles sont contenues dans les multiplicités caractéristiques à
/ i — i dimensions; ce sont d'ailleurs toutes les multiplicités à
une dimension contenues dans les multiplicités à deux dimensions
définies par le système complètement intégrable (16).
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XII.

LES SYSTEMES SINGULIERS POUR LESQUELS LE SYSTEME DÉRIVÉ
EST COMPLETEMENT INTÉGRABLE.

51. Si le système dérivé est complètement intégrable, nous
pouvons le supposer intégrée de sorte que nous sommes ramenés
au cas où le système ne contient que deux équations.

Si h désigne alors le nombre des caractères égaux à 2, on peut
supposer que le covariant co'̂  est de genre h (mod co,, co^) avec

TI^À-T- 2, p ̂  3A -h 2;

soit
1,...,2A

(18) tu\=== ^ a/yCT/TCTy (mod (x)i, 0)2).
^/

Nous conserverons les notations du Chapitre 111 (form. 36) et
nous supposerons choisies les expressions ^1, . . . ,^2^7 ô f ? • • • y ^ a i
y,, ..., y^ de manière à avoir

1 , . . . , 2A

tx)'< = ^ ay/TïT/nr*^ Cl'ij ̂ i ̂ j

(19) y a-i-i,...,2/< (mod toi, 102).
J (Og ̂  ^ bij VSi TîTy -1- TOI Oi 4-... 4- TîTa ̂ a

\ 1/ -4-Xl^2-r-•••-+-y.2p-l7.2p

Nous allons d'abord examiner dans quel cas co^ est de genre
h — ï (modcoi) , c^est-à-dire dans quel cas on a une congruence
de la forme

1,...,2A

( 20 ) w\ ̂  ^ ci-tjjSirssj -+- (03 d» ( mod toi ),

^7

A désignant une expression de Pfaff convenablement choisie, indé-
pendante de co,, (x>.j, CT,, ..., CT^A.

Pour qu^une congruence telle que (20) soit possible, il faut
d'abord que l'on ait

(•2l) 0/2 ==0 (mod (*)i, 0)2,CTi, .. ^ T H î / i , (l/),

car le système adjoint de l'équation <0i === o est

(Ol = (0;; == 77i = . . . = CT^/, r= ^ == 0,

X X I X . 20
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et ce système est complètement intégrable. Mais la congruence (2 î )
n^est évidemment possible que si Pon a

W'f=0 (mod 0)1, tjOâ. T!T|, .. ., CT2/0,

c^est-à-dire si rentier (3 est nul ou égala l'unité,

52. î0 j3 == o. — Si j3 est nul, on peut évidemment supposer
que ^ est une combinaison linéaire de 9 < , ..., Oa î de plus, a est
un entier au moins égal à h + 2.

En raisonnant comme nous Pavons fait au Chapitre III pour
établir les formules (38), nous verrons qu^on peut mettre ^\ sous
la forme

! CO^ ̂  CTI CT^-n -4-. . . -+- TîT^ TïTa-t-Y

(22) 4- CTy-n Tn^-+-2 -t-. . .-1-CTa-i CTa (modcoi) ,

( + CToi+Y-r-1 ?na-(-y-+-2 +...+ ^2A-i ̂ 2/1 + ^2^

en désignant par y un entier qui peut être nul , mais au plus égal
à a et, de plus, de même parité que a.

Cela étant, on aura, en prenant les dérivées des deux membres
de la congruence (22),

'G5\ n^a-t-i -4-. • .4- ^y^oH-Y— (^i^a-M"^" • • •"+" ^y^a+y)
-+- ^Y-n^y"*"2—^Y+a^)'—! -i-* • •'^~ ^a—l^a— ^a^a—i
-+-CT^Y-^-lTÎTa-^-Y-^2-^-.• •—^A-i^/t4-10^ —tog^ '^o (modcoi , w\ ).

Désignons par CT^ TÎT'.,, .... CT'̂  ce que deviennent CT^, CT^, ...,
CT^ lorsqu'on j fait

tOi == (ug == nri == . . .== CTa/t == o î

on a alors Pidentité

vs\ ̂ a+i +• • .-4- ^y^'*4"^'— (.^^a-n -t-* • •~+~ ^y^a-i-y/)

•4- CTy^^Y-t-2 — ^y+s ^Y-1-1 "̂  • • • — ^a^a-l

4-T^^_^_Y-^-lTîya-+-Y-+-2"+~•• •—^2/^2^-1 + (^1^1-+-. • •+ ^aea)+ = 0-

Par suite, en égalant à zéro les coefficients de n^, ..., rs^/t dans
le premier membre de cette identité, il vient

1m^=—eY+2^, ^2=^+1^ • • • » ^a^0»-!^»

<-n==6i^, ..., ^^=^4'»

^a+Y-n = . . . = W2/, === o.
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Enfin, en prenant les dérivées des deux membres de la deuxième
congruence (19) et y faisant m, =.. .===^2^= o, il vient l'identité

W) —2(0y+i9y4-24-.. .-+-9a-iea)^= o.

Cette identité exige que y soit égal à a — 2 o^ a a. Mais,
d'autre part, on a

T^a, y+a^ îA , a^A-+-2 ,

et la deuxième de ces inégalités est incompatible avec la troisième
si y est égal à a — i ou à a.

Donc le premier cas est impossible.

S3. 2° [3= i. — Dans ce cas, n = a+ i est au moins égal
à A + 2. Donc a est au moins égal à h + i.

On a toujours la congruence (20), mais ici A dépend nécessai-
rement de y,, y 2 et, de plus, en prenant les dérivées des deux
membres de cette congruence, on trouve facilement

XiXî^o (modœi ,^ i ,T îT i , . . . , C T 4 A ) ,

ce qui permet de prendre ^ == 7,.
Ici le système peut être mis sous une forme assez simple. Le

covariant w\ étant de genre h 4- i (mod (o,), la première équation
du système peut toujours décrire

dz —7?i dx^ —pî dx^ — . . . — p,^ dx/^i == o ;

de plus, le système adjoint de cette équation étant

(DI == (QÎ = CTI ==. . .== CTa/t = ^ == o,

le premier membre 0)2 de la seconde équation est une combi-
naison linéaire de dz^dx^ ..., dph^\ ; par suite, on peut supposer
le système mis sous la forme

/ ^ ( ^——/^l ^l—-. .——7?/i4-l ^4-t-l= 0,

( dp/^i -+- ui dpi -+-...-+- Uh dp h — v\ dx^ —...— v,^ dx,^ == o,

et parmi les ih -+- i fonctions u et ^, il y en a a 4- i indépendantes
entre elles et indépendantes des x\ z et/?; ou, si l'on préfère, il
existe 2 A — arelationsi ndépendanles entre les 4/î+4 variables^,
<5, /?, M, V.

Cela étant, il est facile de voir que pour toute multiplicité inté-



grale du système, les ' l i t + 3 variables x^ z, u, p sont liées par
// + 2 relations seulement, les 11 -\- i expressions CT|, ...,Tî^, ô étant
en effet indépendantes pour un élément intégral E,,. Il résulte de
là que, pour avoir l'intégrale générale du système (^5), il suffit de
prendre rintégrale générale de la première équation du système

/ ^ = 0(^1, a"2, ..- a"//4-i).
r'2() > \ (jv> às>

(7 ) l =^? • • - /)/-l=^î

en portant dans la deuxième équation on obtient, x^ ..., ^7<+i
devant rester indépendants,

/ à'2^ à^Q à'1^ _
l ôx^^'\ ^^ô^ +t"~}~u/lày^ =çlï

(2;) J ...................................................

| <)2o ^2ço ()2o
r -^—:—i—— 4- ̂  -^—_— _ ^-.,.-(- (^ -———— = ^A+i-
\ ^/,-n ^'A-H ^i àx/t+i àxu àTh+i

Ces équations, jointes aux 2 h —a relations qui doivent exister
entre les variables .r, ^, /?, ^, ^, permettent d'exprimer toutes les
variables en fonctions de x^ .. .,.rA+t et de a— h des variables ^,
ce qui donne bien des multiplicités intégrales à a+ i dimensions.

La réduction du sjstème donné à la forme (îîo) exige 11 4- a opé-
rations d'ordres

•>Ji 4- 3, a h - 1 -1 , ..., 3, i.

3i. Ces systèmes nous fournissent un exemple de caractéris-
tiques d\ine nouvelle espèce. Considérons les équations

( -28 ) COl = ̂ î = TOI ==...== VSîft = 0,

appliquées à une multiplicité intégrale; elles se réduisent à II seu-
lement; mais on peut ici appliquer les formules (a3), et elles
montrent que parmi les covariants o/,, co^, 7ï^, ..., TO^ il y a
toutes les expressions

°i7i- °^7.i» • • • » °a/.i» /.i/.îî

or, pour une multiplicité intégrale, OA+I» • • "> ^a» 7 1 1 parexemple,
sont indépendants; donc le système considéré de h équations
de Pfdfl à il == a 4- i variables n'admet que des intégrales à
une dimension, puisqu^on îi nécessairement, pour élément intégral
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TîTl ~=- VS.^ == . . .== TO/( == 0,

OA+I = «/,-t-i <{/, ..., O a = = « a ^ -

Ces intégrales dépendent de a — A fondions arbitraires d'un
argument. De plus, les caractéristiques dans leur ensemble dé-
pendent de a 4- i == n fonctions arbitraires d'un argument.

Ainsi, les équations (28) définissent des caractéristiques a une
dimension; mais, tandis que tes caractéristiques de Cauchy
dépendent, dans leur ensemble, seulement de constantes arbi-
traires, tandis que les caractéristiques de Mon^e dépendent,
dans leur ensemble, de fonctions arbitraires, celles d'entre
elles qui sont situées sur une multiplicité intégrale ne dé-
pendant néanmoins que de constantes arbitraires, ici les carac-
téristiques définies par (28) ne jouissent même plus de cette
dernière propriété, celles de ces caractéristiques qui sont
situées sur une multiplicité intégrale donnée dépendant de
fonctions arbitraires.

Le système étant mis sous la forme (23 ), les équations diffé-
rentielles des caractéristiques sont d'ailleurs

. d.ri __ dx<t __ _ d.T^ _ dy/^i

(J "• "'"'""^"T"f ^ dpt ^ ^ dp/t __ dpii+i ^ _______d^_______
\ ^l v^t ^4-1 /?A+l-+- ltipi-^-.. .4- U/,/)/^

il suffit, pour s'en rendre compte, de remarquer que l'on a

o/i == (dx^ — ui dxi^ ) (dpi — Pi ci^k+t ) -4-.. .
-^-(dxh—u^dx^^^dph— v^dxi^) (mocitoi, (o,).

o3. Il ne reste plus maintenant qu'à examiner le cas où (i/ est
de genre h (modcoi). Alors, d'après ce qui a été montré au Cha-
pitre III, pour avoir l'intégrale générale il suffira de chercher
l'intégrale générale de Inéquation

t0 i==0 ,

ce qui donne une multiplicité à r — A — i dimensions et, en por-
tant dans la deuxième équation du système, de chercher l'intégrale
la plus générale contenue dans cette multiplicité. On est ainsi
ramené à l9 intégration successive de deux équations de Pfaff.

Il y a ici des caractéristiques de Mon ge à n — II dimensions,
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définies par les équations

(28) t0i = COa = CTI = . . . = CTçA = Û,

mais ici l'on a évidemment [diaprés (19)]

( (0 ^ ̂  CT ^ ̂  . . . ̂  TCT g // ̂  0
(3o) { , (modoj;, (OÎT^I» . . . ,CTÎ/» ;

l cl)2=Zl7,2-^-..,4-/^p-l^P

ce sont toutes les multiplicités à n — A dimensions contenues dans
des multiplicités à a 4- p dimensions, engendrées par des caracté-
ristiques de Cauchy à a dimensions et dépendant d'une fonction
arbitraire de [3 arguments. Sur chaque multiplicité intégrale il y
en a une infinité dépendant de h constantes arbitraires.

Dans certains cas il peut y avoir naturellement d'autres carac-
téristiques que les précédentes; par exemple, sous certaines con-
ditions, le système

to^ == i^2 = mi ==.,.== ma = /^i ==.,,= ^sp == Q

peut aussi définir des caractéristiques; mais je laisse de c^té ce
sujet, qu'il n'est pas dans mon intention de traiter.

S6. En résumé, nous voyons que les systèmes singuliers de
caractère deux n'admettant pas de caractéristiques de Cauchy
jouissent tous de la propriété très remarquable que leur inté-
grale générale peut être obtenue par l9 intégration de systèmes
d^équations différentielles ordinaires. Cela ne veut pas dire,
Lien entendu, que pour ces systèmes le problème de Cauchy puisse
être résolu au moyen d'équations ditlérentielles ordinaires; cette
conclusion est néanmoins exacte pour les systèmes singuliers
dont le système dérivé n9 est pas complètement intégrable; car,
en conservant les notations employées dans l'élude de ce cas, la
connaissance d'une multiplicité intégrale à une dimension par
laquelle doit passer la multiplicité intégrale cherchée permet de
déterminer la fonction arbitraire dont dépend la multiplicité Mr-^;
cette multiplicité étant connue, o.n est ramené à résoudre le pro-
blème de Cauchy pour une seule équation de Pfaff.


