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SUR UNE CLASSE DE POLYGONES DE PONGELET;

Par M. M A T H I E U WEILL.

Considérons deux cercles, 0, 0', se coupant aux points cy-
cliques I, J, et en deux autres points A, B.

S'il existe des poljgones de 2 m côtés inscrits au cercle 0 et
circonscrits au cercle 0', il existe une ligne polygonale formée
de m tangentes au cercle 0', A étant le point de contact de la
première tangente, B, 1 ou J étant le point de contact de la der-
nière, et dont les {m -4- i) sommets sont sur le cercle 0; récipro-
quement, s'il existe une pareille ligne, on peut inscrire au cercle 0
un polygone de 2 m côtés qui soit circonscrit au cercle 0'.

Deux cas peuvent se présenter : ou bien la ligne commençant
en A se termine en B, et dans ce cas il y a aussi une ligne com-
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mençant en 1 et se terminant en J; ou bien la ligne commençant
en A se termine en 1 ou J; ces deux cas correspondent à deux
classes absolument distinctes de polygones.

PREMIÈRE PARTIE.

Nous nous occuperons d'abord des polygones de la première
classe, et nous choisirons la ligne polygonale commençant en 1
et se terminant en J.

Les deux cercles auront pour équations

(1) (.r-o)2+^î—pî=o,

(2) ^^-yï— R2==o.

1° Quadrilatère. — La ligne est ici IMJ, M étant sur là ligne
des centres, donc

8 = R ;

résultat bien connu, la seconde circonférence passe par le centre
de la première.

2° Hexagone. —- La ligne polygonale est ici ICDJ {fig. i),
CD étant perpendiculaire à la ligne des centres et coupée par

Fig. i.

0' 0 E

celle ligne en deux parties égales.
L'équation de IC est

y==(( .y—o) ;
celle de CD est

^-3=±p;

prenons la première solution x == 8 + p, les coordonnées de C
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sont

\ x =0-4-?,
( y == tp-

Exprimons que ce point est sur la seconde circonférence; nous
aurons la condition

§24-23?== Rî.

Avec la seconde solution, on trouve

§2_2Sp= Rs.

Une discussion facile montre que la première solution ne cor-

respond à des polygones réels que si l'on a 5 > £ » et alors les
cercles sont sécants.

La seconde solution exige 5 ^ > ï p , et les cercles sont alors
extérieurs.

En particulier, les cercles sont égaux pour S == Pi(^/a + i).

Pour 8 == ' 9 on a R == p ' 9 la corde commune aux deux cercles

est un diamètre du cercle de rayon o.

Pour 5==^ R - P .
0 0

3° Octogone. — La ligne polygonale est ICDEJ (fig. 2), symé-

trique par rapport à la ligne des centres. Les équalions de IC
et CD sont

y == i(x — o), (x — 3) cos<?4-J^?in(3 — p == o.

Les coordonnées du point G sont donc

x\ = 3 -r- p(cos<p — isino), y\ == f*p(coscs — i sin<p).
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Exprimons que ce point est sur le cercle de rayon R$ nous
aurons

S2— R2-!- 28p(coso — isin©) = o.

Le point B a pour coordonnées

y =o, x = 8 H- —^~.
coso

Exprimons qu'il est sur le cercle de rayon R; nous aurons

8-+--1— ==±R.
COStO

Posant

il vient

et

coso — i sinœ == a,

. . icoso -+- i sino = —9* ' a

a2-}-! Rî—8 2 . 200cosy=———, a==——^—, $±R4-——P-.=o,
sa •2ôp a'2-+-I

(8 ± R) [(R2— 82)2 -+- 4S2 p2] -+- 4 8 p 2 ( R 2 — S2) == o.

On voit facilement qu'il faut prendre (S— R) comme premier
facteur, et l'on a la condition cherchée

(R._^
1 - 4 o R

On trouve, après discussion, qu^il faut prendre

3— î/^^O-hav/î,

et les cercles sont alors sécants. Il n'y a pas d'autres cas de possi-
bilité.

Exemples :
R i5Rô = -, p == ——,
4 • i6"76"'

i5Ro = = 4 R , p==-^
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4° Décagone, — La ligne polygonale est ici lCDGîl3(fig. 3),

symétrique par rapport à la ligne des centres.

Fig. 3.

Les équations des droites IC, CD, DG sont respectivement

y==i(a?—8),
( a ? — 8 ) coso-+-y sincp—p == o,

x—.8==:±p.
Prenons la solution

x—8 = p.

Exprimons que le point G est sur le cercle de rayon R; nous
aurons

R 2 — 8 2 . . 024-i— — - — = = cosip—ismcp=a, cosco = = — — — ••^.op T * • 2 0

Opérant de même pour D, nous aurons

(S^p^R^pî.LZ.^lî^o,
v r/ • 1-+-COSO

ou

(s^p).-R.-p.(^y=o.
Remplaçons a par sa valeur; nous aurons la condition cherchée

(R2_- $2_ 2§p) (R2_ §2-4. 28p)2— 8ôp3(R»— OÎ) = 0.

Prenons ensuite la solution x — 8 == — p ; nous trouvons la con-
dition

(R2-- 82+ 2Sp) (R2— 82—•28p)2-+-88p 3(R 2— 82) == 0.
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Reprenons la première solution

R»~-8î==2CT8p,

RÎ= ̂  p^sp^ ̂ -^y,
d'où

(a~i)(a.4-Q2

Exemples :

R1

•gi- ==0(0^0— i).

-3 55 R ^/3
a == —- » p == —, K == o 1 / - ̂

2 24 1 / 8

les cercles sont extérieurs.

a = 2, p == ^-, R == 8 v/ïo,
4

les cercles sont sécants.
Il faut d'abord, pour la réalité de la solution, que a soit compris

entre ———'-- et zéro, ou bien supérieur à i. En exprimant que R

est plus grand que p, on est amené à Pinégalilé

a6— 20°— 5a^— rt2-^- 20 -4- i < o.

Le polynôme a deux racines négatives a et p, et deux racines
positives y et S.

Une discussion détaillée conduit aux conclusions suivantes :
il faut et il suffit, pour que la solution soit réelle, que a soit com-

pris entre a et p, ou bien entre i et (2 + y/5). (La racine a est

comprise entre """I~"r et — i, et la racine p entre 2 — ^/5 et o. )

Théorie générale. — Considérons toujours la ligne polygo-
nale en 1 (fig' 4) et formée par des tangentes du cercle (Y.

Le premier côté a pour équation

^==^(^-8) .

Le second, CD, a pour équation

(i) 0— 8) ( i - -^ ) -h2(y—o( i -K 2 ==o.

Le point C a pour coordonnées

R2-^ .R2--$2
^-^r- yï=l~^~'



- 205

On a donc, en formant le prodait des racines de (i),

. _ a-i — 5 — p _ R 2 — 8 2 — 2 S p
^=3.

~~ §——;y^p — ^..^..^gp'

Nous avons ainsi les premiers éléments de la ligne polygonale;
Fig. 4.

cherchons une loi de récurrence qui lie les valeurs de f corres-
pondant aux divers côtes de la ligne polygonale; l'équation (i)
nous donne

«'= î̂ p, t^t\ -2r.;
0 — X — ? Ô — X — p

exprimons que le point («r, y) est sur le cercle 0, IL vient

(<2-+- t ' ï ) p2+ 2^(S2—— R2) + ^^[(8 —— p)2—— R2] 4- (0 •4- p ) 2 — — R2 = 0,

d'où résulte la loi de récurrence cherchée

/ / ^+«tn-ltn+t=^~^ï9
en posant

( g - t - p ) 2 — — R 2 ( § — p ) 2 _ _ R 2 _
=?.

On a ainsi la suite des formules

/o ^ h

tti ==— a — i

— ^î'4"06

~p7FTT1fît

< < - ^ + a
<! <3 -N^T-

, , _ ^-+-atlt-ictl+l~^Y~ï~ï
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Ceci posé, cherchons la condition relative à un polygone de
4p côtés; il suffî t d'exprimer que l'extrémité du côté correspon-
dant à tp_ i est sur la ligne des centres des deux cercles, d'où

^-1+1 ,^
^/S-i — I

Pour avoir la condition relative à un polygonede(4/?4- 2) côtés,
il suffit d'écrire que le côté correspondant à tp est perpendicu-
laire à la ligne des centres, c'est-à-dire que l'on a

ou bien
^-1+0=0,

P^_, -4-1=0.

Ces résultats sont d'une simplicité remarquable.
Comme application, proposons-nous de trouver la condition

relative à un polygone de quatorze côtés; nous aurons une
première solution en écrivant

d'où
<î=-a,

[-(^y][-^n
•̂ rr-or

Comme seconde solution, nous écrivons

'!=T'
c'est-à-dire

_ . - REDJn-^T
SECONDE PARTIE.

Considérons {fig. 5) une ligne polygonale commençant en I et
se terminant en A(.r,y<); soient 9o, 9 < , ..., les paramètres dé-
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finissant les côtés AK, RL, LM, ..., nous aurons

o—a- i—p

[pO-t-o^+so^e^p^^Oo2

^ 0+eg)*
Oo o, =

o.-,o,^=^^.

Dans ces formules, x\y\ sont les coordonnées cTun point A

(autre que les points cycliques) commun aux deux cercles; x' est
Pabscisse du point A-, où la tangente en A au cercle de rayon p
rencontre le cercle de rayon R.

Ceci posé,* cherchons, par exemple, la ligne de quatre côtés
commençant en 1 et se terminant en A, c'est-à-dire Poctogone de
seconde espèce; on peut écrire

on peut aussi écrire
<2=0i.

De même cherchons la ligne de cinq côtés, commençant en 1 et
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se terminant en A ; nous écrirons, ou bien

ou bien

ou bien

^^Oo,

/3=0i ,

^=0,.

Les résultats sont, comme on le voit, beaucoup moins simples
que pour les polygones de première espèce.

Pour l'hexagone de seconde espèce, nous écrirons

ou
/2=0o,

—iy\ ^ a-r-^
o — a - i - p ^î+i

ou

H )̂T<.-.-?'• -[,-P(^)-]-
avec

T^ — R2

^--?^-4-R2 ^ _ ( 8 4 - p p - R ^ ( 8 _ p ) 2 _ K 2
;ri=———-^-——, a=-—— l————, p==———'—

20 p2 r p2

On voit, par cet exemple, combien les formules relatives aux
polygones de seconde espèce sont, de leur nature, compliquées;
il faut préférer, à la méthode générale, l'étude de chacun des cas
particuliers, étude qui, seule, peut conduire aux simplifications
possibles; c^est ainsi que nous avons obtenu les formules relatives
à l'hexagone de seconde espèce :

R2 _ ^ ( X — i ) 2 ( ^ _ 3 ^ )

p2 - (I- .2X^

°! - ^ ( i — 3 X ) ( X - - i )
p2 ~~ ( i — a X ) 2 '

\ désignant un paramètre arbitraire.
Nous reviendrons prochainement sur toutes ces questions, sur

l'étude des polygones d^un nombre impair de côtés, et l'extension
aux coniques de la méthode exposée pour deux cercles.


