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SOLUTION COMPLETE EN NOMBRES ENTIERS DE L’EQUATION

{
marclang;‘ﬁ—narctang =k -;

&~

R -

Par M. Carcr Stormer.

1. NorioNs PRELIMINAIRES. — POINT DE DEPART.

La solution compléte en nombres entiers m, n, x et y de 'équa-
tion ci-dessus, quand k est entier ou nul, a éié I'objet d’une
question posée, en 1894, dans V' Intermédiaire des mathémati-
ciens, par M. D. Gravé, de Saint-Pétersbourg (*).

J'ai réussi, il y a quelques années, a résoudre ce probléme (2).
Voici ma solution, ue je viens d’abréger considérablement.

Je vais d’abord rappeler les définitions principales (*) dans la
théorie des nombres entiers complexes.

On appelle nombre entier complexe un nombre w = a + ib,
ol « et b sont des nombres entiers ou nuls et Z 'unité imaginaire.

w=a + ib et o' = a—ib sont appelés des nombres conju-
gueés. Sia = 3v,ou a, 3 et v sont des nombres entiers complexes,

(') Tomel, p. 208.
(*) Voir Solution compléte en nombres entiers m,n,z, y et k de l’equation

1 1 ™ TS
m arclang z - n are Lang; =K 7 dans les Christiania Vidensskabsselskabs-
(

skrifter, 18¢5.

(3) Voir, par exemple, LeJcuNE-DIRicurLer, Recherches sur les formes quu-
dratiques a coefficients et a indéterminces complexes, dans lc Journal de
Crelle, 18],
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on dit que « est divisible par 3. Cela posé, on a les mémes régles
de divisibilité que pour les nombres naturels.

On a quatre unités, 1, —1, i et —i. On appelle v, —w, {©
et — {w nombres associés; ils se présentent de la méme maniére
dans toutes les questions de divisibilité.

a et 3 sont dits premiers entre eux, s'ils n’ont que des unités
comme diviseurs communs. Deux nombres réels, sans diviseur
réel commun, ne peuvent non plus avoir des diviseurs complexes
communs.

Un nombre entier complexe ¢, qui n’est pas une unité com-
plexe, est appelé nombre premier complexe, s’il n’a pour divi-
seurs (ue des unilés et ses propres associés. On démontre que
tous les nombres premiers complexesv appartiennent a l'une des
catégories suivantes ou sont associés aux nombres ainsi définis :

1° Le nombre 1 ++¢;

2° Les nombres premiers réels de la forme 44+ 3, A étant
entier positif ou nul;

3° Les nombres premiers complexes « + iv et w — iy, u étant
pair et ¢ impair, résultant de la décomposition unique (') en deux
carrés «® -+ v? de tout nombre premier réel de la forme 44 + 1.

Avec ces notalions on trouve que la théorie des nombres entiers
complexes est tout a lait la méme que celle des nombres naturels
et on les manie avec la méme facilité que ceux-ci.

Pour appliquer cette théorie a I'étude de notre équation indé-
terminée, prenons pour point de départ la formule bien connue

a + b = ret?p,

. e b
olt 1 =/ a® -+ b* est le module et ® = arctang - 'argument de la
\ i ® o

(uantité complexe @ + ib. Elle nous donne

(ay+1iby) (ay+ iby)...(an—+ tby)

. b b by
(” i [arc langﬂ-t—nrc tang =2 +...+ arclnng—'L'J
n «y an

= Re

ou R est Ie module du premier membre. On voit alors que la con-

(') Voir, par excwnple, LEGENDRE, Thcorie des Nombres, scconde Partie, § [11.
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dition nécessaire et suffisanle pour que la somme

bl b2 bu
arctang — —+ arctang — —+...—+ arctang —
a; a ap

soit nulle ou égale & un multiple de = est que le produit

(a,—i— l’b1)(d2—i- ibg) [ ((I”—F [[),,)
soit réel.

Si maintenant les @ et les b sont des nombres entiers, le produit
ci dessus sera un nombre entier complexe et I'on peut lui appli-
quer la théorie de ces nombres. Je me suis servi de cette méthode
dans mon travail déja cité. Plus tard, j'ai reconnu que Gauss(*)
avait déja remarqué cetle liaison entre les nombres entiers com-
plexes et les arcstangentes, liaison qui se présente d’ailleurs trés
nalurellement.

2. CONDITION DU PROBLEME.

Nous allons d’abord résoudre complétement en nombres entiers
¢, ky aet b, 'équation

b =
(2) ParC[a"gc—zsz'

On peut supposer que g et & sont posilils et premiers entre eux
et que a et b sont premiers entre eux. Alors, pour que I'équation
soit vérifiée, 1l faut que le produit P = (1 — )% (a + ib)P soit réel.

Soit ¢ un diviseur premier complexe divisant . Si ¢ n’est pas
égala ===, il divisera (a + ib)P et par conséquent a + (b, et
P étant égal a son conjugué P', il divisera aussi @ — ib. Mais alors
q divisera 2a et 2(b, ce qui est impossible, @ et b élant premiers
entre eux.

Il faut donc que ¢ = + =4, c’est-a-dire que @ + tb ne peut
pas admettre d’aulres diviseurs premiers (ue t -+ £ et ses associés.
D’un autre c6té, a et b étant premiers enlre eux, « —+ (b n’admet
pas de diviseurs réels et par conséquent il ne peut pas éwre divi-
sible par ¢ === 2. Il faut donc que

a—+ b =z(1-+ (),

(') Voir Gauss, Werke, L. 1L, p. 323.
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¢ élant une unité complexe, ce qui donne

a==1, b=, arctang — =k,

QS

&1

’

k, étant enlier, ce qui, substitué a (2), donne pk, =k, équalion
qui exige que

Cela posé, nous allons trouver les solutions en m, n, z et y de
I’équation
(3) m arclang—l+n arctang'—: kT

x Y 4
ou k est entier ou nul. On peut évidemment supposer qu’aucun
des coefficients m, n et k n’est négatif. Quant aux z et y, on peul
les supposer différents entre eux et en valeur absolue plus grands
que 1. En effet, dans le cas contraire, on voit aisément qu’on
est conduit a une équation de la forme (2), ce qui exige que
2] =|yl=1.

Quant aux coefficients m et n, on peut les supposer premiers
entre eux. En effet, si k = o, la chose est évidente. Si k> o,
posons m = pny, n = gony, ou m, et ny sont |)remiers entre eux.
1l vient

° <mlarc tang 14 njare lang l) =k>,

x N 4
ou p et A sont premiers entre eux. Or, en appliquant le théoréme
bien connu d’addition des arcs-tangentes, on réduit I'expression

N b . .
entre crochets a la forme arctang ~rouaet b sont entiers ou nuls.

. b . .
Si a ou b est nul, arctang — sera un multiple degel, sia et bsont

différents de 0, on peut les supposer premiers entre eux et I'on
est alors conduit & une équation de la forme (2), ce qui exige que

b . . b .
arclang - soit un multiple de > On aura ainsi dans tous les cas
t

b
arctang — = ky i

. . N . b
k, étanl entier; d’oti, en substituant la valeur de arclang -,

1 T
myarctang — + nparctang — = Ay 7
r (

L
y
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équation de la méme forme que (3), mais ol m, et n, sont pre-
miers entre eux.
Cela posé, pour que I’équation (3) soit vérifiée, il faut que le
produit (1 — i)k (z + )™ (y + )" soit.réel, c’est-a-dire il faul
que

4 (1= (z+ 0 (y + i)y = (1 + ik (z =) (y — i
Posons

z+i=((+i)V(a+ ib)) 1+ x2 = 2V (a?+ b?),

yari=(+ k(e +id) ) " | 14pr=au(c2+d),
ol v=o0 ou =1, selon que 1+ z?* est impair ou pair, et éta-
blissons les mémes conditions pour w. Or, une somme de deux
carrés premiers entre eux n'étant jamais divisible par 4, a + b
et ¢ + id ne sont pas divisibles par 1 + /. Enfin, un diviseur com-
mun & z -+ ¢ et x — ¢ divisant 2/, a + (b et a — ib seront pre-
miers entre eux et de méme les nombres ¢ +id et ¢ — id.

En substituant ces valeurs dans |’ équation (4) et remarquant

que 1+ {=1i(1— 1), il vient

(a + ib)m(c + id)» = ip(a— ib)m(c — id)",

p étant entier. Or, les nombres (a + ib) et (a — ib) élant pre-
miers entre eux, il fant que

(a+ib)ym =¢e(c—id)n,

¢ étant une unilé complexe; et, en se rappelant que m et n sont
premiers entre eux, on en lire

a+ib=c¢ (2 +iB)",
¢c—id=ch(a+ i),

e, et ¢, étant des unités complexes et @ + {B étant un nombre en-
tier complexe, ce qui donne

‘ T —+1= S,(I—F i)V(a+iﬁ)”,

(5) | 4= e+ (a— iB)m.

Il faut donc que z et y satisfassent & ces conditions. On en tire
aisément

s 1+ 22= 2V A",
(6) 14 y2=akAm,

( r + yz=o0(mod A),
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ou A = a2+ {32 est un nombre impair > 1 et oli v et  sont nuls
ou égaux a 1 (*).

3. SoLuTION cOMPLETE DEs EQuATions (6).

On est ainsi conduit & trouver toutes les solutions entiéres posi-
tives et > 1 des équations indéterminées

14+ x2=5n et 1+ x2=23".

M. Lebesgue (2) a démontré que la premiére est impossible en
nombres entiers z et z, si n > 1.

Nous allons appliquer a la seconde un procédé analogue a celui
de M. Lebesgue. Supposons d’abord n impair et >1. Comme z
esl impair et > 1, posons £ = 2p + 1, p étant positif, d’ou

P+ (p+0)?=23",
équation qui peut s’écrire
[p+(p+0i][p—(p+1)i] = 3"

Or, un diviseur entier complexe, commun & p 4 (p+1)¢ et
a p— (p+1)i, divise aussi 2p, 2(p +1) et p2+4 (p +1)% et se
réduil par suite a une unité. 1l faut donc que

(7) p+(p-rne=c(a+if),

ou ¢ est une unité complexe el ot a+ {3 est un nombre entier
complexe dont la norme a2+ 3% est égale & z. En multipliant les
deux membres par o

(1= )= (—2i) % (1—1)
il vient

n—1 n—1

22 2422 t=¢ga+B—(a--B)]",
¢, étant une unilé complexe, équation qui peut s’écrire

n-1 n—1

2? x+2 7% i=¢gf(a+PB)A+(a—B)Bi]

(*) On peut aussi démontrer que ces conditions ( 6) sont suffisantes; mais
nous n’en n’avons pas besoin ici. Voir les Comptes rendus, 1896, n°* 4 et 5.
(?) Voir les Nouvelles Annales, t. IX, p. 180; 18ho.
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o A et B sont des nombres entiers réels. Mais cela exige que

n-t
(e+B)A=%2 2
ou
n—t
(z—B)B==x2 2.

Or, a?+ 2 étant égal au nombre impair 5, 'un des nombres a
et B sera pair, I’autre impair et, par conséquent, a == 3 sera im-
pair, ce qui donne

at=f =1,
Si « est pairet égala 2a,, on en Lire
2+l =20y Fitoqyi=Fi[1F2e(1Ei)]
et si 3 est pair et égal & 2£,, il vient
a+if=dr1x2Bi+2Bi=1=2B,(1 7)),
c’est-d-dire que 1'on aura, dans tous les cas,
a+ i =cli+2r(xi)),

ot r est un nombre entier et ol €, est une unité complexe, ce
qui, substitué dans (7), donne

(8) p+(p+1)i=cg[r+ar(ixir,
e3 élant une unité complexe.
En développant le second membre, on aura
[t+2r(xir=P =iQ
P =14(1)(2r)—2(3) (ar) + X far(R)(2r)k,
k="

Q= (D(ar) +2(DEMNT+a(H i+ X hbu ) or f
“

ay et by étant des nombres entiers ou nuls et ot I'on a posé

n(p—1)(n—2)...(n—k+1) |
1.2.3 ... k = (%)

Pour que I’équation (8) soit vérifiée, il faut que

P:tQ::.":l.
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On aura donc les cas suivanis :
1° P+ Q =1, ce qui donne
I+ 4nr+8Mr =1,

ol M est un entier, d’ott
n—+a2M=o,

ce qui est impossible, n étant impair.
2° P == Q =—1, ce qui donne une équation de la forme
2+ 4M =o,
M étant entier, ce qui est aussi impossible.

3° P—Q =1, ce qui doone

—2(D(arP—§(G)ary + P d(ar—be) (})(ar ¥ =o,
d’ou !
n(n—r)
1.2 ’

n
—2(3) (1) + D\ 2(ar—bp) () (ar )it =
k=4
Or, n étant impair et > 1, on peut poser n — 1= 2%"'q, ou «
doit étre supposé impair et a entier positif ou nul, ce qui donne

n
(9) 222 M +2 2(ar— bp)(2)(2r -2 = 2% na,
k=4
ou M est un nombre entier. Considérons le terme général sous le
signe de sommation
n(n—1)(n—2)...(n—k—+1)
1.2.3... k
(k=4,5,6,...,n).

Uk= 'z(ak— blc)

( DY ,-)/»‘-—2

Ce terme U est un nombre entier ou nul. En disposant autre-
ment les facteurs et en remplacant n — 1 par sa valeur 22! @, on
aura

k—1
Uk: 20+ na(n-—- 2)‘..(n——k+1) 1—223——-——1(. (ak—— bk))""_?.

Or, comme on le sait ('), la plas grande puissance de 2 qui di-

(') Voir LEGENDRE, Théorie des Nombres, Introduction, XVIIL.
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vise 1.2.3 ... k sera égale ou inférieure a 25! et, par consé-
quent, la forme irréductible de la fraction

21;‘-—1
1.2.3...k

ne conliendra pas le diviseur 2 dans son dénominateur. Tous
les autres diviseurs de 1.2.3 ... A divisant le produit
na(n—2)...(n— k1), on peut écrire

Uy = 20+1 NA-,

Ny étant entier ou nul; en substituant ces valeurs en I'équa-
tion (9), il vient

22+2M +-2%+1N = 2% na,
N étant entier ou nul; d’ott

4M 4+ 2N = na,

ce qui est impossible, na étant impair et >o.

Donc, I'équation 1 + 22 = 2 5" n’admet pas pour z et 5 des va-
leurs entiéres supérieures a 1, si n est un nombre impair > 1.

On en déduit que I'impossibilité subsiste encore si n contient
un diviseur impair >1. En effet, si n =pm, m étant impair
et > 1, I’équation se réduit a 1 4 z2= 2(3?)™.

Donc pour que I'équation 1 + 22 = 223", ol n > 1, admettedes
solutions entiéres supérieures a1, il faut que n soit une puissance
de 2. Or, Lagrange (') a démontré que I'unique solution en nom-
bres entiers > 1 de I’équation 1+ 22 = 23% est z = 23¢9, 5 =13,
et, par conséquent, notre équation devient impossible pour n > 4.

Nous sommes ainsi conduit au théoréme suivant :

Les valeurs entiéres positives de n, pour lesquelles I'équa-
tion 1 + z* = 22" admet des solutions entiéres plus grandes
que 1,sontn=1,n=2et n=A_4.

Si n=1,ily a une infinité de solutions, si n=2, l'équa-
tion se réduit a l'équation de Pell x* — 22 =— 1 qui a aussi
une infinité de solutions données par des formules bien con-
nues (2), et si n = 4, on a 'unique solution z = 239, s =13.

N

oir LAGRANGE, CEuvres, t. IV, p. 394, et aussi 'Intermédiaire,t. V, p. g4.
oir, par exemple, LEGENDRE, Theorie des Nombres, premiére Partic, § VI.

M
()

-
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4. S()LUT[()N COMPLETE DU PROBLEME.

Les équations () ne peuvent donc étre résolues que dans les
cas suivants:

2= A, -+ A 2=19A,
n 1+ @ (”)5 1+ , ( ‘ 1+ 2
1+ y2=2A, | 14+y2=1A2, [ 1+ y2=12A2
; +a2!= A, 1+ 22=2A,
an § e V) |
| 1+y2=12A% 1+ y2=2A%

Nous allons en déduire toutes les solutions de notre équation (3)
en étudiant les équations (5) correspondantes.
Dans le premier cas, on aura

z+i=z(a+Lf),

yH+i=e(+i)(a—1B),
d’ott
yri=eg+i)(z—Ii)=¢le+1+ (z—1)i],
¢5 étant une unité complexe. En identifiant les parties purement
imaginaires, il vient

+rti=r,

qui donne x =o0 a rejeter et x ==t v, d'ot A=35ety=:3.
Or, pour que x + y soit divisible par A, il faut que z et y aient
le méme signe et 'on aura la premiére solution de notre équation,
celle d’Euler,

1 1
(10) arctang 5 arctang 3

k|

Dans le deuxiéme cas, on aura

x+ =z (x+ i),

y+i=ce(1+i)(a—1iB)?
d’ot

yHi=53(0+)(z—IiR=glr+or —1+ (22— 22 —1)i],

ce qui donne
r2rtoxr—i1 =1,
d’ott z =1 == /3 etz = o, valeurs a rejeter, et x = == », ce qui

donne A =5 et y == 7. Pour que z -+ y soit divisible par A,
XXVIL 12
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il faut que x et y aient des signes opposés; on trouve ainsi comme
deuxiéme solution

1
(1) 2arctang — —arctang

S
Il
&y
.

Dans le troisiécme cas, on aura

x+i=v1(l+i)(a+i.ﬁ),

Yy H+i=ce(1+i)(a—1iB)2
d’ou
2y +2i=¢g3(1+ i) (& —1)2,
ce qui donne
rrroxr —1 =22,

doi z =1, arejeter, et x =3, doun A=5ety ==%r.
Pour que z —+ y soit divisible par A, il faut que z et y aient le

méme signe; on aura ainsi la troisiéme solution de notre pro-

bléme, celle de Vega,

1 1
(12) 2 arctang §+arctang::
/

N

Dans les deux derniers cas, on a A =13, y == 23qg.

Le systéme IV n’a donc pas de solution et dans le dernier cas
on a z === 5. Pour que 2 + y soit divisible par A, il faut choisir
les signes opposés de x et de y et 'on trouve ainsi la derniére des
solutions, celle de Machin,

o I I T
(13) - Aal'ctangg—at'ctangﬁ?):z-

Les équations (10), (11), (12) et (13) sont ainsi les seules solu-
tions de notre probléme (*).

(') Jai fait aussi une étude assez détaillée de I’équation a trois termes
1 I 1 ™ 92 . oA N
Aarctang — -+ parctang - +varctang - = k- et de ’équation générale a n
x ¥ z 4
termes. Voir sur ce sujet : Comptes rendus, 1896, n°* 4 et 3, et mon Mémoire :
Sur DUapplication de la theorie des nombres entiers complexes @ la solution
en nombres rationnels de l’équation c, urctangx,+ ...+ c,arclangz, = k },
publié dans ’Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Christiania, 1896.



