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SOLUTION COMPLÈTE EN NOMBRES ENTIERS DE L'ÉQUATION

m arclang - -i- n arclang -===/ : -

Pa r M. G A K L S T o a. M E n.

1. NOTIO.NS PRÉLÏMIJNAIKES. — POINT DE DÉPART.

La solution complète en nombres entiers m, /?, x et y de Féqua-
tion ci-dessus, quand k est entier ou nul, a été l'objet d'une
question posée, en i8g4» dans V Intermédiaire des mathémati-
ciens, par M. D. Gravé, de Saint-Pétersbourg ( 1 ) .

J'ai réussi, il y a quelques années, à résoudre ce problème (>2).
Voici ma solution, que je viens d'abréger considérablement.

Je vais d'abord rappeler les définitions principales (3) dans la
théorie des nombres entiers complexes.

On appelle nombre entier complexe un nombre (o== a-(-/&,
où a et b sont des nombres entiers ou nuls et / Puni té imaginaire.

^ == a 4- ib et (0'== a — ib sont appelés des nombres conju-
Hués. Si a == Sv, où a, p et ^ sont des nombres entiers complexes,

(' ) Tome I, p. 2''8.
( 2 ) Voir Solution complète en nombres entiers m, n^x^y et k de l'équation

warc tang- +/i arctang - = À- -» clans les Christiania Vidensskabsselskabs-

skrifter, i8<).').
^ • t ) ï^o//', piir exemple, LEJEUNE-DIHICIILET, ffcc/ierc/ies sur les ^formes </«</-

draiiques à coej/icienis et à indéterminées complexes, dans le Journal de
C relie, i.S.'i-,.
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on dit que a est divisible par p. Cela posé, on a les mêmes règles
de divisibilité que pour les nombres naturels.

On a quatre unités, i, — i, /e t — /. On appelle co, —<o, /(o
et — <co nombres associés ; ils se présentent de la même manière
dans toutes les questions de divisibilité.

a et p sont dits pré miers entre eux, s'ils n'ont que des unités
comme diviseurs communs. Deux nombres réels, sans diviseur
réel commun, ne peuvent non plus avoir des diviseurs complexes
communs.

Un nombre entier complexe y, qui n'est pas une unité com-
plexe, est appelé nombre premier complexe, s'il n'a pour divi-
seurs que des unités et ses propres associés. On démontre que
tous les nombres premiers complexes appartiennent à l'une des
catégories suivantes ou sont associés aux nombres ainsi définis :

1° Le nombre i + i';
'2° Les nombres premiers réels de la Forme 4^+3, II étant

entier positif ou nul;
3° Les nombres premiers complexes u 4- iv et u — /^, u étant

pair et v impair, résultant de la décomposition unique ( 1 ) en deux
carrés ^2+ v2 de tout nombre premier réel de la forme ^h 4- i.

Avec ces notations on trouve que la théorie des nombres entiers
complexes est tout à (ait la même que celle des nombres naturels
et on les manie avec la même facilité que ceux-ci.

Pour appliquer cette théorie à l'étude de notre équation indé-
terminée, prenons pour point de départ la formule bien connue

a -+- ib = r '̂y,

où /• == \j a1 -4- h'1 est le module et y === arctang- l'argument de la

quantité complexe ci + ib. Elle nous donne

/ (ai4-^i)(r tâ-4- ^2)...(a,,-^6,/)
/ i l ) r A. //. h,.\\" } , t | arc tans—-»-arc lang—+...+aï-clan»—( == Ke L ^i <iî t'nS^

où R est le module du premier membre. On voit alors que la con-

( ' ) Voir, pur exemple, LKGENDRK, Théorie des Nombres, seconde Parlie, § 1 1 1 .
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dition nécessaire et suffisante pour que la somme

b\ bî bn
arc tans — -+- arc tans — -h.. .-r- arctan^ —e ai ° 03 t5 an

soit nulle ou égale à un multiple de T: est que le produit

(ai+ i^i)(a2-4- ibî) . . . (an -4- ib^)
soit réel.

Si maintenantles a et les 6 sont des nombres entiers, le produit
ci dessus sera un nombre entier complexe et Fon peut lui appli-
quer la théorie de ces nombres. Je me suis servi de cette méthode
dans mon travail déjà cité. Plus tard, j'ai reconnu que Gauss( 1 )
avait déjà remarqué cette liaison entre les nombres entiers com-
plexes et les arcs tangentes, liaison qui se présente d'ailleurs très
naturellement.

2. CONDITION DU PROBLEME.

Nous allons d'abord résoudre complètement en nombres entiers
p, A', a et &, Inéquation
, , b , TT(2) parc tang^= k -^ .

On peut supposer que o et k sont positifs et premiers entre eux
et que a et b sont premiers entre eux. Alors, pour que Féquation
soit vérifiée, il faut que le produit P •===. (i — ̂  {a + l^)9 soli réel.

Soit q un diviseur premier complexe divisant P. Si y n^est pas
égal à ± i ± /, il divisera (a -4- <6)P et par conséquent a 4- ib^ et
P étant égal à son conjugué P\ il divisera aussi a — ib. Mais alors
q divisera 20 et 2/6, ce qui est impossible, a et b étant premiers
entre eux.

11 faut donc que q == rb i ±/, c^est-à-dire que a + ib ne peut
pas admettre d^autres diviseurs premiers que i 4- / et ses associés.
D'un autre côté, a et b étant premiers entre eux, a + i b n'admet
pas de diviseurs réels et par conséquent il ne peut pas être divi-
sible par ̂ ^rL 2/. Il faut donc que

a -+- ib — î( i -(- /),

( ' ) Voir GAUys, Wcrkc, t. Il, p. 5-j:).
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s élani une uui té complexe, ce qui donne

i » i b . T:a = ± i , 6 = ± i , arc t ang-= A ' i - »
d 4

Â'i étant entier, ce qui , substi tué à (2) , donne o / C i = = Â ' , équation
qui exige que

? = i.

Cela posé, nous allons trouver les solut ions en /??, /?, x ety de
l'équation

i r , TT(3 ) m arc tang - 4- n arclang - = k - .1
x y 4

où A" est entier ou nul. On peut év idemment supposer qu'aucun
des coefficients m, n et A' n'est néga t i f /Quan t aux x et y, on peut
les supposer différents entre eux et en valeur absolue plus grands
que i. En effet , dans le cas contraire, on voit aisément qu'on
est conduit à une équation de la forme (2), ce qui exige que
M==|yl==1-

Quant aux coefficients m et /i, on peut les supposer premiers
entre eux. En effet, s iÂ'==o, la chose est évidente. Si k ^> o,
posons m = p/ni, ^ == p/?,, où m^ et n\ sont premiers entre eux.
Il vient

/ i i \ , TCp ( Wiarc tang - 4- ni arc tan g — i == k - »

où p et k sont premiers entre eux. Or, en app l iquan t le théorème
bien connu d^addition des arcs-tangentes, on réduit l'expression

entre crochets à la forme arc tang - < où a et b sont entiers ou nuls .
CL

Si a ou b est nul, arc tang— sera un multiple de - et si a et b sont
CL 'À

différents de o, on peut les supposer premiers entre eux et l'on
est alors conduit à une équation de la forme (2) , ce qui exige que

arc tang- soit un multiple de ' - - On aura ainsi dans tous les cas

b , TCarc tang— = k\ -9
a 4

À', étant entier; d 'où, en substituant la valeur de arc t a n g - ^

I 1 , 7 :mi arc tan^— -h ni arctan^ — == /ii ^ ?ic y \
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équation de la même forme que (3), mais où w, et n^ sont pre-
miers entre eux.

Cela posé, pour que l'équation (3) soit vérifiée, il faut que le
produit (i—i)k^ + Q^ (y -4- i)11 soit réel, c'est-à-dire il faut
que

(4) (l— ̂ 0-4- 1)^(^4- i)" = (l-{-i)^(x -i)m(y^.i)n,

Posons

a74-^==( i4 -^ (a4- ib) ) ^ i 4-a?2 =-2^ ( a2 4-6* ),
. r4- î=( i4- t )P- (c -}-id) ) ' ou I-^-^=2^(c2-^-^),

où v = = o ou = = i , selon que i -4- x1 est impair ou pair, et éta-
blissons les mêmes conditions pour a. Or, une somme de deux
carrés premiers entre eux n 'étant jamais divisible par 4, a 4- ib
et c + id ne sont pas divisibles par i + i. Enfin, un diviseur com-
mun à x 4- i et x — i divisant 2 /, a 4- ib et a — ib seront pre-
miers entre eux et de même les nombres c + id et c — id.

En substituant ces valeurs dans réqual ion(4) et remarquant
que i 4- / = i(i — /), il vient

(CT-^-^6)^(c-4-îâO / t== /P (a—rô)w(c— idY,

p étant entier. Or, les nombres (a+rt) et {a — ib) étant pre-
miers entre eux, il faut que

(a-r- ib)m == £(c--^)^

£ étant une unité complexe, et, en se rappelant que m et n sont
premiers entre eux, on en tire

a -h ib = EI (a 4- ijî)'»,

c — ̂  == £3 (a 4- t'P)7",

£, et £3 étont des unités complexes et a + i^ étant un nombre en-
tier complexe, ce qui donne

( x-r-i^ £i(r4- ^(a+î?)'1,

ï y4- (=£2( i4-0^(a—ip)^ .
(5)

Il raut donc que x et y satisfassent à ces conditions. On en tire
aisément

1 1+^2^ 2V^

(6) / ^.y2--'?^^

' •r — Y^ o(mod A ) ,
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où A = a2-!- jî2 est un nombre impair >> r et où v et a sont nuls
ou égaux à i (^ ).

3. SOLUTION COMPLÈTE DES ÉQUATIONS (6).

On est ainsi conduit à trouver toutes les solutions entières posi-
tives et > i des équations indéterminées

i-4-.r2=^/i et l-}-xî=ïzn.

M. Lebesgue (2) a démontré que la première est impossible en
nombres entiers x elz, si n >> i .

Nous allons appliquer à la seconde un procédé analogue à celui
de M. Lebesgue. Supposons d^abord n impair et > i. Comme x
est impair et >> i, posons x == 2 p 4- i, p étant positif, d^où

p2-+.(p-4-l)2==^,

équation qui peut s^écrire

[p + (p -+-1) i] [p — (p 4-1)1] == s " .

Or, un diviseur entier complexe, commun à p 4 - ( p 4 - i ) ^ et
à p — ( p + i)î, divise aussi 2p, a (p 4- i) et p2 + (p + i)2 et se
réduit par suite à une unité. Il faut donc que

(7) p-^(p-+-T)^=£(a4- lp)w ,

où e est une unité complexe et où a+ i^ est un nombre entier
complexe dont la norme a2 4- (î2 est égale à z. En mult ip l iant les
deux membres par

ff- *
(l—i)n=(—ïl) 2 (i-O

il vient
n-l n-i

9. 2 x^-i î î=£ i - [a -h p — ( a - p)^,

£ < élant une unité complexe, équation qui peut s'écrire

n -1 n—l
i 2 v-^-i 2 t==£i[(a-4-P)A-i-(a~- 'p)Bi]

(* ) On peut aussi démontrer que ces conditions ( 6) sont suffisantes; mais
nous n'en n'avons pas besoin ici. Voir les Comptes rendus^ 1896, n0" 4 et 5.

( 2 ) Voir les Nouvel/es Annales, t. IX, p. 180; j^o.
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on A et B sont des nombres entiers réels. Mais cela exige que

(a+p)A=±-2^~
ou

( a — ( 3 ) B =±•2-2-.

Or, a2-}- j32 étant égal au nombre impair 5, l'un des nombres a
et (3 sera pair, Pautre impair et, par conséquent, a ± [3 sera im-
pair, ce qui donne

a = h p = ± r .

Si a est pair et égal à a a ^ , on en tire

a •+- ip = •2ai ± i ± îa, i = =h i[i ± %ai (i =fc i)]

et si P est pair et égal à ï ̂ , il vient

a 4- ij3 = =h i ± i ̂  + 2 pi i == ± [i ± '2 pi ( i ± i)],

c'est-à-dire que l'on aura, dans tous les cas,

a-4- i p = £ 2 [ i - 4 - - 2 r ( i = h i ) ] ,

où /• est un nombre entier et où £2 est une unité complexe, ce
qui, substitué dans (7), donne

(8) P - + - ( P -+-i) t= £3[r-+-2r(i:+:t)p,

£3 étant une unité complexe.

En développant le second membre, on aura

[l4--2r(i±i)]"== P ± t Q
OÙ

n

P=i+(Ï)(2r)-2(;)(27-)'+^4a*(n(ar)<-,

n

Q=(ï•)(2/•)-^-2(?)(2/^-+2(3^)(27 l)34-^4^•^0(2^A
Â-='»

a^ et &A étant des nombres entiers ou nuls et où Fon a posé

n ( n — î ) ( n - ' i ) . . . ( n — k - ^ - ï )
1 .2 .3 ... k—————— - (^-

Pour que l'équation (8) soit vérifiée, il faut que

P ± Q = = ± r .
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On aura donc les cas suivants :

i° P -h Q == i , ce qui donne

i 4- 4 nr -+- 8 M r = i,

où M est un entier, d'où
n -4- 2 M = o,

ce qui est impossible, n étant impair.

2° P ± Q == — i, ce qui donne une équa t ion de la forme

'2 -h 4 M == o,

M étant entier , ce qui est aussi impossible.

3° P — Q == i, ce qui donne
n

-2(S)(2r)2-4(^)(27-)'+^4(ffl/,-^)(2)(2r)*=0,

<-=4
d'où

n

—2(S) (9. r^^^a^b^W^r^-^^-i^^.
Â-=*

Or, n étant impair et >> i, on peut poser n — i == a"4"1 a, où a
doit être supposé impair et a entier positif ou nul, ce qui donne

n

(9) ^^M-}-^î(ak—bk)(î)(ir)^=^na,
Â-=:t

où M est un nombre entier. Considérons le terme général sous le
signe de sommation

U.=,(a.-^) ̂ -^-^•••(»-^) (̂ .-,
1 .2 .0 • • • A.

(X:=4,5,6, ...,/î).

Ce terme UA est un nombre entier ou nul. En disposant autre-
ment les facteurs et en remplaçant n — i par sa valeur a01"1"1 a, on
aura

^k-i
U/c = î^1 na{ n — i )... ( n — k + i) ————-, ( ak— bk ) /^-2.

I « ' 2 . 3 . . » / C

Or, comme on le sait (1), la plus grande puissance de 2 qui di-

( ' ) Voir LEGENDRE, Théorie des Nombres, ïn t rodur t ion , XVIII.
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vise 1.2.3 ... k sera égale on inférieure à 2^"* et, par consé-
quent, la forme irréductible de la fraction

2^—

1.9 . .3 ... À

ne contiendra pas le diviseur a dans son dénominateur. Tous
les autres diviseurs de 1 . 2 . 3 ... À' d iv i s an t le produit
naÇn -— 2 ) , . . ( / < — k -+-i), on peut écrire

U/,==-2a4-lN^

N^ étant entier ou nu l ; en subs t i tuant ces valeurs en Inéqua-
tion (9), il vient

aa-i-2]VI -r-^a+iN =: '^na,

N étant entier ou nu l ; d'où

4M -+-îN == na,

ce qui est impossible, 720 étant impair et >>o.

Donc, Inéquation i + x'1 == ' î z n n'admet pas pour x et z des va-
leurs entières supérieures à i , si n est un nombre impa i r >> i .

On en déduit que l'impossibilité subsiste encore si n cont ien t
un diviseur impair >> i. En effet, si/ / i = = = p m , m étant impair
et >> i, l'équation se rédui t à i -^x2^ 2(5?)^.

Donc pour que Inéquation i + x2 === 2 z " , ou n ;> i , admette des
solutions entières supérieures à i, il faut que n soit une puissance
de 2. Or, Lagrange ( * ) a démontré que Punique solution en nom-
bres entiers ;> i de l'équation i -(- x2 == 2.5/( est x == 289, z == i3,
et, par conséquent, notre équation devient impossible pour n > 4-

Nous sommes ainsi conduit au théorème suivant :

Les valeurs entières positives de /î, pour lesquelles V équa-
tion \-\-xï={î.zn admet des solutions entières plus grandes
que i, sont n= i, n === 2 et n==: 4 •

5î n === i, ï7y a <//^ infinité de solutions, si n === 2, Inéqua-
tion se réduit à F équation de Pell x^— '^z2 ==— i qui a aussi
une infinité de solutions données par des formules bien con-
nues (2), et si n = 4, on a l'unique solution x = 289, z = i3.

( ' ) Voir LAGRANGE, Œuvres, t. IV, p. 394, et aussi V Intermédiaire, t. V, p. 9^1.
(2 ) Voir, par exemple, LEGENDRE, Théorie des Nombres, première Partie, § VI.
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4. SOLUTION COMPLETE DU PROBLÈME.

Les équat ions (6) ne peuvent donc être résolues que dans les
cas su ivan t s :

( I ) j I+a72== A- ( I I ) | ̂ ^ A) (111) i14-"2^
' 1 I - + - r 2 = = 2 A , j i-+.y2=.^A2, v ( i -4-y2=^A 2 ,

( iv) ( ^"^ A- (v)!14-"2^
v / ( i 4 -y2==2A\ v / ( I -+-^2^2A^.

Nous allons en déduire toutes les solutions de notre équation (3)
en étudiant les équations (5) correspondantes.

Dans le premier cas, on aura

d'où

x -4- i = £i(a -+- l'P),

y+ î= £2( i -4 - t ) (a— ip),

y-4- t= £3(14- î )( .y—Q == Zî[x -^-î + ( . y — i ) t j ^

£3 étant une unité complexe. En identifiant les parties purement
imaginaires, il vient

±x±.\=\,

qui donne x =^= o à rejeter et x = db ^, d^où A === 5 et y == ± 3.
Or, pour que .r +y soit divisible par A, il faut que x et y aient
le même signe et Fon aura la première solution de notre équation,
celle d'Euler,

f \ I I 7T(10) arctang - -l- arctang - == - .
2 •3 ^

Dans fe deuxième cas, on aura

jc-l- i == £i(a + ip),

y+ i = = £ 2 ( i + i ) ( a — ^ 8 ) 2 ,
d'où

J-H=== £3( l4- l ) (a -— i)2 = £3[ .y24-^ .y_ i4_ ( .y2_2 .y__ , )^ j^

ce qui donne
x2 ± 2 a? — i = ± i,

d'où .c == ±:,.i ± ^/3 et x = o, valeurs à rejeter, et x == ±: '^, ce qui
donne A == 5 ety === ± ̂ . Pour que x + y soit divisible par A,

xxvn. 1^
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il faut qae x et y aient des signes opposés; on trouve ainsi comme
deuxième solution

i i ir( i l ) -2 a r c t a n g - — a r c tan g ^ ==-^ .

Dans le troisième cas, on aura

d'où

ce qui donne

X^- i = £i(l-h l)(^-}~ t'P),

y+ l=£2( l+0(a—tP)2 ,

2y+2i== £3(1-1- t)(;r — i)2,

a?2 ± 2 ;r — i =±2,

d'où x === ± i, à rejeter, et *r == ± 3, d^où A = 5 e t y = ± ^ .
Pour que x -+-y soit divisible par A, il faut que x et y aient le

même signe; on aura ainsi la troisième solution de notre pro-
blème, celle de Vega,

(12) 2 arctang ^ -l- arctang - = - •
o 7 4

Dans fe-s deux derniers cas, on a A == i3,y == ± 23g.
Le système IV n'a donc pas de solution et dans le dernier cas

on a x ==± 5. Pour que x -\- y soit divisible par A, il f au t choisir
les signes opposés de x et dey et Fon trouve ainsi la dernière des
solutions, celle de Machin,

i r TT
( i3) 4 arctang - — a r c t a n g —— == y •

5 '^^ ^

Les équations (10), (l ' i) , (12) et (i3) sont ainsi les seules solu-
tions de notre problème (1 ).

( 1 ) J'ai fait aussi une étude assez détaillée de l'équation à trois termes

\ arctang - -t- ^ arctang - 4- v arctang ^ = k- et de l'équation générale à n

termes. Voir sur ce sujet : Comptes rendus, 1896, n08 4 et 5, et mon Mémoire :
Sur l'application de la théorie des nombres entiers complexes à la solution

en nombres rationnels de l'équation c^ arctanga^-i- ... + c^ arctang x^ == k ^-j
publié dans VArchiv for Mathematikog Naturvidenskab, Christiania, 1896.


