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SUR LES SURFACES QUI PRÉSENTENT UN RÉSEAU CONJUGUÉ
FORMÉ PAR DES COURBES

DONT LES TANGENTES APPARTIENNENT A UN COMPLEXE TÉTRAÉDRAL;

Par M. A. DEMOULIN.

Dans un Mémoire intitulé : Sur deux classes de surfaces
analogues aux surfaces tétraédrales (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XXIV, p. 2), M. RafTy a posé et
résolu le problème suivant :

Trouver toutes les surfaces représentées par les formules

x = Ui(^)Vi(tQ, y == VîWV^v), z = IM^Va^),

les fonctions Ui et \i étant telles que les courbes u = const. et
les courbes v === const. forment un réseau conjugué.

Les surfaces satisfaisantes peuvent .être réparties en quatre
classes définies respectivement par les équations

(I) .r=UiVi, ^=U^V,, ^==V3;

(II) X = Um^Vn'^^ y == U^V^s, 3 = M^^ï;

fgMf fg(v}dv ^8W^
t, f ————• ÏTt» I ————- ÏTtf f ———•J p-+-/wi v ̂  unise v v-^ms z •==. ufltïe v ('"t"w9:(III) x = i^ie v p+wl. y = u^e îv v-^mi, z == u'i^e

r\]du r^dv
100,07 == I ————— + ( —————90 J u-\-a J v-^a

\]du r^dv
u-\-a J v-^a

rvdu rvdv
^y-j-.-^b^j^b-(IV)

'U^M /^v^rudu r\dvlog z == 1 ——— 4- / ———•[ b J u+c 1 v + cu -(- c i v -t- c

Les surfaces des trois dernières classes jouissent d'une pro-
priété commune: les tangentes aux courbes u.= const. et aux
courbes v == const. appartiennent à un mê'nc complexe tétraédral
dont le tétraèdre fondamental a pour faces les plans coordonnés et
le plan de rinfini.
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Je me propose de montrer que, réciproquement, ces surfaces
sont les seules qui présentent un réseau conjugué exclusive-
ment formé de courbes dont les tangentes appartiennent à un
même complexe tétraédral, Vune des faces du tétraèdre
fondamental étant le plan de l'infini.

.Tindiquerai ensuite une nouvelle solution du problème de
M. Raffy.

I.

Prenons pour plans coordonnés les faces du tétraèdre situées à
distance finie. Les courbes dont les tangentes appartiennent au
complexe télraédral satisfont à Inéquation

a.ixdydz -h ai^ydzdx -}- a^zdxdy = o,

a < , 03, a3 étant trois constantes dont la somme est nulle.
Supposons que les coordonnées x, y, z de la surface cherchée

soient exprimées en fonction des paramètres u et v du système
conjugué. On a

à2x . àx - àx
-—T- = A — -+- B — ,
àuàv au àv

^y _ A ^y ^. R ̂-;—— == A —— -+- o —— f
àuàv ou, àv

à'9-z . a s _ àz
-— = A — -4- B — •
àuàv au àv

La tangente aux lignes ^==const., ^ == const. appartenant au
complexe létraédral, on a, en outre,

s
s

ày àz ày àz àz àx àx àv
ai x — — = aire —- -— 4- ̂ y — — -+- a^z — -v- = o,

au au au au " au au du au

ày àz àv àz àz àx àx ày
ai .y—- — = ai a? —• — -4-02 y — — -4- 03 -s — —• =o,

àv àv àv àv " àv àv àv àv

et le problème consiste a intégrer ce système de cinq équations
aux inconnues x, y, ^, A, B. A cet effet, posons

x == loga:, y == logy, ,;' = log^
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les équations ci-dessus deviendront

à2 v' . àx' ^ àx' àx' àx'—-— = A 3— -^- B — -4- — ——»(^MW (?M (̂ P au àv

^ /=A^'+B^'+(^() /,()M()P ()M àv au àv
àîzl i àzf n ̂ ' '̂ ()5'—— = = A — - + B - T - + 3 - — ?OMO^ (^M op au àv

s «l^^
'au

s-îl
^a?'
'5?'

Des deux dernières, on déduit, pardiffércntialion,

(3) sai à^x'
àuàv

fàx'Y
^~àu)

s ai
à2^
àuàv

fà^Y
< à v }

«1 aa asMultiplions les équations (i) par ̂ r^p ̂ y ^^rcspec-
()M ()p au àv au àv

tivement et additionnons les équations obtenues; il viendra, en
tenant compte des équations (2) et de la relation ai 4- ag -(- 03 == o,

àîxl

(4) s »!
àuàv

àx' àx'
au àv

Les équations (3) et (4) constituent un système de trois équa-
.. , . , , . à^x' à^y1 à2z'lions linéaires homoeenes aux inconnues ai ——» aa-——» a-i •-—-•0 àuàv ~ àuàv àuàv

Or, on s'en assurera aisément, le déterminant des coefficients des
inconnues n^esl nul que si la surface cherchée est un cylindre
dont les génératrices sont parallèles à l'un des axes coordonnés.
Écartant celle solution évidente, on peut remplacer les équa-
tions (3) et (4) par les suivantes :

à^x'
àuàv == o, à^y' _

àuàv ~~
à^z

àuàv
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lesquelles donnent, par intégration,

(5)

a/==Ui-4-Vi,
y==U2+V2,
^==U3-+-V3,

Ui, Ua, Us désignant des fonctions arbitraires de M, e tVi , Va, V3
des fonctions arbitraires de v,

Portons ces valeurs de x ' y y ' ^ z ' dans les équations (i), il
viendra

A
\]\

P^
U?
A
^

V,

Va
B

'V 4- 1 == 0,

d'où, par éliminarion,

U' V
1
 v

 1

(G) U / T7/
2 " 2

1 l
Tj7~ vT
"S ' 3

Quant aux équations (2), elles deviennent

s «i
u'i s^=0-

et l'on est ramené à l'intégration des équations (6) et (^).
Or, l'équation (6) est une conséquence des équations (^),

jointes à la condition a< + tta + 0^3 === o. Il suffira donc de s'oc-
cuper de ces dernières.

Ces équations sont susceptibles d'une interprétation géomé-
trique qui facilitera la discussion. Si l'on se reporte, en efiet,
aux équations (5), on reconnaît que le problème actuel revient
à la détermination de la surface de translation, lieu des milieux
des cordes dont les extrémités s'appuient sur deux lignes (U)
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cl (V) respectivement définies par les équations

; 2 /==2Ui , y ' r ^aUa , z = îL^,
^^aVi, y=2V2, ^==2 Va,

les tangentes aces lignes étant parallèles aux génératrices du cône

S^-o-U a*

Cela posé, on peut prendre pour (U) et (V) des droites, ou
bien, pour (U) une droite et pour (V) une courbe proprement
dite, ou enfin, pour (U) et (V) des courbes proprement dites.

Examinons successivement chacun de ces trois cas.

I. (U) et (V) sont des droites,
Soient

i Ui = wi log« 4- (AI, / Vi = ni log(? 4- '/i,
/ Us = m^ 10g U -4- y.î, < \2 == /îî logt» 4- V2,

( Us = m^ lûgM -+- ^3, ( Vs = Tîs \O^V 4- V3

les demi-coordonnées des droites (U) et (V). Ces droites étant

parallèles à deux génératrices du cône ̂  aî, == o, on a\<j x

<»)
"i <Xî «a _

OT) OTÎ w» '

^ + ^ + ^ = 0 .
/Il Tîs ^3

La surface de translation correspondante est le plan

x' == mi log u -{- ̂ i logp 4- pli -t- YI,
^ == 7^2 lûg M -t- ^2 lûgP -h p,2 -1- ^2i

S' == Wa JOg M 4- 713 logP 4- (Jl3 4- V3>

et la surface cherchée a pour coordonnées

.r^JOl^7"!^!, y ==7?2^A /W2^M2, ^ ==/?3MW3P /^3,

/^n /?2? /^3 désignant trois constantes arbitraires. On reconnaît
les surfaces de la deuxième classe. Ces surfaces peuvent être
représentées par Inéquation

(9) x^y^z^'^D,



A, B, C, D élani arbitraires. Il suffira, c»i effet , de déterminer les
constantes m^ m^y m^^ n^ /Za, Uy par les équations (8), aux-
quelles on adjoindra les suivantes :

A m\ 4- B m<i -4- G mg == o,
A/ii -i-B/i2 -T-C/13 ==o.

Diaprés Fénoncé même du problème dont la surface (9) est une
solution, les lignes u === const. et v == consl. constituent un sys-
tème conjugué, et leurs tangentes appartiennent au complexe
létraédral défini par les constantes a < , ag, 03 ; mais il y a plus : à
chacun des complexes tétraédraux, en nombre simplement in f in i ,
qui ont même tétraèdre fondamental que le complexe donné, il
correspond sur la surface un tel système conjugué. Parmi ces
systèmes conjugués, il y en a deux formés par les lignes asym-
plotiques de Fun ou Fautre système.

II. (U) est une droite et (V) une courbe proprement dite.
Soient

Ui •== mi \of,u -T- y-i,
Ua == ma log u -h pi2,
LÎ3= WslogM-+-(JL3,

les expressions des demi-coordonnées de la droite (U) . Exprimons

qu'elle est parallèle à Func des génératrices du cône ^îi === o.
11 viendra

^L^^^-^^o.//7.i m^ m^

Celle équation, rapprochée de la condition

ai -4- 02 -h 23 -= o,

montre que Fon peut prendre pour ai, 02, ag les quantités

W i ( W 2 — — W 3 ) , m2(W3— Wi), 7W3(Wi— ^2),

en sorte que Féquation du cône s'écrive

S m^mj— ms) ̂
x1 ~

Les tangentes de la courbe (V) seront parallèles aux génératrices
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de ce cône, si Von a

S mj{fn^-
V<

wi(/?i2— ^3) _

On satisfait de la manière la plus générale à cette équation en
posant v'-^ *•('>.v'-^-.^-

v.';̂ ").
g (y) étant une fonction arbitraire de son argument.

On déduit de là les coordonnées de la surface cherchée :

p_^ ^ p_i^ ^^^
x == u"1^ e v t'+m^ y =t= u"h e v ^-i-7"^ z=uf'lie J ^'"s.

Ces équations définissent les surfaces de la troisième classe.

III. (U) et (V) sont des courbes proprement dues.

Ecrivons l'équation du cône de la manière suivante ;

b — c c — a a — b
y ' y' z'

Les tangentes aux courbes (U) et (V) étant parallèles aux géné-
ratrices de ce cône, on a

h — c c —- a, a — b___ i ___ i ___ — ci_^_ _ ^ _ ^ _ — o,
U i U ̂  U 3

b — c c — a a — b
y—— + —Y—— -+- —^—— = <?*
v l ' 2 ' 3

La solution la plus générale de ces équations est donnée par
les formules

ir ==-u-, v7 == v
;( + a v + a

ir - u v v
"2-,^-&' ^^.-^-T;'

lL„ v == -y-
U, -s- €' 3 V -+- C.

XXV.
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On en conclutles équations des surfaces de la quatrième classe

. u , r v ,; a. == ( ——— <fM + f ——— ^P ,
M -t- a J ^ -4- a\osr x == / ——— du -\- \ -b J u -+- a J v

/ U /* V
log y =•: ———,- du -+- / ——

°" u -h 6 J (̂  4-
———-rdv.
v 4- b ?

log^== /————O?M -+- /
J U -r- C J P -+- c

dv.

Le problème que nous venons de résoudre a été posé pour la
première fois par M. Sophus Lie. Diaprés l'illustre auteur (1),
les surfaces de la quatrième classe constitueraient la solution la
plus générale de la question. On vient de voir qu'à ces surfaces
il faut joindre les surfaces de la deuxième classe, connues depuis
longtemps, et les surfaces de la troisième classe, découvertes par
M. RafTy à l'occasion du problème rappelé au début de ce travail.

II.

11 y a peu de chose à ajouter aux calculs qui précèdent pour
obtenir une nouvelle solution du problème de M. Raflj.

Soit à chercher les surfaces définies par les équations

. r=UiV, y = U 2 V 2 , ^ = U s V 3

les lignes u = const. et v == const. formant un système conjugué.
Après avoir considéré le cas où la dérivée de l'une des six fonc-

tions U/, VA serait nulle, ce qui le conduit aux surfaces de la pre-
mière classe, M. Raffy est amené à intégrer l'équation

Ui V,
Ui V;
U, V,
^ Vî '
Us Va
U'3 V, '

==0,

(*) Géométrie der Berûhrungstransformationen, p. 384.
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qui peut s écrire

(JogUiV (logVi/
I î

(logU»y (logVî/

(logUs/ Ooî^y

De celle équation, on déduit

(10) ai -r- a.î -T- a^ = o,

a\ a^ rt3
(r)

(lî)

( logU,) " ( l o g U â / ' ( logUaY"

Ci\ Ctî 0,1

(logVi/'4" (TogVz)'4" nog"̂
Je dis que les rapports mutuels des fonctions a^ 03, u^ sont

constants.
En effet, les équations (10) et (î î ) donnent

d'où
(at + aî) OogTj^ - OogTv 4" (To^to?

—!- == fonction de u.dî

De même, de (10) et (12) on conclut que -1 est une fonctionCTS
de v. Le rapport —1 est donc constant, et il en est de même du

rapport aj •

On a donc, a\, a^ 03 désignant des constantes,

s ai
( l o g U t / ' Snofvo7-0' SŒI = 0,

et, de ces équations, on déduira, comme ci-dessus, les surfaces
des trois dernières classes.


