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SUR LES SURFACES QUI PRESENTENT UN RESEAU CONJUGUE
FORME PAR DES COURBES
DONT LES TANGENTES APPARTIENNENT A UN COMPLEXE TETRAEDRAL;

Par M. A. Demovurin.

Dans un Mémoire intitulé : Sur deux classes de surfaces
analogues aux surfaces tétraédrales (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XX1V, p. 2), M. Raffy a posé¢ et
résolu le probléme suivant :

Trouver toutes les surfaces représentées par les formules
z=Ui(0)Vi(v), y=Us(u)Va(v), z=Us(u)Vs(v),

les fonctions U; et V; étant telles que les courbes u = const. et
les courbes v = const. forment un réseau conjugué.

Les surfaces satisfaisantes peuvent étre réparties en quatlre
classes définies respectivement par les équations

() z=U0,Vy, y =U,Vy, z=Vj;;
(”) Z = uMiph, Y = uMapha, 3 = uMipns;
glv)dv m g(u)d‘: m rglv)dy
() z=ume ! vy oy = yume 2 orm; 3= uMse " oy s
Udu dev
logz = ’
u—+a v+a
Udu V dv
(avy logy—fu+b v+ b’
Udu ) Vdy
log = | ume+ /sie

Les surfaces des trois derniéres classes jouissent d’unc pro-
priété commune : les tangentes aux courbes w= const. et aux
courbes v = const. appartiennent & un mé-e complexe tétraédral
dont le tétratdre fondamental a pour faces les plans coordonnés ct
le plan de U'infini.
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Je me propose de montrer que, réciproquement, ces surfaces
sont les seules qui présentent un réseau conjugué exclusive-
ment formé de courbes dont les tangentes appartiennent a un
méme complexe tétraédral, U'une des faces du tétraédre
Jondamental étant le plan de U’infini.

Jindiquerai ensuite une nouvelle solution du probléme de
M. Raffy.

Prenons pour plans coordonnés les faces du tétraédre situées a
distance finie.. Les courbes dont les tangentes appartiennent au
complexe tétraédral satisfont a 1'équation

oy zdyds + asydzsde + ayzdzrdy = o,

@y, a3, &y étant trois constantes dont la somme est nulle.
Supposons que les coordonnées x, y, z de la surface cherchée
soient exprimées en fonction des paramétres u et ¢ du systéme
conjugué. On a
02z oz ox

ou oy =A5?¢+B37’
Ry 9 4
duos =2 ou T B
02z 03 0z
dudvaE_.—B(;.

La tangente aux lignes u — const., v = const. appartenant au
complexe tétraédral, on a, en outre,

dy 90z xdy()z . 03 ‘)x—q—azoxt-)‘}—’-o
Salz_l-t:);_ii ou Ju Y 9u ou 3% ou ou

dy 05 dy 03 0z ox _ Oz oy _
Saiz‘—-g‘—)—fllz‘w%—‘—mg‘y%w—kflaa()v ov-—O,

et le probléme consiste & intégrer ce systtme de cinq ¢quations
aux inconnues z, y, 5, A, B. A cet effet, posons

z' =logz, ¥y =logy, 3 =logs;
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les équations ci-dessus deviendront

A
dudv du o " ou W’
oty Y’ AN
Q) dudv_Adu+B o T 9w o0’
923 \ 2{’ =B 0z’ 4% 0z' 93’
dude ' ou o ou oo’
a o
(2) d_zlj = o, ) 3;‘ =o.
ou ra

Des deux derniéres, on déduit, par différentiation,

“ oz’ oz
; ! dudo * Jdudy
3 S oz N\t S orN:
(5) ()

Muluiplions les équations (1) par

d.z' dz c)y dy” 93’ 0 97 oz TOSpPCC”

Ou 9 0w dv du v
tivement et additionnons les équations obtenues; il viendra, en
tenant compte des équations (2) et de la relation a, + a; + a3 = o,

02z’

dudv
(4 S % 5o ="
ou ov
Les équations (3) et (4) constituent un systéme de trois équa-

02z 9%y’ 02z
tions linéaires homogénes aux inconnues a, 390" 2 9ude’ 3 Jmoe”

Or, on s’en assurera aisément, le déterminant des coefficients des
inconnues n’est nul que si la surface cherchée est un cylindre
dont les génératrices sont paralléles & 'un des axes coordonnés.
Ecartant cette solution évidente, on peut remplacer les équa-
tions (3) et (4) par les suivantes :

L 9y 023 —o
duoe — % Juov ouow



— 86 —

lesquelles donnent, par intégration,

z' = U1+V1,
(5) }": Ug+Vg,
! 5 =Us+ Vs,

U,, U,, U, désignant des fonctions arbitraires de «, et V,, V,, V,
des fonctions arbitraires de ¢.

Portons ces valeurs de 2/, y/, 5' dans les équations (1), il
viendra

A
W%——?—FI:O,
A LB i
T :
AL =
T/ A
d’oti, par élimination,
' l_ I
U,V
1 1
6 — & 1|=o0
(6) A
oL
(TN A

Quant aux équations (2), elles deviennent

ct I'on est ramené a I'intégration des équations (6) et (7).

Or, I'équation (6) est une conséquence des équations (7),
jointes a la condition oy + a5 + a3 = o. Il suffira donc de s’oc-
cuper de ces derniéres.

Ces équations sont susceptibles d’une interprétation géomé-
trique qui facilitera la discussion. Si I'on se reporte, en effet,
aux équations (5), on reconnait que le probléme actuel revient
a la détermination de la surface de translation, lieu des milieux
des cordes dont les extrémités s’appuient sur deux lignes (U)
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et (V) respectivement définies par les équations

x' = 22Uy, v = 12U, 5 =2Uj,
' =2V, ¥y =2V, 3’ =2V;,

les tangentes a ces lignes étant paralleles aux génératrices du cone

a
§z=o
x

Cela posé, on peut prendre pour (U) et (V) des droites, ou
bien, pour (U) une droite et pour (V) une courbe proprement
dite, ou enfin, pour (U) et (V) des courbes proprement dites.

Examinons successivement chacun de ces trois cas.

I. (U) et (V) sont des droites.

Soient
s Uy = my logu + p,, Vi = nyloge + vy,
Ug = Mg lOgu—'—P.g, Vg = Ng lOgV-}—\@,
U;s = m3 logu + s, Vi = n3loge + v,

les demi-coordonnées des droites (U) ct (V). Ces droites élant

2\ . A a
paralléles a deux génératrices du céne S;‘l’ =o0, 0na

[ oy a -2
‘ L 242,

my mqy m;

(8) a a a
TR T RN

ny ny ng

La surface de translation correspondante est le plan
"= my logu + nyloge + py + vy,

’

= mylogu + nalogy + pg + va,

<S8

’

s’ = mylogu + nslogo + ps + v,
et la surface cherchée a pour coordonnées
x'_—_Pl un vn,, }/ =P2 um,gn,, 2 =P3u""9"-‘7

Prs P2, ps désignant trois constantes arbitraires. On reconnait
les surfaces de la deuxiéme classe. Ces surfaces peuvent éire
représentées par I'équation

9) A yb 26 = D,
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A, B, C, D éiant arbitraives. 1l suffira, en effet, de déterminer les

constantes my, my, My, Ry, Na, Ny par les équations (8), aux-
quelles on adjoindra les suivantes :

Amy+ Bms+ Cmz = o,

Any +Bny +~Cnz =o.

D’aprés I'énoncé méme du problé¢me dont la surface () est unc
solution, les lignes # = const. et ¢ = const. conslituent un sys-
eme conjugué, et lcurs tangentes appartienncnt au complexe
tétraédral défini par les constantes a,, a,, a3; mais il y a plus : a
chacun des complexes tétraédraux, en nombre simplement infini,
qui ont méme tétracdre fondamental que le complexe donné, il
correspond sur la surface un tel systtme conjugué. Parmi ces
systémes conjugués, il y en a deux formés par les lignes asym-
ptotiques de I'un ou 'autre systéme.

II. (U) est une droite et (V) une courbe proprement dite.

Soient
Uy = m, logu + py,

Us =mylogu + y.,
Us = my log u + pg,

les expressions des demi-coordonnées de la droite (U). Exprinons

e 3 o dra b . Qa
qu’elle est paralléle & I'une des génératrices du cone b;’ =o.

11 viendra
X L) A3

—_— 4 —— 4 —= =0

my ms mg
Cette équation, rapprochée de la condition
2y + Ay + 23 == 0,
montre que 'on peut prendre pour 2, a,, %; les quantités
my(mg —m3), my(mg— my), my(m;— mz)g

en sorte que l'équation du céne s'écrive

x

X My(my—m
s 107y “)=o

Les tangentes de la courbe (V) seront parallcles aux génératrices



de ce codne, si 'on a

S mq(mg— my) o
Vi

On satisfait de la maniére la plus générale a cette équation en
posant

ny
V= ———a(»
1 m, 0 o ( )’
my
Vo= —Z2—g(v
2 ms o ,&,’( )7
’” ng -
Yy = — (Y
3 ny -+ ¢ o ( )’

g (v) étant une fonction arbitraire de son argument.
On déduit de 14 les coordonnées de la surface cherchée :

glondy

. f gleyde
r=ume W vm ,

m m’f v-+m
y=um:e *

j';‘;u’)du
2 =uMe 3 vy

Ces équations définissent les surfaces de la troisiéme classe.

L. (U) et (V) sont des courbes proprement dites.
Ecrivons Péquation du cone de la maniére suivante :

b—c c¢c—a a—b
P 5 “+ ——=o0.

Les tangentes aux courbes (U) et (V) étant paralleles aux géné-
ratrices de ce cone, on a

I)—c+c—-—a+a—1):0
U, U, U !
b—c¢c c¢c—a a—20b

v,l -+ \,; -+ V"; = 0.

La solution la plus générale de ces équations est dounée par
les formules

U " A%
U= ——, V), = —
u—+a v+ a

U \Y%
Vo= /0= —
Uy w+ b’ Ve 0+ b
Vs e Vi e

XXV.

~E
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On en conclut les équations des surfaces de la quatriéme classe

logz‘:f v du—i—f-—l—du,
u—+a v+a

U v
u—+ bdlt+,/v+bdv’

logz:f v du+f v de.
u+c v +c

Le probléme que nous venons de résoudre a été posé pour la
premiére fois par M. Sophus Lie. D’aprés lillustre auteur ('),
les surfaces de la quatriéme classe constitueraient la solution la
plus générale de la question. On vient de voir qu'a ces surfaces
il faut joindre les surfaces de la deuxiéme classe, connues depuis
longtemps, et les surfaces de la troisiéme classe, découvertes par
M. Rally a 'occasion du probléme rappelé au début de ce travail.

logy =

II.

Il y a peu de chose a ajouter aux calculs qui précédent pour
obtenir une nouvelle solution du probléme de M. Raffy.
Soit a chercher les surfaces définies par les équations

x:UxV,, Yy = Ung, Z=U3V3,

les lignes © = const. et ¢ = const. formant un systéme conjugué.

Aprés avoir considéré le cas ou la dérivée de I'une des six fonc-
tions U;, V serait nulle, ce qui le conduit aux surfaces de la pre-
miére classe, M. Raffy est amené a intégrer I'équation

UV
A

U, V,

T oxr | =0,
2 Va
UV

Uy Vi

(*) Geometrie der Beriihirungstransformationen, p. 384.
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qui peut s’écrire
1 ]
(TogUy)" (logVy)

1 T

, 1] =o.
(logU;)  (logVy) °
I 1
(logUs)" (logV;Y
De cette équation, on déduit
(10) a, +~ a;+az = o,
ay as ag
-~ ~ 7= 0,
(n) (TogUp " (TogUsy + (logUyy — °
ag Qs Qaa _
(12) (TogVyy T (TogVy) T Togvay — &

Je dis que les rapports mutuels des fonctions a,, a., a; sont
constants.
En effet, les équations (10) et (11) donnent

Ay

(@y+as) =
! ¥ (TogUs)y — (logUyy * (logUy)'’

d’oul

a .
L — fonction de u.
asz

De méme, de (10) et (12) on conclut que ! est une fonction
as
de ¢. Le rapport g-: est donc constant, ct il en est de méme du
rapport Z—'--
3

On a donc, a,, a;, ay désignant des constantes,

@ _ @ -
(TogUy = SU%WY"“ Sm_“

et, de ces équalions, on déduira, comme ci-dessus, les surfaces
des trois derniéres classes.



