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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LES TRANSMUTATIONS;
Par M. C. BourLET.

J'ai étudié, dans un récent Mémoire ('), une catégorie trés
générale d’opérations que j'ai nommées transmutations. Je vais,
dans cette petite Note, indiquer quelques nouvelles propositions
sur ce sujet; mais je tiens, auparavant, & réparer une omission
bien involontaire que j’ai faite en ne citant pas, dans cette étude,
les travaux de MM. Pincherle et Calo dont je n’avais pas eu connais-
sance.

Je dis qu’on a défini une transmatation a n variables dés qu’on
a donné un moyen de faire correspondre a toute fonction de n
variables une autre fonction des mémes variables. J'ai, dans le
Mémoire précité, recherché la forme générale de toutes les trans-
mutations telles qu’il existe une relation donnée entre les trans-
muées de trois fonctions w(u, ¢), m, (u; ¢), T, (&, ¢); T 7, T
étant trois composantes données et u et ¢ deux fonctions arbi-
traires.

Cette recherche, comme je I'ai montré, se raméne a la détermi-
nation de la forme générale de toutes les transmutations qui sont

telles que I'on ait
Glu+v)=0u~+ Gy,

Gu désignant la transmuée de u; transmutations que je nomme
additives. Or, &3 mon insu, les propriétés générales de ces opéra-
tions additives avaient déja été établies par M. Pincherle, profes-
seur & 'Université de Bologne, pour le cas d'ure seule variable (2),
puis étendues par M. Calo, au cas de plusieurs variables (). J’ai
donc retrouvé ces propriétés, déja connues, et, en particulier, le
fait intéressant que toute transmutation additive, uniforme, con-

(*) Voir Annales de I’Ecole Normale supcrieure, avril-mai 1897.

(*) S. PINCHERLE, Acta Mathematica, t. X, p. 153-182, ¢t Hendiconti della
R. Accademia dei Lincei, 17 février 1895.

(*) CALY, Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, t. 1V, 2¢ sem., p. 52; 1895.
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tinue et réguliére, peut étre représentée par une série de la forme
ofer+kyt...+kny
o =B a1y gy et

Mais la voie que j’ai suivie étant différente de celle de mes pré-
décesseurs, je suis parvenu 4 une expression générale des coeffi-
cients a; i, , nouvelle qui, dans les applications praliques, me
parait d'un maniement plus commode. L’application, que j’ai
faite, de ces résultats a la dérivée d’indice fractionnaire ou négatif
avait déja été faite par M. Pincherle dans le cas particulier ou cet
indice est un nombre entier négalif (*). Jai, ensuite, introduit,
dans cette étude, la notion de forction opérative qui est la fonc-
tion suivante, formée avec les coefficients de la série (1) :

. _2: Ky ks K
S (@1, @2y ooy Xns By, B9y o0y Bp) = (270 T T LY ¥ N

Cette notion m’a permis de donner une régle simple pour dis-
tinguer & laquelle des deux catégories de transmutations, déja
signalées par M. Pincherle (2), appartient une transmutation
donnée. Les applications, que I'on peut faire, de cette fonction
opérative et les considéralions sur l'intégration des équations
différentielles linéaires d’ordre infini, qui terminent mon Mé-
moire, me sont personnelles, a ce que je crois du moins.

J'ajouterai, pour clore celte introduction, qu'outre les quatre
Mémoires que je viens de signaler et qui contiennent de nombreux
points communs avec mes travaux, M. Pincherle a publié cinq
autres Mémoires sur les propriétés et les applications des trans-
mutations additives qu’il nomme opérations fonctionnelles distri-
butives (3).

(') Rendiconti d. R. Acc. dei Lincei, 12 avril 18g6.

(?) PiINCHERLE, Della validita effectiva di alcuni sviluppi in serie di fun-
zioni. (Rendiconti d. R. Acc. dei Lincei; 1896.)

(*) S. PINcHERLE, Sulle operazioni distributive commutabili con una ope-
razione data. (Accad. R. d. Sc. di Torino; 1895.) — Le op. distrib. e le omo-
grafie. (R. C. del. r. Ist. Lomb. di Sc. et Lett., serie II, t. XXIX; 1896.) — Op.
distrib. le equazioni differensziali lineari non omogena. (R. C.d. R. Accad. dei
Lincei, 29 avril 1896.)— Sulle equazioni diff. lineari non omogena. (R. Accad.
delle Sc. d. Ist. di Bologna; 1896.) — Genno sulla geometria dello spazio
funzionale. (R. Acc. d. Ist. di Bologna, 1} février 1897.)
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I.

J’ai, comme je viens de le dire, déterminé la forme générale de
toutes les transmutations telles qu’il existe, quelles que soient
les fonctions u et ¢, une relation donnée entre les transmuées
de trois fonctions composées w(u, o), m (u,¢), 7 (1, ¢). Une
question qui se pose, alors, naturellement, est celle-ci :

Eziste-t-il une transmutation @ telle que U'on ait, a la fois,
quelles que soient les fonctions réguliéres u et v, les deux re-
lations

Gln(u,v) =0 t G[m(u, )], B[ ma (1, v)];,
BLY(u, )] = x| B[4 (u, 0)], Gl (u, o)1,

T, Ty T, §, $uy Yo, ¢ €ty étant des fonctions données? (G u dé-
signe la transmuée de u).

Comme je I'ai démontré (') on peut toujours ramener une des
deux relations a avoir la forme simple

(1) C(u+v)=0Cu~+ Co.

J’ai nommé transmutations additives celles qui vérifient la re-
lation (1) et, par suite, le probléme précédent se raméne toujours
a celui-ci :

Déterminer toutes les transmutations additives qui vérifient,
en outre, une relation donnée telle que
(2) G[n(u,v)]=9§G[1t,(u,v)],G[nz(u,v)]:,
quelles que soient les fonctions u et v.

Ce probléme, ainsi posé, n’admet pas en général de solution,
c’est-a-dire qu'étant données, au hasard, deux relations de la
forme (2), il n’existe pas, en général, de transmutation véri-
fiant a la fois ces deux relations.

Pour le prouver, il me suffira d’examiner un cas particulier. Je
choisis celui oa la relation (2) est de la forme

(3) Buv = ¢(Bu, &),

(*) Loc. cit., p. 141 et note, p. 18g.
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et je vais montrer que la fonction ¢ ne saurait étre arbitraire.
D’abord, la fonction ¢ devra étre indéfiniment symétrique (')
si, comme je l'explique dans mon Mémoire (p. 138), on écarte
les transmutations banales qui font correspondre & toute fonc-
tion u la méme fonction fixe. On peut-alors, d’aprés une propo-
sition d’Abel (*), trouver une fonction §(z), d’une seule variable,
telle que la relation (3) se mette sous la forme

(%) $(Bup) = §(Bu) Y(Ev).

D’autre part, C désignant une constante arbitraire, réelle ou
imaginaire, on déduit de la relation (1) celle-ci (3):

&Cu=CBu;
on devra donc avoir
$(CBu) = §(Bu) $(8C).
Il en résulte que la fonction ¢ (z) devra vérifier la relation

$(Cz) = $(2) $(BC);

on en déduit, en posant

2 1og[4(a)] = F(2),

CF(Cz)=F(3).

(*) Je dis qu’une fonction ¢ (z, y) est indéfiniment symétrique, lorsqu’elle est
non seulement symétrique, mais encore lorsque ¢ [, ¢(y, )] est aussi une fonc-
tion symétrique des trois variables z, y, z.

(*) Loc. cit., p. 139.

(*) Loc. cit., p. 146. Je ferai remarquer, 4 propos de cette relation, que
M. Pincherle, et a sa suite M. Calo, la considérent comme une conséquence €vi-
dente de la relation fondamentale

Cu+v)=8Bu+&o.
C’est effectivement vrai lorsque C est une constante reelle; mais cela me parait

beaucoup moins intuitif lorsque C est imaginaire et j'ai cru utile, dans mon
Mémoire, d’en donner une démonstration précise.
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De la, enfin, on conclut que

F(z) = ‘-zl"

a étant une constante et, par suite, que
${(3) = bazs,

b étant une nouvelle constante. Pour que la relation (4) soit com-
patible avec la relation (1) il faut donc qu’elle soit de la forme

(Euv)a=b(Gu)2(&v)a.
La relation (3) doit donc avoir, a son tour, la forme
(5) Cuw=kGuby,

k étant une constante (ou une fonction donnée).

La fonction ¢ ne peut donc, comme je I'avais annoncé, étre
arbitraire.

Il nous reste a trouver toutes les transmutations vérifiant les

relations (1) et (5). En remplacant &u par-;z Gu, la relation (5)
prend la forme plus simple

(6) Cuv =6ubo,

et, en derniére analyse; je suis conduit & chercher toutes les
transmutations additives telles que la transmuée d’un produit
soit le produit des transmuées des deux facteurs.

Or, de la relation (6), on déduit immédiatement celle-ci :

Guk u’;'. k= (B uy Yer (Bug)¥s. . .(Bupy)n,

uy, Uy ..., U, élant n fonctions arbitraires et k, ks, .. ., k, des
exposants entiers positifs. Supposons alors que la transmuta-
tion & soit une transmutation a4 n variables x,, z,, ..., Z,, et
prenons
uy = xy, Uy = x5, ceey Up= Zp.
Posons, en outre,
Ery=w (24,23, ..., 2s),
Czy = w3 (21, 23, ..., Za),

............. ee tssesanny

Cxp=w,(2y, 23, ..., 24),
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‘on aura
Cxhiak. . 2f = (0 (wa)k. . (wy)kn

D’ailleurs, comme je I’ai montré ('), une transmutation addi-
tive, uniforme, réguliére et continue, est parfaitement définie
dés qu’on connait les transmuées de toutes les expressions de la
forme 2% z%:. . . 2% pour toutes les valeurs possibles entiéres, posi-
tives ou nulles, des exposants &y, k3, ..., k,. La transmutation
cherchée est donc ainsi parfaitement définie et ce n’est aatre chose,
en vertu des conclusions de mon Mémoire, que la transmutation
qui consiste a faire la substitution de w,, w,, ..., w,, respec-
tivement a z,, Xy, ..., Z,. Nous arrivons donc a la proposition
intéressanlte que voici :

Tuatorime. — La substitution (ou changement de variables)
est, a un multiplicateur prés, la seule transmutation additive,
uniforme et réguliére, qui est telle que la transmuée du pro-
duit de deux fonctions quelconques puisse sexprimer au
moyen des transmuées de ces deux fonctions (?).

II.

Dans ce qui précéde, je n'ai parlé que de la recherche de trans-
mutations vérifiant deux relations dont chacune ne contient que
des transmuées de deux fonctions arbitraires « et ¢ ou de fonctions
composées de celles-ci. Il est clair qu’on pourrait se poser des
problémes plus généraux en se donnant des relations qui contien-
draient, en outre, les fonctions u et ¢ elles-mémes. J'ai, dans la
Préface du Mémoire dont je parle, indiqué, sans démonstration,
deux relations qui suffisent pour caractériser la dérivation; je
vais, pour donner un exemple de ce nouveau genre de questions,
développer ici ce paint.

(*)-Loc. cit., p. 187.

(*) M. Pincherle (Rendicontt d. R. Acc. dei Lincei, 17 février 1895) avait
déja démontré que la substitution est la scule transmutation additive telle que
Pon ait,en outre,

Cuv=6Gubyv;

le résultat auquel je parviens est, on le voit, beaucoup plus général. Dans une

Note plus récente (2 mai 1897), M. Pincherle a recherché les transmutations

additives qui admettent un théoréme de multiplication d’une forme particuliére.
XXVv. 10
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Tutorkme. — La seule transmutation additive, uniforme,
continue et réguliére, &, telle que Uon ait, quelles que soient
les fonctions réguliéres u et v, la relation

(7) Cuv=vGu+ ubv,

est celle qui est définie par une égalité de la forme

Ju Ju
W) ~— + Wy —— ...+ W, —
d.Z'l ()-Z'-z dx,,

q]

u =

©y, Wy, ..., 0, Elant n fonctions déterminées.
Soit, en effet, C une constante arbitraire, la relation (7) donne
ECu=CCu—+ uGC.
D’autre part, puisque la transmutation est additive, on a
6Cu=Cou,

et, de ces deux relations combinées, on conclut, d’abord, que I'on
doit avoir, quelle que soit la constante C,

(8) tC=o.

De la relation (7), répétée plusieurs fois, on déduit aisément
celle-ci :
i=p
(9) Cujy. . Ui Uilipq.. .u,,:E Uyl Ujg Uity UpCuy,

i=1

Wiy Us,y «.., Up élant p fonctions arbitaires des n variables z,,
Zgy ..., Z,. Enprenant d’abord

U= Usg=...== u,,:x,“
on en conclut
el n—1 .
Q;x,,_px}, Ezh,

puis, plus généralement,
i=n
-} Kioy ki ook b — o Rict ki1, k; K
Cal. . .ajralialin. . 2l = Eklwl'...xi'_;xi‘ zhin . G,
=1

En d’autres termes, si I'on pose
‘

— pk H
u=zhay. . .z
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kyy ks, ..., k, élant des entiers positifs ou nuls, on a
~ u Ju ou

10 Gu=-—0Cx — (9.7' ——-C.T .
(10) 9z, o &+ e f- R I oz, n

Soit, alors, P(zy, xs, ..., Z,) un polynéme entier ¢n z,, z., ...,
Zp, la transmutation & étant additive, la transmuée du polynéme I
sera la somme des transmuées de chacun de ses termes; en appli-
quant a ces termes les relations (8) et (10) et en tenant complc

de la relation
CCu=CGu,

on en conclut que I'on a

GP(x,,x,,...,x,,):dof-; Gx1+§;;; Cr,+ —1—;;;%51',,.

Ceci posé, soit u(x.,xg, ..., &, ) une fonction réguliére dans
le voisinage du point .'r,, zy, ..., zp, c'est-d-dire une fonction
developpable, dans le voisinage de ce point, en une série ordonnée
suivant les puissances croissanles, entiéres et positives, de z, — .,
Zy— T3,y -y Zn— Zy. Désignons par ¢, (x4, 2, ..., 2,) le poly-
ndme entier de degré p obtenu en arrétant Je développement aux
termes de degré p, on aura, d’aprés ce que je viens de dire,

)
(11) wo,,(x,,.r‘,....,x,,)_ (P”er + CPP(,-I'Q*F...‘F L Gx,.

OZ p,
.. R . , . .. do,,
Faisons croitre p indéfiniment : 9, aura pour limite w; %,
184 b d.l‘1
P 0 . ‘ . du  du
%, ..., 2 auront, respectivement, pour limites ~—, —, +-+,
dl'g ox, dxy" 0z,
Ju

. - La transmutation & étant, par hypothése, continue ('), on
n

aura aussi
lim(Cop,)=Elim(o,) =Tu,

et Pégalité (11) devient, a la limite,

ou Ju Ju
1 Cu= —Cux ~—Gzyg+...+—0
(12) oz, L+ o e oz, Xy,

qui a la forme indiquée dans I’énoncé.

(*) Loc. cit., p. 136.
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Lorsque &x,, &x,, ..., &x, sont des constantes arbitraires,
cette égalité ne différe de celle qui donne la différentielle to-
tale de « que par la notation. Si donc on convient de désigner
la transmutation particuliére dont il s’agit par le symbole d, au
lieu de &, I'égalité (12) s’écrit

ou

ou
{lu = —- dx
du oz, dr,+ oz,

Jdu
—dre+...+
Ty

3 dz,.

Dans le cas d’une transmutation & une seule variable z, on a

du
GCu = t_i.;' G.Z',

ce qui montre que la transmutation est une dérivation, a un fac-
teur (&) prés.



