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BULLETIN

DE LÀ

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Statique des polynômes; par M. FÉLIX LUCAS.

Définition de V action algébrique. — Je considère un poly-
nôme F(-s), du degré/?, à coefficients réels ou imaginaires, fonc-
tion de la variable z = x +y \/— i.

En désignant par H le coefficient de zP et par^ == Xn+y,^—i,
une des p racines de Péquation F(^)===o, on a identiquement

(i) ¥(z) = H(z—Zt)(z - ̂ ) ... (z—Zn) ... (z ~ Zp).

Chacune des racines Zn^ considérée comme une coordonnée affixe
relativement à un système d^axes rectangulaires, détermine un
point M,, du plan. Les/? racines déterminent, par conséquent, un
système de p points,

MI, Mi, ..., M/(, ..., Mp.,

que nous pouvons appeler les points-racines du polynôme F(^).
La variable z peut elle-même être regardée comme Faffixe d\in

point mobile N.
Cela posé, matérialisons par la pensée les points racines M,

ainsi que le point N, en attribuant à chacun d^eux une masse
égale à l'unité, et supposons que chacun des points M repousse N

XVÎI. 2
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en raison inverse de la dislance MN. .Nous donnerons à la résul-
tante des forces par lesquelles N est sollicité le nom d'action algé-
brique des points-racines du polynôme F(s).

Les projections P et Q de cette action totale sur les axes des x
et des y sont déterminées par les formules

p ^ Y ______X—Xn_______
Àâ(x—x^-^(y-y^

(^) Q=V y - y -
^ ^{x—XnY-^-^<(;y--;r,,)2-4-(^-y,,)2

On a, par suite,

(3) p-Q^r7=y—i- =^(^./ y ^z-z^ F (.s)

Les composantes P et Q sont donc respectivement égales à la
partie réelle et au coefficient de — \ / — i que donne la fraction

•CV/ _ \

rationnelle ———•F ( z )

Condition d9 équilibre. — Pour que P et Q soient nuls, il faut
et il suffit que la valeur attribuée à z soit une racine de l'équation
F'(^) === o. En d'autres termes : La condition nécessaire et suf-
fisante pour l'équilibre du point N est que ce point coïncide
avec un des points-racines de la dérivée du polynôme consi-
déré (1).

Une droite indéfinie tracée dans le plan et laissant d'un même
côté de sa direction tous les points-racines M, laisse aussi, d'un
même côté de sa direction, tous les points-racines M'du poljnôme
dérivé F'(^), car tout point situé de l'autre côté de cette ligne est
évidemment repoussé et ne peut pas être en équilibre. Par consé-
quent : Tout contour fermé convexe environnant les racines
d'uneéquation algébrique environne aussi les racines de F équa-
tion dérivée.

Si tous les points M sont en ligne droite, on peut prendre,
pour contour fermé convexe, une ellipse infiniment aplatie, com-

(*) J'ai indiqué cette propriété dans une Note insérée le 20 juillet 1868 aux
Comptes rendus de l'Académie des Sciences. Les conséquences qui en découlent
ont fait l'objet de Notes ultérieures en date des 26 janvier et 9 février 187^,
a8 juillet 1879.
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prenant tous les points M entre les deux extrémités de son grand
axe; par conséquent : la droite contenant les points M contient
aussi les points M'. Il est clair, d^illeurs, a priori, que Féquilibre
d^un point N n'est possible que sur cette droite.

Désignons par M,, et M,,̂  deux points-racines consécutifs, et
supposons que N se meuve depuis M,, jusque M,^i ; Faction algé-
brique, toujours dirigée suivant la droite considérée, sera d^abord
infinie dans le sens M^ M^^_< ; puis, finalement, infinie dans le sens
opposé; elle s^annule nécessairement dans rintervalle. Par consé-
quent : Si tous les points-racines d'une équation sont en ligne
droite, cette droite contient aussi les racines de l'équation
dérivée', entre c(eux racines consécutives de l'équation proposée
il y a nécessairement une racine ne la dérivée. Nous retrou-
vons ainsi le théorème de Rolle.

11 est évident aussi que : Tout axe de symétrie ou tout centre
de symétrie des points racines d'une équation est axe de sy-
métrie ou centre de symétrie des points-racines de l'équation
dérivée.

Si, parmi les points-racines de Féquation proposée, il se trouve
n points infiniment voisins les uns des autres, les actions exercées
par ces points sur un autre point N, pris dans leur intime voisi-
nage, sont infiniment grandes et rendent négligeables les actions
du reste des points-racines. On trouvera donc (n—i) positions
d^équilibre à Finlérieur d^un contour convexe infinitésimal enve-
loppant. Par conséquent : Lorsqu'une équation admet n racines
égales, le point multiple correspondant à ces racines représente
(n— i) points-racines de l7 équation dérivée.

Potentiel de l'action algébrique. — Posons

(4) FOO^X+Y/^-^R^;

désignons d^ailleurs par

(5) y.n =^V(.r — xn )î +(r —y^

le module du binôme (2 —Zn) .
Nous aurons identiquement

(6) lognépR== S logncp^-h lognép module deH.

et, par conséquent, en prenant successivement les dérivées par
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rapport à x el par rapport à y,

i dR _ ^n i d\Xy, ^n y—^' ar< == Y _L (/!Jltf =, V ___y—a^___
R dx ~ ^ây.n dx ~~ Zà (.r — x,^ .̂ (y _y^ y 9

l^^V.-L^^V ____^—^___
R o(r JM^ û(r ^(^-^)2-+-(^—7^)'2*

(7)

En nous reportant aux formules (2), nous trouvons

( p — L ̂  — ^^g "^P R
(8) ) -^-———G~'

\ o — 1 dR — ^ l ogn épR
( ' ~ R dy "" dy

Par conséquent : Le logarithme népérien du module de F(^)
est le potentiel de Inaction algébrique du groupe des points-
racines de ce polynôme.

Les courbes de niveau et leurs trajectoires orthogonales. —
En exprimant que ce potentiel est constant, on obtient la série
des courbes de niveau, normales aux actions résultantes. Leur
équation générale, du degré ï p , est

(9) X 2 - r - Y 2 = = const.

Elles sont caractérisées et peuvent être définies par la relation
géométrique

(10) NMi x NMs x . . . x NM,, == const. ;

ces courbes sont, par conséquent, des cassinoïdes ayant pour
foyers les points-racines (M).

En faisant varier la constante du second membre, depuis zéro
jusque Pinfini, on obtient d'abord/? circonférences infinitésimales
entourant les points M, puis des systèmes de courbes fermées sans
branches infinies, puis une seule courbe fermée qui passeàPinfini
du plan.

On obtient les trajectoires orthogonales des courbes de niveau
en posant

Y
(n) -y == const.

A.

Ces courbes algébriques et du degré p sont caractérisées et
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peuvent être définies par la relation géométrique

( la) JNMiS- r -NMaS- t - ... -4- NM^S == multiple de TT,

S désignant un point à l ' infini pris dans une direction arbitraire,
mais fixe.

Chacune de ces courbes possède/? branches infinies hyperbo-
liques, partant respectivement des points-racines M et dont les
asymptotes passent toutes par le centre des moyennes distances de
ces points en figurant une rosé des vents. Cette disposition étoilée
des asymptotes motive la dénomination de stelloïdes que j'ai pro-
posé de donner à ces courbes (1 ).

Groupes polaires. — Désignons par , l'intensité de l'action
%

totale exercée sur le point N et par y l'angle que fait la direction
de celle force avec la direction positive de l'axe des x\ nous
aurons

( i 3 ) p+Q^-r^^-

et, par conséquent,

l y»/-=T
k6

<•<) fê^-^-r-^
Pour chaque système de valeurs de k et de Y, cette équation

donne p valeurs de z qui, considérées comme des affixes, déter-
minent les points

LI, La, ..., Lp.

Nous appellerons groupe polaire l'ensemble des p points ainsi
obtenus.

Il est clair que tous les points d'un groupe polaire sont éga-
lement actionnés, en intensité et en direction, par les points-
racines M du polynôme F(-3). Cette définition permet de déter-
miner un groupe polaire en se donnant un seul de ses points.

En donnant au paramètre k une valeur inf inie , on obtient,
comme groupe polaire, le système des points-racines M; c'est le
groupe polaire fondamental'.

(l) Géométrie des polynômes, Mémoire inséré en 1879 au XLVI" Cahier du
Journal de l'École Polytechnique.



Eu faisant k égal à zéro, on obtient les points-racines M' du
polynôme F^(^); c'est le groupe polaire dérivé. Le nombre des
points de ce groupe se réduit, par exception, à (p — i), parce que
l'on néglige un point situé à l'infini dans une direction indéter-
minée.

Nous appellerons groupes polaires principaux le groupe fon-
damental et le groupe dérivé.

Ombilics. — II peut arriver qu'un groupe polaire contienne un
point double (ou même, dans certains cas particuliers, un ou plu-
sieurs points multiples).

Pour déterminer les diverses positions de ces ombilics ; il suffî t

d'éliminer-e'Y^"^ entre l'équation (i4) et sa dérivée.

On trouve ainsi
,.^ F^)_F^)
( I 3 ) FC^-F7^

équation du degré 2 (p — i); il existe, par conséquent, ï ( p — i)
ombilics.

On peut donner à cette équation la forme suivante

F - ( z ) ~ \ F ' ( z ) _ F^) - )/F^)
u / F'(^}—XF(-5) ~~ F\z)—VF(z) '

7.et5/désignanl deux paramètres arbitraires de la form.e a-{-b\/— i.
Le premier membre définit en grandeur et en direction l'action

algébrique du groupe polaire déterminé par l'équation

<-> m-
Le second membre définit, de même, en grandeur et en direc-

tion Faction algébrique du groupe polaire déterminé par l'équa-
tion fë?'---

Les deux actions algébriques dont il s'agit sont égales d'après
l'équation (16), équivalente à l'équation (i5). Par conséquent :
L'action algébrique d'un groupe polaire sur un ombilic est
constante en grandeur et en direction^ quel que soit ce groupe
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polaire. Cette action est toujours égale à celle du groupe des
points-racines (M).

Intensité et direction de l'action algébrique. —Reprenons la
formule

w ^Q^-î^
qui détermine les projections P etQ, sur les axes de coordonnées
rectangulaires, de Faction algébrique du groupe des points M.

L'intensité de cette force résultante et l'angle qu'elle fait avec la
direction positive de l'axe dés x sont respectivement égales au
module et à l'argument du premier membre. On a, par consé-
quent,

- . , module de V(.z)Intensité = ——5—,—-,———-»( îo) module de F (.s)
Angle de direction = arg. de F(^)—arg. de F'(^).

La première de ces relations conduit à la formule segmen-
tai re :

, . , , „ . NMi x NM^ x ... x NMp_i(20) Intensité de 1 action ==jo —\-,'s——--iui»î——————^'s •v / - NMi x NMa x ... x NMp

Par conséquent : On peut obtenir l'intensité de traction algé-
brique du groupe (M) sur un point quelconque N en divisant
le produit des distances de^N au groupe dérivé (M!) par le pro-
duit des distances de NOM groupe (M) et multipliant le quotient
par p.

La seconde relation conduit à la formule angulaire

( N M i S - h N M a S - h ... 4-NMpS,
(21 ) Direction== j -(NM,S -.NM.S + ... +NM^S),

dans laquelle S désigne le point à l'infini de la direction positive
de l'axe des x.

En nous reportant aux formules (8), nous voyons que le carré
de l'intensité de la force a pour expression analytique

-- [̂(SM^
nous voyons aussi que la tangente de l'angle de direction a pour
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JR
Q=-^L
P ^R '

</.v

R 2 = X » - + - Y 2

valeur

(23)

Or la formule

(24)

donne
/

i dR
R~dx'~

î d^
R dy ~

î̂
X»-4-Y2

X^^-Y
, ^

X2 4- Y2

rfY
^

d\
-dy

(25)

X2 4- Y2

Par conséquent, en tenant compte des identités bien connues

/ dX __ dX

/^X\2 /<^Y\2

(^)^(3ï)
X2 -t- YÎ

(/X^ "~

dX
oÇr ~~~~

rfY
^
rfY
'^>

„„ (^'-(^y
x2 -4- y2

\ /7/v. —
(26)

nous trouvons

(27) P 2 + Q 2 = =

Nous avons aussi
Y û?X ^Y

Q.^F"^^(28) p ~~ x ^x
dx Y ^Y

^

Lignes isodynamiques et trajectoires orthogonales. — On
détermine un lieu géométrique du point N si l'on assujettit l'ac-
tion exercée sur ce point à conserver une intensité déterminée. En
faisant varier cette intensité, on obtient une série de lieux géomé-
triques que l'on peut appeler lignes isodynamiques, et dont
l'équation générale est

(29) P2 -4- Q2 == const.

D'après la formule (27), ces courbes sont algébriques et du degré
pair ip.

Le premier membre de cette équation est le carré du module de
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la fraction rationnelle p/—^ on peat, par conséquent, obtenir

Inéquation générale des trajectoires orthogonales des courbes iso-
dynamiques en égalant à une constante arbitraire la tangente de
l'argument de la fraction rationnelle dont il s'agit. Nous trouvons
ainsi

(3o) — ~ === const.

D'après la formule (28) ces courbes sont algébriques et du de-
gré impair ( ' 2 p — i). Chacune d'elles peut être considérée comme
le lieu géométrique décrit par le point N lorsque l'on assujettit
Faction exercée sur ce point à rester parallèle à une droite donnée.
Par conséquent : Les lignes isodynamiques ont pour trajec-
toires orthogonales un système de lignes correspondant aux
actions parallèles.

Les points nodaux coïncident avec les ombilics. — D'après la
formule

w fê^-Q^'
P et Q sont deux fonctions des variables x ely qui satisfont aux
relations

dP ___ dq
dx ~dy

(34)
dp. - dQ:
dy dx

Pour obtenir les points du plan sur lesquels peuvent se placer
des points singuliers ou nœuds appartenante certaines lignes iso-
dynamiques, il suffit d'éliminer la constante arbitraire du second
membre de l'équation (29) entre cette équation et ses deux déri-
vées partielles relativement à x et à y. On arrive ainsi aux deux
équations simultanées

(35)

o dP -, rfQ
^-^Q^-0-
p^Q^o.dy ' dy

Analoguement, pour obtenir les nœuds possibles des lignes cor-
respondant aux actions parallèles, il suffit d'éliminer la constante
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arbitraire du second membre de l'équation (3o) entre celte équa-
tion.et ses deux dérivées partielles relativement à x et ày. Nous
obtenons, de celle manière, les équations simultanées :

(36)

( p dq dp
\ p d ï - q d i = = o î

Ip^^n^-..
( dy Q^- 0 '

Les relations (34) montrent que les systèmes (35) et (36) sont
identiques. Par conséquent : Les nœuds possibles des lignes iso-
dynamiques sont aussi les nœuds possibles des lignes correspon-
dant aux actions parallèles.

A l'un ou à l'autre des systèmes (35) et (36), on peut substituer
le suivant

(37)
^^g-
^-ë-

Multiplions la seconde équation par \/— i et retranchons-la en-
suite à la première; nous trouverons

(38) (P-Q/^,)(^g^)^,

et cette seule équation équivaut au système (37). Elle se décompose
d'ailleurs en deux autres, savoir

(39) P-Q/^7=o,

(f^\ dp ^Q /—(40) + -s/r^i^o.
dx dx

D'après la formule (3), l'équation (3g) équivaut à

(^ F'(5)
(41) FT Ï ) - 0 -

elle a pourpoints-racines le groupe dérivé (M') et tout point à l'in-
fini du plan; ce ne sont pas là des points nodaux. Nous n'avons
donc à tenir compte que de l'équation (4o), qui peut aussi
s'écrire

(42) dp - ̂  J—^ - ± Î̂ L) - <;
dx dx v l ~ dx F(3) -0-
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Au lieu de prendre la dérivée par rapport à x^ nous pouvons
prendre la dérivée par rapport à 5, et nous trouvons

(43) F^F^-fF^]
V 4 / [FWP

soit, en laissant de côté la solution correspondant aux valeurs infi-
nies de ;?,

F^) F^),(44) F ( z ) ~ ¥ f ( z ) 9

c'est précisément l'équation (i 5) à laquelle nous avons été conduits
en cherchant à déferminer les positions des ombilics. Par consé-
quent : Les points nodaux des lignes isodynamiques ou de
leurs trajectoires orthogonales coïncident avec les ombilics.

Groupes polaires générateurs. — L'équation de la ligne isody-

namique qui correspond à l'intensité ~ peut s'écrire

(45)

L'équation

' F ' ( j s ) f
module de p^ == ̂

ÎHH.-̂ ,
dans laquelle, laissant k invariable, on fera varier l'angle y depuis
zéro jusqu'à STC, détermine un groupe polaire mobile dont tous
les points se meuvent sur la ligne isoc|jnamique considérée. Par
conséquent : Toute ligne isodynamique peut être engendrée
par le mouvement d^un groupe polaire.

En attribuant à k une valeur immensément grande, on obtient
une ligne isodynamique composée de (p — i) courbes fermées,
circonférences infinitésimales entourant chacun des points M', et
d'une circonférence enveloppante dont le rayon est immensé-
ment grand; chacune de ces p courbes est monodrome, c'est-
à-dire qu'elle est parcourue par un seul point du groupe polaire
mobile.

Cette allure générale de la ligne isodynamique est conservée
lorsque l'on fait décroître /r, jusqu'à ce qu'il y ait passage par un
ombilic ou point nodal; alors se fait la première apparition d'une
courbe non monodrome. Lorsque À*, continuant à décroître, de-
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vient assez petit pour que tous les ombilics aient été franchis, on
obtient une ligne isodjnamique composée de p courbes fermées
monodromes enveloppant chacune un des points racines M.

L'équation de la ligne correspondant aux actions parallèles dont
les directions sont déunies par les angles y et (y + 71) peut s'écrire
sous la forme

F ' ( z } [ soit (—7),
(47) argument de —w == v [ h

/ ° F(^ i soit (—Y—TC).
L'équation

(48) ^>_(-f^
F(^) i . 1 -(Y+TC)/~T

f so1^

dans laquelle, laissant y invariable, on fera varier k depuis l ' inf ini
jusqu'à zéro, détermine un couple de groupes polaires mobiles
dont tous les points se meuvent sur la ligne considérée. Par con-
séquent : Toute trajectoire orthogonale des lignes isodyna-
miques peut être engendrée par les mouvements simultanés de
deux groupes polaires correspondant respectivement à des
actions de sens opposés,

Lignes halysiques. — L'équation générale, du degré (a/? — i),

Y dX ^ d\
Q ~dy dy

(49) P- ^X ^Y =const-
A —,— -+- ï —,-dx dx

de ces trajectoires orthogonales montre que chacune d'elles passe,
d'une part, par tous les points (M) et, d'autre part, par tous les
points (M'); elle établit donc entre les points appartenant aux
deux groupes polaires principaux, soit un enchaînement total, soit
des enchaînements partiels ; nous lui donnerons, pour ce motif,
le nom de ligne halysique ( 4 )

Les points d'intersection réels de la ligne isodynamique corres-

pondant à l'intensité , avec la ligne haivsique correspondant aux

deux directions opposées Y ou (TC -+- v) sont évidemment les deux

( * ) Adjectif ayant pour radical le mot grec a^uffiç, chaîne.
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groupes polaires déterminés par l'équation (48) ; leur nombre est,
par conséquent, égal à 2p.

Puisque le degré (a/?— i) de réquation (49) est impair, toute
ligne halysique possède au moins un pointa Pinfini. Considérons
son intersection avec la ligne isodynamique correspondant à une
intensité infiniment petite, ligne qui se compose de ( p — i ) cir-
conférences infinitésimales entourant respectivement les points
(M'), etd^une immense circonférence enveloppante; nous trouverons
a( /?— i) points d'intersection voisins des points (M') et, par con-
séquent, 2 points d4ntersection seulement avec la circonférence
de rayon infini. Ces deux points à Pinfini sont nécessairement si-
tués sur les deux directions opposées d^une droite parallèle à
Faction algébrique exercée sur un point quelconque de la ligne
halysique considérée. En résumé, toute ligne halysique a une
seule branche infinie, laquelle est hyperbolique et possède une
asymptote parallèle aux actions algébriques exercées sur les
points de la ligne halysique.

Si, laissant fixe dans le plan le groupe des points (M), nous
transportions F origine des coordonnées au centre des moyennes
distances ou centre de gravité de ce groupe, le polynôme F(^)
perdrait son terme du degré (/? — i), et le polynôme dérivé F'(^)
perdrait son terme du degré {p — a). L'équation (49) se trouverait,
par conséquent, dépouillée de son terme du degré ( a p — 2 ) ;
l'asymptote de la courbe passerait donc par l'origine des coordon-
nées. Nous voyons ainsi que /^ asymptote d'une courbe halysique
passe toujours par le centre des moyennes distances du groupe
des points-racines (M).

Polynômes conjugués. — Désignons par ^(^) le polynôme
conjugué de F(^), c^est-à-dire le polynôme que Fon obtient en
remplaçant la variable z = x 4-yy/— i par la variable conjuguée
z-==zx—y \/— i et chacun des coefficients Ça -4- b\/— i) par la
quantité conjuguée (a— b\j— i). Il est clair que <^(^) sera le
polynôme conjugué de F'(-c). Nous pourrons, par suite, joindre à
la formule

^ fë^'-Q^
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la formule conjuguée

(5o) ^=p+Qv/^-i:
^)

Si (Tailleurs nous désignons par , l'intensité de l'action algé-

brique dont P et Q sont les projections sur les axes des coordon-
nées, et par y l'angle que la direction de cette force fait avec la
direction positive de l'axe des >r, nous pourrons substituer aux
équations ci-dessus les deux équations suivantes :

( ̂ ) _ i -Y^T
¥ ( j s ) ~ Je '

^ W-^
( ^) k

En multipliant ces deux équations membre à membre, il vient

(5- m -̂.i.( ) FW(-) - kî

En divisant la seconde équation par la première, on trouve

F(.m.)^y^
S^)V'(Z)

Équation d'une ligne isodynamique.— L'équation (5 2) montre
que l'expression

V'(z)^'(i)
V(z)t^)

est égal au carré du module de la fraction

F'(g)
V(z)'

En se reportant à l'équation (4^)i on voit que l'équation de la

ligne isodynamique correspondant à l'intensité , peut s'écrire sous

la forme (5a), soit encore sous la forme

kV'(,) _ ^(.) ^
(54) ~W~'ky^)

En désignant par (Jielv deux paramètres arbitraires (de la forme
a 4- b\/—i), nous pouvons remplacer cette équation (54) par la
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suivante

kY'Çz)-^^) _S(.)^^kS'(^
' ; F(^)-v/:F^) - ̂ (.)-vJ(.)'

Propriété segmentaire. — Les paramètres (A et v étant entiè-
rement arbitraires, nous povons leur attribuer deux valeurs conju-
guées

( UsrXe-^^(55 bis) ^ A^ v ,
(v=.^0^.

Si nous divisons alors l'équation (55) par son second membre,
le polynôme numérateur du premier membre se trouve multiplié
par son conjugué et il en est de même au dénominateur. Le pre-
mier membre devient donc égal au carré du module de la fraction
rationnelle

/c¥f(z)—\e-Q>/:=~t¥(3)
F(z)—\/ce^^F'(z) ?

tandis que le second membre devient égal à l'unité.
Diaprés cela, si nous désignons par

Ci, Cîf ..., Cp

le groupe polaire déterminé par l'équation

(56) kFf(z)-\e-^:=ï¥(z)=o

et par
Di, Ds, ..., Dy

le groupe polaire déterminé par l'équation

(37) ¥(z)—\ke^¥\z)^o

nous pourrons écrire que chaque point N delà ligne isodynamique
considérée satisfait à la relation

(58) NGi x NCg x . . . x NCp _ i
NDi x NDî x . . . x Wp "~ X '

Par conséquent, chaque courbe isodynamique peut être dé-
finie géométriquement au moyen d^une infinité de systèmes
de deux groupes polaires, le produit des distances d'un quel-
conque de ses points aux pôles du premier groupe étant dans
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un rapport constant avec le produit des distances du même
point aux pôles du second groupe.

Le groupe (C), déterminé par l'équation (56), correspond à l'ac-

tion algébrique dont l'intensité est , > et dont la direction fait avec

la direction positive de l'axe des x l'angle 9. L'autre groupe (D),
déterminé par l'équation (27), correspond à Faction algébrique

d'intensité y-, et de même direction 9 que la précédente.

Par conséquent, pour que deux groupes polaires (C) et (D)
puissent servira la de finit ion se g ment aire de la ligne isodyna-

mique correspondant à l^ intensité j i il faut et suffit que les
K

actions algébriques relatives à ces deux groupes soient de
même direction et que le produit des intensités de ces actions

soit égal au carré de l'intensité - , •
A*

En attribuant au paramètre \ une valeur soit nulle, soit infinie,
on identifie le système (C), (D) avec le système (M), (M'). Par
conséquent, le groupe polaire principal et le groupe polaire dérivé
peuvent servir à la définition géométrique de toute ligne isodyna-
mique.

En faisant \= i, on rendrait identiques les deux équations (56)
et (57), en sorte que le groupe (D) se confondrait avec le groupe
(C), l'un et l'autre venant d'ailleurs se placer sur la ligne isodyna-
mique considérée; la formule (58) se réduirait à une identité don-
nant une indétermination complète du point N.

Propriété angulaire. — Reprenons l'équation (55) et donnons
aux paramètres [A et v des modules égaux à l'unité avec des argu-
ments quelconques, en posant

( a= e-a/^î,/,- \ i « /
(Ï9) ( . -^ <^-ï.

Cette équation (55) deviendra

(60) ,-̂  F^-^TF'^) _, ,_p^ F(^-^P^F'(.)
v ' ^)-Â-<-^-«^'(.) ^(^-A^-P^,-?'(.)

La fraction rationnelle qui figure dans le premier membre a




