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Théorémes de Trigonométrie; par M. C.-A. Laisant.

(Séance du 2 novembre 1887.)

1. Si U'on a simultanément les deux relations linéaires
suivantes, entre les cosinus d’autant d’arcs qu’on voudra

( Ay coszy — Azco8®y + ..v.... + A, cosz,=o,
1)

Ajcos(zy—+-a)+ Apcos(zy+ a) ... —3~A,, cos(z,+a)=o,

on aura aussi
(2) Ajcos(xy+8)+ Apcos(za+0)+...+ A, cos(zp,+0) =0,
0 étant une quantité arbitraire quelconque.

I suffit, pour démontrer ce théoréme, de remarqner que les
relations (1), si 'on considére A,, A,, ..., A, comme représen-
tant des lignes droites, expriment que les projections d’un certain
contour sur deux directions différentes sont nulles, et, par consé-
(juent, que ce contour est fermé. Donc sa projection sur toute
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autre direction esl aussi nulle, et conséquemment on a la rela-
tion (2). '
Il est & peine utile de faire remarquer que « doit différer de A,
k étant un nombre entier, sans quoi les relations (1) se réduiraient
A une seule.
On a aussi

(3) Agsin(o;+ 0) + Agsin(zz+0) + ...+ A, sin(z,+0) =o,

car il suffit de remplacer 6 par%t -+ 6 dans larelation (2) pour ob-

tenir ce résultat.

Il. Sil’on a les deux relations

Ay sinzy + Agsinzy 4+ ....... —+ A,sinz, =o,
Agsin(zy+ a) + Agsin(zy+ @) + ...+ A, sin(@,+ a) = o,

on aura ausst

(3) Aysin(zy+ 0) + Agsin(zy+0)4-... + A, sin(z,+ 6) = o,
(2) Aqjcos(zy+ 0) + Agcos(@p+0) +...+ Aycos(zp+0) = o.

En effet, les formules (4) peuvent s’écrire
A1cos<“'—;—+—x1> —4—...+A,,cos<;—r—+—z-,,> = o,
™ T
Ay cos(; -+ 2+ z) “+ ...+ CosA, (; +x,,+a> =o,
et il suffit d’appliquer le théoréme précédent.

III. S¢ Uon a les deux relations

Aysinzy+ Agsinzy+...+ A, sinz, = o,

Ajcosxy+ Agcos@y+ ...+ Aycosz, = o,
elles subsisteront encore st U’on remplace z,, x3, ..., xn par
zy+0, 2,490, ..., 2z, + 6.
. . L] . ,
Il suffit, dans le théoréme 11, de faire a = - pour obtenir le ré-

sultat énoncé.

IV. 11 est possible que I'on ait dans chacune des deux rela-
tions du théoréme III des sinus et des cosinus, sans que ce théo-
réme cesse d’étre applicable, au moyen d’une préparation conve-
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nable. Si, par exemple, on a les deux termes correspondants
Apcoszy et Apsingy, on peut respectivement les écrire

A m
A,,sm(;—.z‘,,‘) et A,,cos(;—-x,,).

Si les signes différent au lieu de se correspondre, comme, par
exemple, dans + A, sinz, et — A, coszp, on écrira

—Apsin(—axp) et — Apcos(—ap).

Si enfin I'une des deux relations (5), dans le théoréme III, a
un second membre b et que 'autre ait pour second membre zéro,
on pourra encore appliquer cc théoréme en écrivant

. m
b= b sin = = b coso,
2

™ .
0 =bcos = = bsino.
2

V. On remarquera que loutes les considérations qui préce-
dent et, conséquemment, les propositions I, IT et III, ne s’ap-
puient que sur la théorie des projections et sur la définition des
lignes trigonométriques. On peut donc s’en servir pour établir,
sans aucun cercle vicieux, certaines formules fondamentales de la
Trigonométrie. —

A titre d’exemple, nous allons donner ici, dans toute leur géné-
ralité, les formules qui fournissent le sinus et le cosinus de la
somme de deux ares. A cet effet, écrivons les deux identités
sinx = sinx, cosx = cosz sous la forme

. . . T .
1.81In X = SInx sin ; -+ cos& sin o,
. ™
1.COSx = SInx COS ; -+ cOosx coso,
Le théoréme III s’applique, et, en remplagant § par y, on a
. . . ™ .
sin (z +y) = sinz sin ( 3 +y> —+ cosz siny,

. T )
cos(x +y) =sinzcos ( 5 +y) —+ cosx cosy,
c’esl-a-dire
sin(z—+y)=  sinzcosy + cosz siny,

cos(z +y) = — sinz sin y +cos z cosy.
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Voici une autre application. On a, dans un triangle, les rela-
tions
acosB + b cosA =c,

b cosC—+ccosB=a,

que fournit la seule théorie des projections.
On peut les écrire

acosB + bcos(—A)+ccos(—m)=o,
a cosw + b cosC + ¢ cos(— B) =o,

et sous cette forme on voit qu’elles rentrent dans I’énoncé du
théoréme I, car les différences des arcs sont

Tt—B=C+A=—B+m
Donc
acos(B+0)+ bcos(8 —A)+ccos(8 —x)=o,
asin(A+0)+bsin(0 —A)+csin(f —=n)=o.

En particulier, la derniére formule, si I’on fait § = o, donne

asinB = bsinA.

VI. On peut étendre aisément la plupart des considérations
précédentes aux fonctions hyperboliques.

St Uon a deux relations de la forme

AlChxl-i— A,Chx,—i— ...+BQ Sh_}"—}— Bz Sh.}’g—i—.. .= 0,

(6) Alshx,+A,thz+...+B,Chy,—%—B,Ch_y,—}—...:0,

ces deuzx relations subsisteront lorsqu’on y remplacera les arcs

Zyy Zaye ooy Yy Yaye oo parzy+8, 200,000, i +0,72+0,. ..,
O étant une-quantité arbitraire quelconque.

On le démontre en ajoutant, multipliant par €9, en soustrayant,
multipliant par e~?, puis en combinant par addition et soustrac-|
tion les deux résultats.

De la sorte, on déduit immédiatement les formules d’addition
des identités

1.Shz = ShzCho + Chx Sho,

1.Chz = Chax Sho 4+ ChzCho;
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car, en ajoutant y, il vient

Sh(# +y) = Shy Chy + Cha Shy,
Ch(x +y) = Shy Shy + Chz Chy.

Si deux termes sont de signes contraires, on les rendra de méme
signe comme ci-dessus en remplacant Shz par — Sh(—z) et
Chz par Ch(— z).

Si dans une relation il y a un second membre b et dans ’autre o,

on écrira
b="5.Cho, o=>5.Sho,

ainsi qu’il a été fait dans 'exemple qui préceéde.
Enfin les théorémes I et II s’appliquent, eux aussi, aux fonc-
tions hyperboliques, et I'on obtient ’énoncé suivant :

Sil’on a simultanément les relations

(7) A1Chw,+A2Chz‘2+...—|—BIShyl+B,Shy2«x—...:o,

Ay Ch(zy+a) + A Ch(zg+a) +...

8
( ) +B15h(_y1+a)+BQSh(y2+a)+...:0,

on aura aussi, § étant quelconque,

{  A1Ch(zy+0) -+ AyCh(zy+0)+...

() | -+ B Sh(yi~+6)+ BySh(ya-+0)+...=o0,
( ) Al Sh((l'l—lr-e)—f—Az Sh(xg—f‘ 0)+...
10

-+ B{Ch(y;+0)+ B, Ch(y:+0)+...=o.

En effet, si 'on multiplie la relation (7) par Cha, si 'on re-
tranche de (8) et si 'on divise par Sha, on tombe sur la seconde
des relations (6 ), et il n'y a plas qu’a appliquer le théoréme pré-
cédent.

Ces diverses propositions peuvent étre utilisées dans les calculs
auxquels conduisent certaines questions de Géométrie analy-
tique.



