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Sur une proposition d’ Algcbre; par M. HavLpaes.

(Séance du 13 juin 1877.)

8i Uon désigne par les lettres f, ¢, § trois polynémes entiers a
deux variables x, y, quelles sont les conditions nécessaires et suf-
Jisantes pour que Uon ait identiquement

(1) f=A¢ + By,

A et B étant aussi des polyndmes entiers en x, y?

La réponse a cette question est des plus aisées dans le cas ou
chacun des systémes de solutions des équations 9 = o0, ¢ = o est
simple. Dans ce cas, il faut et il suffit que chacun de ces sys-
téemes annule f. J’admettrai ici ce résultat comme connu. Dans les
autres cas, la question est plus difficile 4 résoudre. Cette difficulté
a été surmontée par M. Nother. On peut énoncer comme il suit la
solution donnée par ce savant géométre (Math. Ann., t. VI):

Soit (z,3) un systéme de solutions des éguations ¢ = o,y = o}
soient a, b deux développements procédant suivant les puissances
entiéres, positives et ascendantes de (x —a) et (y —B). Pour
gue fsoit de la forme (1), il faut et il suffit qu'on puisse déter-
miner a et b par la condition

(2) JS=ag+by,

et gu'il en soit de méme pour chaque systéme de solutions des
€quations considérées.
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Cette proposition étant trés-importante, je crois utile d’en donner
ici une nouvelle démonstration. :
Je suppose, en premier lieu, ¢ = x. Je groupe, dans f, ¢ ct B, les
termes indépendants de x, et j'écris

f=zf'"+F(y), v=20¢+Y¥(y), B=«B'+ 11'.,()”).'

En faisant le méme groupement dans (1), et retenant seulement les
termes indépendants de x, on obtient

(3) Fy)=w(r)¥(r)

cest-a-dire, pour l'exactitude de l'équation (1), en supposant
¢ =x, il est nécessaire que la partie indépendante de x dans f
soit divisible par la partie indépendante de x dans {.
Cette condition est suffisante, comme on le voit immédiatement.
Soit 3 une racine de ¥ (y). Je suppose la condition (2) remplic
pour le systéme (o, 3). Par le méme raisonnement, j'en conclus

Fly)=0b(r)¥(r)

b, étant une séric convergente dans le voisinage de y = 3. J’en
conclus que I contient le facteur (y — 3) au moins ala méme puis-
sance que ¥. ‘ »

Si maintenant il en est de méme pour chaque racine de ¥, il en
résulte que F est divisible par ¥. Donc la proposition annoncée
est prouvée pour le cas oz I’on a ¢ = x.Au moyen d’une substitu-
tion linéaire, j’en conclus que la proposition est prouvée aussi pour
le cas oiu ¢ est un trindme du premier degré en x, y.

Jarrive maintenant au cas général. Supposons, pour un instant,
les coeflicients de ¢ variables, ct faisons-les varier de telle sorte que
le systtme de solutions (a, f3) multiple d’ordre n se change en
n systémes différents (o, 31), (%s» Ps), - - - - Soient Py, Py, ... des
trinomes du premier degré assujeltis simplement aux conditions de
s’évanouir, Py pour x = ay, y = 45 Py pour & = 24,3 = {3y, ....

En méme temps, un second systéme de solutions (o, ') multiple
d’ordre n' se change en r/ systémes différents. Soient, de méme,
P, P,, ... des trindmes assujettis a des conditions analogues; et
ainsi de suite.

Soient I1le produit de tous ces trindmes et ¢ le polynome g dont
\'88 It
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on a fait varier les coeflicients. Toutes les solutions communes a
¢ = o et ¢ = o étant simples, j’ai

M=Ag+BY,

et B’ étant des polynomes entiers. Cette relation subsiste i la
A’ et B étant des polynd t Cette relat ubsiste a1
limite, lorsque ¢’ = 9. Alors Py, P,, ... s’évanouissent pour x = «,
y = B, et ainsi des autres.

De la cette proposition préparatoire :

Si Py, Py, ... sont des trinémes du premier degré en x, y, as-
sujettis simplement & s'évanouir pour x = a, y =p; st P,, P, ...
sont, de méme, des trinémes assujettis & s'évanouir pour x = o,
y =@'; et de méme pour chaque solution commune a9=o, ¢ =o,
on peut choisir le nombre de ces trindmes de maniére a avoir
identiquement, en désignant par 11 leur produit, et quel que soit
le polynome entier f,

(4) If=C¢ + Dy,

C et D étant aussi des polyndmes entiers.

Je suppose maintenant la condition (2) remplie aux environs de
(e, 3). Il résulte alors de (4), et dans les mémes limites,

(alll—C)o + (b — D)y =o,

ct par suite

(5) C=all +cy,

c désignant un développement analogue i a.

Je considére séparément dans Il le facteur P;. Les solutions
communes 3 Py = o et ¢ = o autres que («, (3) sont toutes simples
et ne font pas évanouir ¢. Elles font donc évanouir C, d’aprés (4).
En ce qui concerne la solution («, ), I’équation (5) peut étre en-
visagée comme exprimant que la condition (2) est remplie a I'égard
de Py, §, C, jouant le réle de 9, ¢, f. D’ailleurs P, est un trinome
du premier degré. Donc, d’aprés un résultat précédent,

(6) C=C,P, + B,

C, et B désignant des polynémes entiers.
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La valeur (6) de C, portée dans (4), conduit 4

Comme II contient le facteur Py, le cocflicient de ¥, donc cette der-
niére identité, contient aussi ce facteur. Je le supprime, et je désigne
par Il le produit des autres trindmes. J’ai alors

(7) O f=Co-+D{.

Je répéte sur (7) et a I'égard de P, le méme raisonnement, et ainsi
de suite. Je fais ainsi disparaitre du coefficient de fdans (4) tous
les trindmes relatifs 4 la solution («, ).

Si maintenant les conditions analogues a (2) sont satisfaites par f
pour toutes les solutions communes 4 ¢ = o et ¢ = o, on fera de
méme disparaitre tous les trindmes P, P”, .... Donc f est de la
forme (1). C’est ce qu'il fallait démontrer.



