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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS

Sur quelques théorémes d’arithmetique; par M. LAGUERRE.

(Séance du 22 janvier 1873)

1. On connait la proposition suivante : « ¢(m) désignant combien il y a
de nombres premiers 4 m et non supérieurs a m, on a

m=¢(d) +¢(d) + () + ...,

d, d’, d" désignant la suite des diviseurs de m, parmi lesquels figurent 1
et m lui-méme (*). »
Cette proposition peut se généraliser ainsi qu’il suit :
Désignons en général par (m, f)’ ou m désigne un nombre entier et k
une quantité réelle quelconque commensurable ou incommensurable, le
. . - . m .
nombre des entiers premiers avec m et non supéricurs a --; on voit que,

k
sik=1, on a (m, m) =¢ (m).

(*) Voy. Sermer, Algebre supérieure, t. 11, p.13.
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Cela posé, je dis que I'on a. m désignant un nombre entier et (%) la

partie entiére du quotient ’_"k_,

m 1 d d m
1 - )= - - o — vee —_

) (k <i,k)+<d,k>+(d,k>+ +(m %),
la somme contenue dans le second membre s’étendant a tous les diviseurs
1,d, 4, ..., m du nombre m.

Pour le démontrer, je vais faire voir que si la proposition est vraie pour
une valeur quelconque de k, elle est vraie pour toute autre valeur.

Soit k, la valeur de & pour laquelle la formule est supposée vérifice; con-
cevons, par exemple, que &, diminue d'une fagon continue, le premier mem-
bre de la relation (1) ne pourra changer que si k passe par une valeur qui

. m . m ,
donne a F une valeur entiére; dans ce passage, (T) augmentera d'une
unité ; le second membre ne peut changer que <. I'une ou plusieurs des

.. d . . m .
quantités i acquiérent une valeur entiére, et, comme alors T a aussi une
valeur entiére, puisque m est un multiple de d, on voit que la solution de

. s . . m .
la question consiste a examiner ce qui se passe quand 7 est un entier.
Or, quand 7 ¢st un entier, il peut se faire qu’un certain nombre d’ex-

. d . . . .
pressions de la forme j Soient aussi des entiers; supposons-les rangées par

ordre décroissant de grandeur, en sorte qu’elles forment la série

=8
»I__S
=3

et
3 eeny ,—‘y

% désignant la plus petite de ces fractions (il est clair d'ailleurs que p

peut étre égal a m).

Cela posé, % est nécessairement premier avec p; car, si « désignait un

¢
diviseur commun, 5 et % seraient des nombres entiers et% ne serait pas

le dernier terme de la série. 1l n’en est pas de méme relativement aux

termes précédents ; en effet, si I'on pose %:'e, p et € étanl premiers cntre

r
etix, on en déduit (%nc_ désignant un quelconque des termes qui préce:
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’ ’
dent E) e=""="2% qou —e'7=£; et, comme la fraction L estir-
k) ke m p ¢
réductible, on en conclut que ¢ et m' sont respectivement des multiples de
q P p
e ct de m et ont par conséquent un facteur commun.
2. Voyons maintenant quels changements subit le second membre quand
Y q g q
7—:— prend une valeur entiére.

Les différentes expressions telles que (m’, %) ne changent pas de va-

ml
leur; la série des nombres non supérieurs & v renferme en plus, il est

vrai, le nombre ¢’; mais, comme il n’est pas premier avec m’, la somme

n'est pas changée ; I'expression (p., f/f) seule change, et augmente précisé-

ment d’une unité, puisque p et ;f sont premiers entre eux.
v

La proposition est donc vraie, si elle est vraie pour une valeur quelconque
del; et comme elle I'est évidemment pour une valeur de k supérieure am,
puisque les deux termes de la relation (1) se réduisent a zéro, elle est
démonlréee.

5. Je veux maintenant tirer de la relation m = <=9(d), que j’ai rappelée
au commencement de cette note, et dont je viens de donner une nouvelle
démonstration indépendante de la formule qui exprime 3 (m) au moyen de
ses facteurs premiers (*), une démonstration de cette formule elle-méme.

M. Dedekind (Theorie des nombres de Diricuier, p. 594) a, il est vrai,
donné un théoréme remarquahle qui permet de résoudre cette question.

Ce théoréme s’énonce ainsi qu'il suit : « %(n) désignant un nombre égal
a0, si » est divisible par un carré, dans le cas contraire, égal a =1 sui-
vant que le nombre des facteurs de n est pair ou impair, si deux fonctions
f(m) et p(m) sont liées par la relation suivante

(2) f(m)===x¢(d),

on, dans le second membre, la sommation s'étend a tous les diviseurs du
nombre entier m, on a réciproquement

(%) yon==(7 )@

la sommation s’¢tendant également & tous les diviseurs de m. »
De la formule (3), on déduit facilement I'expression connue de ¢ (m),

(*) On connait d’autres démonstrations indépendantes également de cette formule; voir,
notamment; Dinicurer, Théorie des nombres, p. 25.
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mais il est 4 remarquer que la démonstration de cette formule indiquée par
M.Dedekind s’appuie précisement sur cette expression; pour éviter un cercle
vicieux, il faudrait donc établir directement la relation (3), ce qui serait
du reste facile en développant les considérations qui suivent.

4. Pour obtenir I'expression de ¢(m), je considérerai une série de la
forme

T ? 3

1) o+ 1) s + 1108) oy

Soit
6(1)x + 6(2)2® + 6(3)25 + ...

son développement effectué suivant les puissances croissantes de x; il est
clair que les coefficients d’une des séries déterminent ceux de I'autre, en
particulier on a évidemment

6(m) ==f(d),

la sommation s’étendant a tous les diviseurs du nombre entier m.

Supposons en particulier la fonction f tellement choisie que, m étant
décomposé en facteurs premiers, en sorte que m = a*bdcr..., on ait
flm)=f(a) f(b?).... Lafonction freste du reste arbitraire; ainsi f(a®) et f(a*)
peuvent n’avoir aucune relation entre elles, si « et «' sont différents ; il en
est de méme de f(a®) et f(b), si les facteurs a et b ne somt pas les mémes.

Cela posé, dans ces hypothéses, les différents diviseurs du nombre
m=a=bb... étant les différents termes du produit

M4a+ .+ YA +b4 ...+ 7Y,

il est clair que l'on aura
(4)  0(m)= [+ £{a) - + (@Y + FD) -+ oo [P

5. Cette formule offre un grand nombre d’applications.

Supposons, par exemple, que L'on ait f(a) =f(b)=...=—1, et
fla¥) === f(b*) = ... =0, pour toutes les valeurs de p. supéricures a I'unité.
On déduira évidemment de la formule (4), pour toute valeur de m supéricure
a Punité, 6(m)=0; on a d’ailleurs 6(1) =1, et il est facile de voir «ue
f(m)="(m), i désignant la méme fonction numérique dont j'ai parlé ci-
dessus (n° 3) (*); on a donc I'expression suivante, due i Macbius (loc. cit.) :

z 3 L 3 4 8
1 — a2

+ ..

(5) =17z 1= 1—2

s

(*) Cette remarquable fonction numérique, qui sc présente dans la formule de M. Dede-
kind, a aussi été étudiée par Mocbius (Sur un nouveau mode de réversion des séries; CReLLE,
t. IX), et par M. Tchebichef (Note sur différentes séries; Liovviix, 17 série, t. XVI).
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6. Supposons maintenant que I'on fasse, » désignant un entier quelconque,

b(a) =0(b)=...=—1, 0(a) =8(b") =...=1, 6(ar+)=p(br+1)=...=—1,

el =

en sorte que 6 (a") soit, quel que soit le facteur @, égal 4 +1 si n est divi-
sible par n, égal & —1 si n est congru & 41 suivant le module n, et dans
tous les autres cas égal & zéro.

De la formule (4) il résulte que 6 (m) est nul, & moins que m ne soit une
puissance n*™ exacte, auquel cas 6(m)=1; dailleurs f (m) est toujours
¢gal 4 —1,0 0u +1; on déduit de 13 que, quel que soit 'entier n, la
série

z+ 22" + 23" 2

peut se mettre sous la forme

AR I -
1—x " 21—22 " 31l—g5 " M—gp

les coefficients ¢ étant toujours égaux & —1, 0 ou 41, et se déterminant
d’ailleurs facilement d’aprés ce qui précéde.

Pour n =2, on a en particulier la formule suivante, donnée par M. Liou-
ville (Journal de math., 2¢ série, t. 1I),

x x? x3 x4

16 — — —_— .
) s+t tat+ =TT T

7. Pour revenir & I'objet principal de cette note, je ferai remarquer que,
de la propriétée fondamentale de la fonction

(1) m= T(d).

résulte le développement suivant :

2 -

8) o)y + ¢(2) s + 403)

—_ 3

- +...=r4+ 2+ 523+ ....

Posons maintenant, quel que soit le nombre premier a, fla*)=a*—*a—1),
il est clair que, d'aprés la formule (4), on aura

m) =a"b’...=m, et f(m)=a "'V~ (a—1)(b—1).
D’ou, en se reportant & la formule (7),
¢(m)=a*""** ... (« —1)(B —1).
Telle est I'expression que je voulais déduire de la relation (7) (¥).
(*) Depuis que cette note a été écrite, j'ai reconnu que la proposition attribuée a

M. Dedekind appartenait en réalité a M. Liouville. (Voy. Journal de math., 2* série, t, II,
p. 110.
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