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ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PFAFF 

Daniel Bennequin 

L'année den.nién.e au Scknep&ensUed, une fiéte mathématique en l'konneun. deGeoxge* 

Ree6 a eu Liza, Je Aernencie le* 0Agani*ateuAS de. m'avoiA penmis d'y expo*eA mon t/ia-

vail. COA c'était une occasion pAiviZégiée pou/i AendAe hommage, à Reeb. 

En e^e£, c'e*t Reeb qui a initie, l'étude, globale de* foAme* de contact dam 

*onmémoix.e de 1952 à l'Académie de* Science* de BAuxelle*, *UA centaine* pA.opAA.ete*  

topo logique* de* txajectoiAe* de* *y*téme* dynamiques. 

Mai*, en plu*, je pouvai* faiAe une bonne *u/ipAÂ*e a GeoAge* Reeb. Ca/i le décoA 

où *e joue la pAeuve de V existence de plu*ieuns *t/iuctuAe* de contact *uA R 3 e*t 

une centaine *tAuctuAe feuilletée *UA la *pkéAe de dimension 3 qu'il, connaît bien. 

I. INTRODUCTION. STRUCTURES DE CONTACT 

1) Soit a une forme différentielle de degré 1 et de classe C°° sur une variété 

lisse M . En dehors du lieu singulier de a , V équation de P^a^ a = 0 définit 

un ckamp d'kypeAplan* F tangent à M . 

Deux formes a et a' définissent des équations de Pfaff équivalente* et des 

champs d'hyperplans i&omoAphe*, s 1 il existe un difféomorphisme cp de M et une 

fonction f partout non nulle sur M , tels que 

(p*af = fa . 

Un problème naturel est la recherche des invariants qui caractérisent locale

ment ou globalement une classe d'équivalence d'équations de Pfaff. 

Supposons que la forme a ne s'annule pas sur M . 

Lorsque la condition de Frobenius a A da = 0 est vérifiée en tout point de 

M , l'équation a = 0 est complètement intégnable et le champ F engendre un feuil

letage de codimension 1 . Dans ce cas, il n'y a pas de problème local et la structure 

globale est assez bien éclaircie ([Reeb 1], [Lawson], [Hector]). 

Mais pour les équations plus générales les invariants globaux sont largement in

connus, et une étude locale complète semble encore hors de portée ([Martinet 1], 
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D. BENNEQUIN 

[Pelletier]). 

Nous pouvons commencer par essayer de comprendre le potà/ialt global des équa

tions de Pfaff généxiqueA. 

DEFINITION.- Une équation de. ?ia^ a = 0 elt de, classe 2p+ 1 en un point x de 

M il la ^onme, a y vénl^le, à la iol6 a A (da)P ^ 0 et a A (da)P + 1 = 0 . 

THEOREME ([Martinet 1]).— SI la dlme,nllon m de M QAt un nombre, Impain, 2n+ 1 , 

une équation de P^a^i générique. eMt de ctaiie. 2n+ 1 en dekotti d'une kype/tiuA^ace, 

Utile, S . Et il m e4£ un nombre, pain, égal à 2n , l1 équation générique, etit de 

cZaiie, 2n- 1 en dekofti d1 une. loui-vaxiété de codime,nilon 3 , 

D*autre part le TkéoKéme. de. Vanboux donne la forme locale dfune équation de 

classe maximale : lorsque m = 2n + 1 , il existe un système de coordonnées locales 

(z,xi,...,xn,yi,...,yn) où lféquation s'écrit : 

dz +2xidyi = 0 , 

et lorsque m = 2n , il existe un système de coordonnées locales 

(x-i,... ,xn,yi,... ,yn) où elle s'écrit 

ndz +2xidyi = 0 , 

(cf. [Martinet 1]). 

DEFINITION.— Un champ diHéJie.ntiable, F d'kypeAplani tange.nti lu/i une, vaxiété ¿¿64e 

M de dJjmtilon ÂjnpaÂAe, 2n+ 1 etit une, structure de contact, il II etit défini pan. 

une. équation de, ?&a&& a = 0 , de claiie. maximale, 2n+ 1 lun. toute, la vanlété M . 

Ainsi, c'est par l'examen des structures de contact que doit commencer l'étude 

des équations de Pfaff génériques. 

2) Lorsque l'équation a = 0 définit une structure de contact F sur M , la forme 

a s'appelle une ^onme. de, aontacX. Les variétés intégrales de l'équation a = 0 sont 

de dimension n au plus. On les appelle les vaxlétél de. Le.ge.ndAe. de la structure. 

La forme volume a A (da) n détermine une orientation de M . Si M est préalablement 

orientée, on dit que a est dln.e,cte. si elle définit l'orientation de M , et Investie. 

dans le cas contraire. Lorsque n est impair, les deux orientations possibles de F 

donnent la même orientation de M . 

Sur une variété M orientable de dimension 2n+1 , avec n pair, un champ 

d'hyperplans tangents défini au voisinage de tout point m de M par une forme de 

contact cxjn , peut être défini globalement par une forme de contact a sur M . 

Il n'en est plus toujours de même lorsque n est impair. Exemple : le champ de 

plans défini par xdy = dz sur la variété M 3 , quotient de R 3 par le difféomor-

phisme : 

(x,y,z) — > (-x,y+1,-z) . 
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ENTRELACEMENTS ET ÉQUATIONS DE PFAFE (3) 

Une autre manière de voir les structures de contact sur M est de regarder les 

cônes symplectiques dans le fibre cotangent de M , car F est une structure de 

contact sur M si et seulement si le cône dans T*M des 1-formes algébriques de 

noyau F est une sous-variété symplectique de T*M (voir [Arnold 1, Appendice 4]). 

D'ailleurs, il est clair que l'étude des structures de contact doit être menée de 

front avec celle des structures symplectiques. Ces deux types de structures inter

viennent ensemble dans un grand nombre de problèmes d'analyse et de géométrie (cf. 

[Beals, Fefferman, Grossman], et [Boutet de Monvel - Guillemin]), une raison supplé

mentaire de chercher leurs propriétés topologiques. 

Un premier problème : sur quelles variétés existe-t-il au moins une structure 

de contact ? 

S.S. Chern pose ce problème dans [Chern 1] et [Chern 2]. Il y fait remarquer 

que le groupe structural du fibre tangent d'une variété de contact M 2 n + 1 peut se 

réduire au groupe unitaire U(n) , ce qui entraîne l'annulation de toutes les classes 

caractéristiques impaires de M . En particulier, tous les nombres caractéristiques 

de M sont nuls, si bien que M est coboAdante. à zéAo ([C.T.C. Wall]). 

D'ailleurs [J. Milnor 1] a démontré que toute variété orientable fermée de di

mension 2n+1 possédant un champ d'hyperplans tangents presque complexe transver

salement orienté, est le bord d'une variété compacte presque complexe de dimension 

2n+2 . 

Pour une variété ouveAte., [M. Gromov 1] a démontré que l'existence d'une struc

ture presque complexe sur un champ d'hyperplans transversalement orienté implique 

l'existence d'une structure de contact. 

D'autre part R. Lutz et J. Martinet ([Martinet 2]) ont prouvé que toutes les 

variétés 6eAme.es orientables de dimension 3 possèdent une structure de contact. 

Une démonstration différente est offerte par [Thurston et Winkelnkemper]. En dimen

sion 5 , on dispose d'un résultat partiel ; en effet [C. Meckert] munit toutes les 

variétés simplement connexes de dimension 5 à troisième classe de Stiefel-Whitney 

nulle, d'une structure de contact. 

On peut se demander si une variété de dimension 2n + 1 dont le groupe structu

ral se réduit à U(n) peut toujours être muni d'une structure de contact. 

Signalons que [Boothby] et [Boothby et Wang] ont mené à bien la classification 

des espaces compacts homogènes G/K munis d'une forme de contact G-invariante. 

3) Les exemples les plus classiques de variétés de contact sont les espaces d'élé

ments de contact orientés des variétés (cf. [Arnold 1, Appendice 4]). 

Soit U une variété (f° , et p un point de son fibre en sphères cotangent 

ST*U , le noyau de p est un hyperplan H tangent à U en x , un vecteur tangent 

à ST*U en p est dans l'hyperplan de contact F s'il se projette sur un vecteur 

tangent à U en x contenu dans H . 
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D. BENNEQUIN 

Par exemple K3P3 * ST*S 2 hérite ainsi d'une structure de contact, qu'il trans

met aussitôt à son revêtement S 3 . 

Soit V 2 une surface orientée munie d'une métrique riemannienne. L'application 

qui associe à un élément de contact orienté sa normale unitaire, identifie ST*V2 à 

l'espace STV2 des vecteurs tangents à V de longueur 1 . La structure de contact 

de ST*V2 se transporte ainsi sur le champ des plans orhtogonaux au flot géodésique 

sur STV . 

Une autre structure de contact célèbre est celle de l'espace des jets d'ordre 

1 des fonctions à valeurs réelles définies sur une variété U de dimension n , 

J1(U,]R) « T*U x 1 . La structure de contact canonique F'0 d'équation : 

dv = p.du 

est celle qui contient exactement tous les plans tangents aux gsiapketi des différen

tielles des fonctions- f € Cf°(U) , {(df (u),f (u) ) ;u G U} . Ces graphes sont les proto

types des variétés de Legendre. La géométrie de cette structure constitue une appro

che de l'intégration des équations non linéaires aux dérivées partielles du premier 

ordre (cf. [Arnold 2], ou [Chaperon]). 

Une référence qui concerne à la fois les équations aux dérivées partielles et 

la géométrie des éléments de contact est le livre merveilleux de [S. Lie]. 

Un cas fondamental est celui de J 1(R n,R) « R2n+i # L a structure s'appelle 

Atnuctwie. Atandand de R2n+i m Dessinons celle de R 3 . 

En vertu du Théorème de Darboux, le champ ¥'0 est le modèle local de toutes 

les structures de contact. 
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Les sphères de dimensions impaires S 2 n + 1 possèdent également des ùtniictu/ieA 

de. contact ùtandand F 0 . Considérons S 2 n + 1 comme la sphère de rayon 1 dans 

(P1-*-1 ; en chaque point x de S 2 n + 1 , l'espace tangent à S 2 n + 1 contient un unique 

hyperplan complexe de (C n + 1 , ce sera lui l'hyperplan de contact F 0 en x . En 

formule, si (p0,^o,• • • ,Pn,§n) sont des coordonnées polypolaires de (C n + 1 , F 0 

est le noyau de 
n 

a 0 = S p?dOi . 

Le champ F 0 est le champ des hyperplans orthogonaux aux fibres de la fibra-

tion de Hopf de S 2 n + 1 sur (CPn . 

Si W est une hypersurface complexe de {P1"1"1 transverse à S 2 n + 1 , la struc

ture F 0 induit une structure de contact sur l'intersection Z de S 2 n + 1 et de W. 

Les 27 sphères exotiques de dimension 7 sont donc des variétés de contact, 

puisque [Brieskorn] a montré que chacune d'elles est isomorphe à une variété 

S(2,2,2,3,6k-1) , pour k = 1,2,...,27 , dont l'équation dans (E5 s'écrit 

z 2 + z 2 + z 2 + z* + z^ k~ 1 = 0 

Izol2 + IZil2 + | z 2 |
2 + |z 3l

2 + Iz^l2 = 1 

De même, les variétés de Pham et Brieskorn E(p,q,r) intersections des surfaces 

algébriques complexes 

+ A + zi = 0 

avec la sphère unité de Œ 3 , constituent une mine de belles structures de contact 

en dimension 3 . Ces variétés sont étudiées en détail dans [Milnor 3]. 

Beaucoup d'autres exemples de structures de contact apparaissent en analyse 

complexe (cf. par exemple [Beals et al.]), en géométrie différentielle (cf. par 

exemple [Blair]), et bien sûr, en mécanique. 

En mécanique classique les structures de contact interviennent tout naturelle

ment comme structures invariantes des équations canoniques de la dynamique (cf. 

[Reeb 1], [Cartan 1]). D'autre part, le point de vue géométrique sur la quantifica

tion de Kostant et Souriau fait jouer un rôle primordial aux structures de contact 

sur les fibres en cercles au dessus des variétés symplectiques (voir [Souriau]). 

4) Pour comprendre la géométrie globale des structures de contact, il faut aussi se 

demander si des structures de contact non isomorphes peuvent exister sur une même 

variété (Chern a posé cette question vers 1965). 

RemoAque..— Le problème analogue pour les fonmeM de contact est d'une toute autre na

ture. En effet, étant données deux formes de Pfaff a et a' , il est souvent aisé 

de décider qu'il n'existe pas de difféomorphisme f ramenant a' sur a , grâce à 

toutes les relations que l'on peut déduire de f*a' = a par différentiation. 
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Par exemple, la forme de contact sur R 3 

a 0 = p
2dô + dz 

est isomorphe à la forme standard 

oto = xdy + dz , 

puisque 

a 0 = dz + xdy - ydx 

= d(z-xy) + (2x)dy , 

mais elle n'est pas isomorphe à la forme 

b 0 = (1 + z
2 + p 2)- 2a 0 , 

qui définit la même At/iuctu/i& de contact. 

En effet, on a 

dbo = ( - 4zp2dzdd- 4pdpdz + 2pdpdd(1 + z 2 - p 2)) (1 + z 2 + p 2 ) " 3 . 

Donc le noyau de la 2-forme dbo est colinéaire au champ de vecteurs d'équa

tions 

d = 1 

z = (1 + z 2 -p 2)/2 

p = pz 

Le cercle d'équation {z = 0 , p = 1} en est une courbe intégrale. 

Par ailleurs le noyau de da 0 est toujours parallèle à l'axe des z . Il ne 

peut donc pas exister de difféomorphisme f de R 3 tel que 

f*db0 = da Q . 

(Une étude précise du champ da en dimension 3 se trouve dans [Erlandsson].) 

R. Lutz a fait le premier pas en prouvant qu'il existe une structure de contact 

dans chaque classe d'homotopie de champs de plans tangents à S 3 ([Lutz 1]). 

Or le Théorème de [Cerf 1] nous dit que tous les difféomorphismes de S 3 pré

servant l'orientation sont isotopes à l'identité, donc le Théorème de Lutz entraîne 

l'existence d'une infinité de structures de contact non isomorphes sur S 3 . 

Ensuite [Sato] a montré que la sphère de dimension 4m+3 , pour m > 1 , pos

sède une infinité de structures de contact. Là encore, la preuve consiste à montrer 

qu'il existe une infinité de classes d'homotopie de champs de plans contenant des 

structures de contact, pour conclure à l'aide de la finitude du nombre de classes 

d'isotopie de difféomorphismes des sphères [Cerf 2]. 

Un but de cet exposé est d'établir qu'il existe au moins une structure de con

tact Fi sur S 3 homotope. en tant que simple champ de plans à la structure stan

dard F 0 et cependant non ÂtiomoKphd à F 0 . 

Cela entraînera que Fi n'est pas homotope à F 0 parmi les structures de con-
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tact de S 3 en vertu du Théorème de Stabilité de Gray : 

THEOREME ([Martinet 2]).- Veux *tAuctwie* de contact ko то tope* à tnaven* le* *tAuc-

tu/ie* de contact *u/t une va/viété fermée *ont néce**œaiement t*omotiphe* (voir aussi 

[Chaperon]). 

De même nous montrerons que l'espace R 3 possède une autre structure de con

tact que sa structure standard. Cela entraînera que le Théorème de Gray ne s'étend 

pas aux variétés ouverte* à cause du résultat suivant de M. Gromov : 

THEOREME ([Gromov 1]).- Veux *t/iuctuAe* de contact кото tope* à tnavens le* champ* 

presque complexe* d*hypeiplan* tangents *ил une vanieté ouverte M *ont toujours 

homotope* à tAavens le* *tmctu/ie* de contact de M . 

Les résultats que je vais présenter ne concernent que la dimension trois, et 

la question de l'existence de plusieurs structures de contact sur ]R 2 n + 1 , n > 1 , 

reste ouverte, à ma connaissance. 

5) La structure de contact standard directe F 0 sur l'espace R 3 , orienté par un 

repère Oxyz , est celle que définit l'équation xdy + dz = 0 . 

Soit F une structure de contact directe sur R 3 . Autour de tout point x 

de R 3 , il existe un voisinage où F est isomorphe à F 0 . Nous allons chercher à 

distinguer globalement F de F 0 grâce aux figures qu'elles tracent sur des sur

faces . 

Soit V une surface orientée plongée dans R 3 , le champ de plans F induit 

un champ de dOiectlon* cahacténÀAtique* riy p tangent à V . Les courbes intégrales 

de n sont des courbes de Legendre de F . 

(fig. 42 de [Lie]) 

On peut construire sur R 3 une structure de contact F et un di*que plongé V 

tel que riy p ait une courbe intégrale fenmée, non réduite à un point. Donnons tout 

de suite un exemple, celui de [Erlandsson]. 

La forme , qui s'écrit p sin pdd + cos pdz en coordonnées cylindropo-

laires, est une forme de contact. Soit E<i la structure qu'elle définit. Le feuil

letage induit par Ei sur le paraboloïde z = p 2 a l'allure suivante : 
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(fig. 1 de [Douady]) 

Mais, précisément, le résultat principal que nous allons démontrer, affirme 

qu!une telle figure ne peut jamais être dessinée par la structure standard F 0 . 

THEOREME 1.— Soit V un dÀtique, plongé dam> R 3 , le champ ca^actéHÂA tique, 

n1 a pa6 de, counbe. Intégrale, ^exmée, m dehon^ de, leti pointe cjuXlqueti AUA V . 

Par conséquent, il n'existe pas de plongement de IR3 dans R 3 transportant 

la structure de contact Ei sur la structure F 0 . 

COROLLAIRE 1.- La AfriuctuAe. n1 etit pal itiomonpke. a la itxucXuKe, Atandasid. 

L'interdiction faite par le Théorème 1 aux courbes de Legendre de F 0 est 

donc la première indication de ce que peut être une propriété globale d'une struc

ture de contact. 

On peut se poser une question réciproque : pour toute structure de contact F 

sur R 3 non isomorphe à F 0 , existe-t-il un disque plongé V tel que riy F ait 

une trajectoire fermée ? 

6) Montrons comment les structures de contact exotiques interviennent naturellement 

dans l'étude locale, des équations de Pfaff. 

Soit 3 une 1-forme non singulière sur un ouvert U de R 3 . Génériquement 
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l'ensemble des points où 3 A d3 s'annule est une surface So , qui sépare U en 

une région U + où 3 A d3 > 0 et une région LT où 3 A d3 < 0 . Soit jo l'in

clusion de So dans U . En général la forme no = j*& , restriction de 3 à S 0 , 

a des points singuliers. Ce sont les points où 3 s'annule sur le plan tangent à 

So . La partie linéaire de no en ces points est conservative car dn 0 = j*d3 et 

d3 s'annule sur le noyau de 3 le long de S 0 . Choisissons une fonction u de 

U dans R qui s'annule transversalement sur S 0 au voisinage de x 0 et qui est 

positive dans U + et négative dans U" . Chaque niveau de u est un morceau de 

surface lisse S^ près de x 0 . Notons l'injection de S^ dans U . Le champ 

caractéristique = j*3 possède un point critique x^ voisin de x , mais sa 

partie linéaire en x^ est hyperbolique pour u f 0 , voisin de 0 , car 

dn = j*d3 et d3 ne s'annule pas sur le noyau de 3 le long de S , pour u f 0 . 

Orientons tous les S^ au voisinage de x^ , par l'orientation transverse de 

3 . Lorsque u > 0 , d3 est positive sur le noyau de 3 donc dn^ est positive 

sur S près de x ; lorsque u < 0 , c'est le contraire, dn est négative sur 
H" H» \x 

S^ près de x^ . Soit x 0 un point singulier de no , elliptique au premier ordre. 

Génériquement, le point xo n'est pas un centre de no mais un £oyeA facUJole.. Les 

trajectoires de no spiralent vers Xo alors que x^ est un foyer stable pour 

U < 0 et un foyer instable pour u > 0 . Donc la famille des champs présente 

une bl^uACRtion de Hopfi lorsque u passe par la valeur 0 (cf. [Alexander et 

Yorke]). 

Si bien que possède une trajectoire fermée sur un disque plongé, d'un côté 

ou de l'autre de S 0 (selon que la bifurcation de Hopf est sous-critique ou super

critique). Donc 3 induit une structure de contact non standard sur l'une des deux 

demi-boules ouvertes que S 0 sépare dans une petite boule ouverte de centre x 0 . 

Un exemple explicite, celui de A. Bahri : 

3i = (x3/3 + x(y 2- z))dy + dz . 

On a 3i A d3i = (x2 + y 2 - z)dx A dy A dz . L'extérieur du paraboloîde de révolution 

S 0 d'équation z = x 2 + y 2 , est une région B+ définie par z < x 2 + y 2 , difféo-
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morphe à R 3 . Sur B + , la forme 3i est une forme de contact directe. Mais la 

trace de 3i sur un paraboloïde voisin de S 0 contenu dans B+ , contient un cycle 

limite (cf. [Douady p. 4]), donc la structure d définie par 3i ne peut être iso

morphe à F 0 . 

De plus, on voit distinctement une homotopie F t , t € [-1,+1] , de la struc

ture standard à la structure d à travers les structures de contact de R 3 telle 

que Ft soit isomorphe à F 0 pour tous les t < 0 et à G-, pour tous les t > 0 . 

Il suffit de regarder la structure induite par 3i sur la région ouverte de B + 

située en dessous du plan z = t . 

7) Le Théorème 1 traduit une propriété géométrique des courbes de Legendre de la 

structure de contact standard F 0 sur R
3 . 

THEOREME 2.— Une courbe de Legendre fermée de F 0 , plongée, non nouée dan* R 3 , a 

toujours un nombre d'enlacement strictement négatif avec la courbe qu'on obtient en 

la translatant suivant sa normale dans F 0 . 

Le chemin que je vais prendre pour démontrer ce Théorème est assez détourné. 

Il ramène notre problème à un énoncé de pure théorie des noeuds : 

THEOREME 3.- Sott T une tresse fermée à n brins auto un. d'un axe Oz dans R 3 . 

Uotons c la longueur algébrique de T (c' est-à-dîne la somme algébnlque des croi

sements de r en projection SUA un plan perpendiculaire à l'axe Oz ). Soit x la 

caractéristique maximale d'une surface compacte orientée sans composante fermée 

plongée dans R 3 de bord T , on a 

Ici < n - x • 

Nous en déduisons un critère suffisant de nouage des courbes facile à utiliser : 

COROLLAIRE 1.— SI r est connexe non nouée, on a 

Ici < n . 

Cependant pour démontrer ces résultats nous allons retourner aux équations de 

Pfaff, mais, cette fois, dans le cadre des feuilletages. 

Nous considérons le feuilletage de Reeb direct R de S 3 et r une collection 

de courbes plongées dans S 3 dont la tangente orientée pointe toujours du même côté 

de R que la normale directe aux feuilles. Soit V 2 une surface orientée plongée 

de bord r . Il y a quatre sortes de points de tangence de V avec R , générique-

ment, selon que le point de contact est un col ou un sommet et selon que les orien

tations de V et de R y coïncident ou non. Le Théorème 3 se ramène facilement à 

l1énoncé suivant : 

THEOREME 6.- le nombre de cols renversés est supérieur ou égal au nombre des sommets 

renversés. 
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Ce Théorème résulte d'un examen détaillé de certaines surfaces tendues dans la 

direction normale à R , appelées luA^aceti de. Ma/ikov, qui semblent bien utiles pour 

étudier les tresses. 

Le § I contient une étude des tresses fermées et des surfaces de Markov. On y 

trouve la démonstration complète du Théorème 3. J'ai profité de ce paragraphe pour 

montrer comment l'existence des surfaces de Markov entraîne facilement quelques ré

sultats fondamentaux sur les tresses (le Théorème de Markov sur l'équivalence des 

tresses fermées, et le Théorème de Magnus et Peluso sur les tresses fermées non 

nouées à moins de 3 brins). Finalement j'étudie le lien entre le nombre Z = c-n 

d'une tresse et le nombre de Milnor d'une courbe analytique complexe dans Œ 2 . 

Au § El je décris les propriétés d'enlacement des courbes et des champs de 

plans en dimension 3 (nombre d'enlacement d'un entrelacs avec un champ de plans 

transverse, autoenlacement et enroulement d'un entrelacs dans un champs de plans 

tangent. Relation entre ces nombres dans le cas où le champ de plans est une struc

ture de contact). Puis je reviens à l'étude du nombre de Milnor (caractéristique 

d'Euler tordue, indice de Maslov). 

Au § F nous retournerons aux courbes de Legendre et aux structures de contact. 

Nous commencerons par prouver que les courbes transverses à la structure standard 

F 0 sur ]R3 sont toutes isotopes, transversalement à F 0 , à des tresses fermées 

autour de l'axe Oz . Ainsi nous pourrons utiliser le Théorème 3 pour démontrer que 

l'enlacement d'un entrelacs r avec Fo est majoré par l'opposé de la caractéris

tique d'Euler d'une quelconque surface de Seifert de r . Ce qui nous permettra 

d'établir le Théorème 2 et le Théorème 1. Ensuite nous verrons quelques corollaires 

du Théorème 2 (géométrie elliptique, rigidité topologique des structures de contact). 

Puis nous proposerons une description de toutes les structures de contact sur S 3 . 

A la fin de l'article, une table des matières indique rapidement le contenu 

de chaque numéro. 

M. Gromov m'a signalé que W. Thurston avait également conjecturé le Théorème 2, 

il y a quelques années, afin de prouver le Théorème 1 et son corollaire 1. Ensuite 

T. Erlandsson a proposé une preuve incomplète du Théorème 2 dans [Erlandsson]. 

De façon indépendante, J. Eliashberg a récemment annoncé une preuve de l'exis

tence de plusieurs structures de contact non isomorphes sur R 3 (cf. [Eliashberg]). 

Je tiens à dire que ce travail n'aurait pas abouti sans le soutien de Abbas 

Bahri, Alain Chenciner et Adrien Douady. Je dois aussi beaucoup aux conversations 

que j'ai eues avec Nicole Desolneux-Moulis, Marc Chaperon, Albert Fathi, Michael 

Gromov et John Milnor. 

Cet exposé contient l'essentiel de la Thèse de Doctorat d'Etat que j'ai pré

sentée à l'Université de Paris VU en novembre 1982. J'en profite pour remercier 

encore les membres de mon jury : Louis Boutet de Monvel, Alain Chenciner, Adrien 
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Douady, André Gramain, Michel Herman, Bernard Souillard et René Thom. 

L'exposé de A. Douady au Séminaire Bourbaki (cf.[Douady]) rend très bien compte 

des principaux résultats dont je veux parler. Je vais donc tenter de faire un exposé 

qui ne répète pas trop celui de A. Douady. 

Le texte qui suit a beaucoup bénéficié des remarques de Christiane Meckert, 

Michel Boileau, Francis Bonahon, François Laudenbach, Hugh Morton, Jean-Pierre Otal 

et Takashi Tsuboi. 

Entrelacs transverse à un feuillage, d'après Léonard de Vinci 

H. TRESSES FERMEES, FEUILLETAGE DE REEB ET SURFACES DE MARKOV 

8) L'espace R 3 est rapporté à un repère orthonormé Oxyz . Les coordonnées polaires 

associées sont ô = arctg y/x et p = (x 2 + y 2 ) 1 / 2 . 

Un zyvUioJbxcÂ de ]R3 est une collection finie de cercles orientés plongés et 

disjoints dans ]R3 . Un entrelacs connexe s'appelle un noeud. 

Une tnube. {¡zn.me.il autour de l'axe des z est un entrelacs de R 3 évitant la 

droite Oz et sur lequel la fonction ô est sans cesse croissante. Le nombre, de. 

btu.n& d'une tresse fermée X est le nombre n(X) des points de X qui possèdent 

la même coordonnée O . 

Les tresses fermées à n brins particulières dont la section par le plan 
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d = 0 est l'ensemble des n points (z = 0,p = 1),..., (z = 0,p = n) , porteront sim

plement le nom de tressses Ce sont les tresses définies par E. Artin [Artin 1 et 2]. 

Le groupe des tresses à n brins, Bn , est celui qui est défini par les gé

nérateurs x^,...,xn-i et les relations : 

et 

xi xj " xj xi si li- il >2 , 1 <i,j<n- 1 

xi xi+i xi X i + 1 X i X i + 1 si 1< i < n - 2 . 

Un mot en les xi et x^1 représente une tresse. Le générateur x± corres

pond à un croisement poiltlfa du i-ième brin avec le (i + 1)-ième, en projection sur 

le plan Oxy , et xj 1 correspond à l'autre croisement, qu'on appelle négatif. 

x i x ï 1 

Deux tresses sont equlvaZznteA si elles sont isotopes à travers les tresses. 

Dans ce cas elles correspondent au même élément de B n ([Artin]). De même deux 

tresses fermées sont équivalentes si elles sont isotopes parmi les tresses fermées. 

Et une classe d'équivalence de tresses fermées s'identifie avec une classe de con

jugaison dans le groupe B n . 
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En 1923 [J.W. Alexander] démontrait que tous les entrelacs de R 3 sont iso

topes à des tresses fermées. Et deux ans plus tard, [E. Artin 1] introduisait les 

groupes Bn dans l'intention de transformer les problèmes de la théorie des noeuds 

en questions d'algèbre. Plusieurs résultats importants ont confirmé cet espoir. 

D'abord [A.A. Markov] a décrit en termes des groupes Bn comment deux tresses fer

mées qui représentent le même entrelacs se déduisent l'une de l'autre (cf. [Birman]). 

THEOREME .-Se X € B n et Y € B p correspondent à de* entrelacs Isotopes de R 3 , 

Vélément Y se déduit de l'élément X à Vaide des opérations simples suivantes : 

(i) apparition standard d'un nouveau brin, algébriquement : z € Bq se trans

forme en zx*1 € B q + 1 , 

(ii) conjugaison dans un groupe Bq , z donne bzb~1 , 

(iii) disparition standard d'un brin, algébriquement : zx*1 € B q + 1 donne z € B q . 

C'est Vopération exactement inverse de (i). 

(J'indiquerai une démonstration nouvelle de ce Théorème au numéro 11.) 

Ensuite [Artin 2] a démontré l'existence d'un algorithme fini décidant si deux 

mots en les x*1 , 1 < i < n - 1 , représentent le même élément de Bn , et [Garside] 

a démontré l'existence d'un autre algorithme fini disant quand est ce que deux élé

ments donnés de B n sont conjugués dans Bn . 

Cependant on ne sait toujours pas reconnaître algébriquement si deux tresses 

dans des groupes Bn différents représentent le même entrelacs de R 3 . L'algo

rithme de [Haken] permet théoriquement de savoir si un entrelacs donné est noué ou 

non, mais il nous fait largement sortir du calcul dans les groupes de tresses. 

Une première question est d'essayer d'évaluer simplement sur les tresses les 

invariants numériques classiques des noeuds. 

L'un des invariants les plus simples d'un noeud est son genre. 

G. Seifert a montré que tout entrelacs r de R 3 est le bord orienté d'une 

surface compacte orientée plongée dans R 3 (cf. [Rolfsen]). La caractéristique de 

r , x ( r ) , est la plus grande caractéristique d'Euler d'une surface de Seifert de 

r sans composante fermée (une surface de Seifert n'est pas nécessairement connexe). 

Lorsque l'entrelacs est connexe, x = 1 - 2g , et g est le genre du noeud. 

D'autre part, pour une tresse fermée X , en plus du nombre de brins n(X) , il 

existe un autre nombre entier naturellement attaché à X : 

DEFINITION.- La longueur algébrique de la tresse 

X = xi!]>«»«>xi£ ̂  

est la somme des exposants Ej . On la note c(X) . Le nombre c définit l'unique 

komomorpkisme non trivial [avec -c évidemment) de B n SUK 7L . 

Le nombre c(X) ne dépend que de la classe de conjugaison de X dans Bn . Il 

mesure la somme algébrique des croisements de X en projection sur le plan des (x,y) . 
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Le principal résultat sur les tresses que j'obtiens est le suivant : 

THEOREME 3.— Soit X une, tAetiie. {^eJunée, x la caAacteAÂti tique., n i on nombre, de. 

bAlni et c la Lonque.uK algébAlque,, on a 

c - n < - x • 

Un renversement de l'orientation de R 3 nous dit qu'on a aussi 

- c - n < - x . 

COROLLAIRE 1.-5^ X etit une. tAetiie, ienmée. connexe, non nouée, on a 

Ici < n . 

Ce corollaire est un critère de nouage des tresses fermées. Par exemple le 

noeud de trèfle est noué en vertu de ce critère. 

RtmoAque, 1.— Lorsque X est une tresse positive, c'est-à-dire de la forme 

x i i...x i c € Bn , il est très facile de construire une surface de Seifert de X dont 

la caractéristique d'Euler soit exactement n-c . Le Théorème 3 fournit alors une 

égalité x = n-c . Cette égalité a été démontrée également par [Birman et Williams] 

en utilisant le Théorème de [Stallings 1]. 

Remarque, 2.— [Stallings 2 ] avait conjecturé que toute tresse fermée connexe non 

nouée, à n brins pouvait être conjuguée à un produit de n - 1 des éléments x|M 

de B n , où x ±j représente le croisement du i-ième brin et du j-ième brin par 

dessus tous les autres. 
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Cela aurait entraîné immédiatement l'inégalité Ici < n du corollaire 1. Mais H.R. 

Morton a donné dans [Morton 1] des contre-exemples à cette conjecture dès que n 

est supérieur ou égal à 4 . En fait Morton montre qu'il existe une infinité de 

classes d'équivalences de tresses fermées à 4 brins qui représentent le cercle 

non noué (cela n'arrive pas avec moins de 4 brins, nous le verrons au numéro 12). 

Les tresses décrites dans [Morton 1] sont limpùi^ableA, c'est-à-dire qu'elles 

s'obtiennent à partir du cercle trivial de Bi en ajoutant des brins et en n'en re

tranchant jamais. Si toutes les tresses fermées connexes non nouées étaient simpli-

fiables, l'inégalité Ici < n serait tout de suite établie. Mais H.R. Morton nous 

montre que c'est encore beaucoup trop optimiste d'espérer cela avec l'exemple sui

vant dans Bi* ([Morton 2]). 

Pour démontrer le Théorème 3 nous allons considérer des surfaces de Seifert 

particulièrement bien adaptées à la situation en tresse de l1entrelacs. 

9) Les tresses fermées peuvent être vues comme des entrelacs transverses à un feuil

letage de Reeb sur S 3 . 

Soit S 3 en 4* la sphère standard d'équation x 2 + x f + x| + x2. = 1 , et T 

le tore standard d'équations x 2 + x f = 1/2 et x| + x2. = 1/2 ; r 0 désigne le 

grand cercle de S 3 d'équation x 2 + x 2 = 0 , et r-, celui dont l'équation est 

x 2 + x| = 0 . 

On note d et cp les deux coordonnées circulaires sur T , 0 = arctg x2/x-, 

et cp = arctg W x 3 • 

Les courbes de T d'équation 0 = constante sont des me.sUdi2,nA m^ et celles 

d'équation cp = constante , des pa/uzttèleA p^ . 

M désigne le tore plein x 2 + x 2 > 1/2 et P est l'autre tore plein 

x 2 + x 2 > 1/2 . 

Soit R le feuilletage de Reeb (cf. [Reeb 1]) défini par l'équation de Pfaff 

coo = 0 , où 
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Cùo = 

d(x§ + xjj) + 
(x? + x | - -1) feà^ - X.dXa) dans M , 

d(x§ + xjj) + (x§ + xjj - -i) (x^dx3 - x3dx<J dans P . 

T est l'unique feuille compacte de R . 

Les feuilles de R sont transversalement orientées par CÙ0 . Orientons le cer

cle r 0 dans le sens des d croissants, et Ti dans le sens des cp croissants, 

ce sont ainsi des courbes ascendantes par rapport à R . 

La sphère S 3 est orientée comme bord de la boule de dimension 4 dans IR4 . 

Les cercles r 0 et T-, ont alors un nombre d'enlacement +1 . C'est ce qui distin

gue le feuilletage de Reeb direct R donné par coo , du feuilletage de Reeb inverse 

R , défini par l'équation de Pfaff <o£ = 0 , où co£ s'obtient à partir de a>o en 

échangeant x 3 et x<* . 

Enfin, les feuilles de R sont orientées pour que CÙO soit positif sur leurs 

normales directes. 

R^ désigne l'unique feuille de R passant par le point de coordonnée d sur 

r 0 • 

A partir de maintenant, nous n'appellerons plus tresses fermées que les sous-

variétés de dimension 1 de M transverses à tous les R^ , orientés dans le sens 

deS d CToiSAantS. 

DEFINITION.- On appelle, surface de Markov V une sous-variété compacte orientée de 

dimension 2 de S 3 vérifiant : 
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(i) le bord oriente de V est une tresse fermée r , et V n'a pas de compo

sante sans bord, 

(ii) Vintersection du tore T avec V se réduit à un nombre fini de parallèles 

P(pl 9 • • • jPcpĵ. &t £a partie de V contenue dans P est la réunion des demi grandes 

sphères P ( p i , . . . , bordées parles , 

(iii) les contacts tangents de V avec les feuilles -ôont tous des cols. 

Remarque.— La condition (iii) peut s'interpréter comme une minimalité au sens de 

Plateau, transversalement aux feuilles de R . 

Exemples .— 

0 ) 

V = D 2 

(2) V = D 2 

(3) 

V = T 2 \ D 2 
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THEOREME 4.— Toute tAetiie, famée, r bonde, une, luAfaace, de. MaAkov de. caAacténÂtitique 

maximale. x ( r ) . 

VémonitAation (cf. [Bennequin p. 93] ou [Douady p. 8]) : 

Psie.mleie.me.nt.— Soit r une tresse fermée, V 0 une surface compacte orientée plon

gée, sans composante fermée, de bord r , qui coupe le tore T transversalement. 

Lfentrelacs y = V 0 H T est homologue à zéro dans Hi(P) et homologue à r dans 

Hi (M) . Or Hi (T) = Hi (P) ® Hi (M) donc la classe de y dans Hi (T) est multiple 

de celle d'un parallèle. Puisque y est plongé dans T , il est Ibotope à une réu

nion de parallèles et de courbes nulisotopes sur T . Eliminons tous les cercles 

nulisotopes par des chirurgies le long de disques de T . L'opération consiste à 

retirer de V 0 une étroite bande autour d'une courbe, et à coller aussitôt un dis

que sur chacun des deux bords de la plaie. En ne conservant que les composantes à 

bord de la surface obtenue, nous avons une surface Vi de caractéristique supérieure 

ou égale à celle de V 0 . 

En isotopant Vi n T à une collection de parallèles p ^ ,... ,p0s , on ramène 

V-i à une surface V 2 ne rencontrant T que le long des p ^ . Enfin, en rempla

çant V 2 H P par les demi grandes sphères P<p ,... jP^ , et en oubliant les compo-

dantes fermées qui peuvent apparaître, on aboutit à une surface V 3 qui satisfait 

le (i) et le (ii) de la définition des surfaces de Markov, avec x (V 3 ) ^ x (V 0 ) . 

Ve,uxlè.me,me,nt.— Soit V une surface compacte orientée de bord r . On note n la 

trace de R sur V . C'est un champ de directions transversalement orienté avec 

singularités. Il supporte un champ de vecteurs qu'on appelle encore n . Ce champ 

est transverse au bord de V . Par convention il sera n.e,ntnant sur T . 

Le champ n présente deux types de singularités, des points selles et des 

centres, correspondant à des cols ou à des extrema dans les contacts de V et de R. 

Nous allons construire, à partir d'une surface V 3 , satisfaisant (i) et (ii), 

une surface V** , satisfaisant les mêmes propriétés, avec xOW > x (V 3 ) , et sur 

laquelle n ne présente aucune connexion entre selles. 

Une petite perturbation de V 3 place tous les points critiques de n sur des 

feuilles différentes de R . 

Considérons un point homocline Q de n . Il existe une séparatrice fermée a 

de n passant par Q . Regardons-la, au but sur la feuille , elle peut être 

soit une boucle du premier type 

soit une boucle du deuxième type 
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J'affirme que si a est du second type, les autres séparatrices de Q forment 

une connexion homocline du premier type. 

En effet v est orienté, et l'un des brins intérieurs à a des séparatrices 

de Q , soit 32 , s'écarte de Q . 

Où peut-il aller ? Puisque les brins issus de r sont orientés à partir de r 

il n'a pas le choix, il doit revenir par l'autre brin 3-1 . 

On peut donc supposer que a est du premier type. Son intérieur ne contient 

pas de points de r , mais il peut contenir des courbes fermées. On les supprime par 

des chirurgies le long de disques dans . On se ramène ainsi au cas où a borde 

un disque dans ne rencontrant pas V 3 . Une chirurgie sur ce disque, suivie 

d'une petite isotopie, fait sauter le point selle Q . 

finalement.— Partant d'une surface compacte V 0 plongée orientée de bord T , les 

opérations précédentes donnent une surface analogue , satisfaisant les parties 

(i) et (ii) de la définition des surfaces de Markov, ayant une caractéristique au 

moins égale à celle de V 0 , et sur laquelle le champ n , induit par R , ne possède 

pas de connexions entre selles. 

Cette surface satisfait automatiquement la condition (iii). En effet, soit 

C un point centre de n sur V** , il existe un disque ouvert maximal dans sur 

lequel n n'a que des orbites périodiques. Son bord Y ne peut pas contenir de con

nexions entre selles, c'est donc un cycle limite pour l'extérieur de D . Par consé

quent Y ne peut être que l'un des p^ , et C est le centre d'une des demi sphères 

P incluses dans , C.Q.F.D.. 
cp 
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Toutes les chirurgies utilisées dans la preuve du Théorème 4 consistent à rem

placer un collier par deux disques. Ce type d'opération augmente la caractéristique 

d'Euler de deux unités, mais, à chaque fois, nous n'avons conservé que les compo

santes à bord de la nouvelle surface. Par suite, la caractéristique d'Euler de la 

surface de Markov finale est la même que celle de la surface de Seifert initiale si 

et seulement si chaque chirurgie a fait apparaître une sphère S 2 . En faisant appel 

à l'exactitude de la conjecture de Schôenflies différentiable pour S 2 dans R 3 , 

démontrée par Alexander et Morse (cf. [Cerf 1]), on obtient donc le résultat suivant 

THEOREME 5.- Soit Г une tresse fermée et V 0 une surface de Seifert de Г , de 

caractéristique d'Euler maximate х(Г) , IL existe une surface de Markov de Г qui 

se déduit de V 0 par une isotopie de S 3 laissant fixe la tresse Г . 

Par ailleurs, nous remarquons que toutes les chirurgies qui construisent une 
surface de Markov V à partir d'une surface de Seifert V 0 , peuvent se faire à 
l'aide de disques plongés dans les feuilles de R . Soit Г' une tresse fermée 
plongée dans V 0 ; ces chirurgies ne vont jamais toucher à Г' . Le seul risque 
couru par Г' est de disparaître dans une composante sans bord oubliée. Ces consi
dérations débouchent sur la proposition suivante : 

PROPOSITION 1.— Soit Г une tresse fermée, dont aucune composante connexe ne peut 

border un disque avec un Intérieur disjoint de Г . Soit V 0 une surface de Seifert 

de Г , contenant une autre tresse fermée Г" , isotope à г dans V 0 . Il existe 

une surface de Markov V bordée par г , contenant r' , et sur laquelle Г' est 

isotope à г . 

Énonçons encore un renseignement supplémentaire tiré de la preuve du Théorème 4 : 

PROPOSITION 2.- Soit V 0 une surface de Seifert d'une tresse Г , dont l'Intersec

tion avec le tore T ne contient pas plus de к courbes isotopes sur T à des pa

rallèles, il existe une surface de Markov V de Г , avec x(V) > x(Vo) , qui ne 

contient pas plus de к parallèles de T . 

10) Soit г une tresse fermée à n brins et V une surface de Markov de Г avec 
la plus grande caractéristique d'Euler possible. 

les sections de V par les feuilles R^ ne contiennent pas de courbes fermées 

car des chirurgies les feraient disparaître en augmentant strictement la caractéris

tique de V . 

Soit n la trace de R sur V , c'est un champ de directions orientables car 

R est transversalement orienté et V est orientée. Nous convenons de l'orienter de 

manière à ce qu'il soit rentrant au bord Г de V . 
Sur le dessin d'une section de V dans R^ les points libres correspondent 

aux n brins de la tresse et les points à 1 ' infini sont les traces des р ф de V П T. 
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Nous dirons qu Tun arc de V fl R^ est UJono, s'il va d'un point libre à l'un des 

p . et qu'il est ZÂÂ s'il relie deux p . ĉp 7 n *cp 

Pour un nombre fini de sections, les arcs échangent leurs extrémités. C'est 

l'effet des contacts en forme de selles de V avec un . 

Il existe deux types de points selles, ceux dits poittifa où l'orientation de 

V et celle de coïncident, en nombre A + , et les autres, nzgatifa, en nombre 

A" . 

En un point négatif, l'accident rencontré par les brins de R^ est le suivant 

Et c'est l'inverse qui survient en un point positif 

Le portrait de phase de n sur V se décrit simplement. Les disques P^ de 

V D P sont entièrement constitués de cercles centrés sur les points de tangence de 

V avec R le long de l'axe r<\ . 

Lorsque l'orientation de V y coïncide avec celle de R , le disque P^ est 

bordé par un cycle p^ cuttn.acXant pour le champ n à l'extérieur de P^ . L'orien

tation de p sur V comme bord de P est celle des 0 cA04J>ia.nt£>. 

Dans le cas contraire, p^ est un cycle tâpudUih vers l'extérieur de P^ , et 

son orientation est celle des d do,cAoÂj>iantii. On note S + le nombre de p^ at-

tractants et S" le nombre de p^ répulsifs. 
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Les variétés instables des points selles vont nécessairement vers l'un des 

cycles attractants, leurs variétés stables peuvent provenir du bord ou bien d'un 

cycle répulsif. 

En dehors des séparatrices des selles, toutes les orbites partent du bord ou 

d'un cycle répulsif pour aller vers un cycle limite. Les domaines de répulsion des 

disques instables s'appellent des poches, à cause de leur image au but dans S 3 . 

DÉFINITION.— Une. poche élémentaire est une. poche, dont Vadhérence, ne. contient que 

deux cycles attnactants. 

dessin à la source dessin au but 

film complet des V n (0 < 0 < 2TI) 

11) Avant de passer à la démonstration de l'inégalité du Théorème 3, nous allons in

diquer comment l'usage des surfaces de Markov permet d'établir simplement quelques 

résultats classiques sur les tresses. 

Tout d'abord, le Théorème 4 entraîne immédiatement un cas particulier du Théo

rème de Markov sur l'équivalence des tresses fermées, énoncé au numéro 8. Le cas où 

les tresses X et Y représentent le noeud trivial. 

Lemme 1.— Toute tresse fermée X connexe non nouée est obtenue à partir de la tresse 

non nouée standard r 0 à Vaide des opérations suivantes, dites mouvements de Markov : 

(i) apparition d'un brin par naissance d'une boucle simple, 

109 



D. BENNEQUIN 

(ii) tbotopleti à tACLVQAÀ loti VietiAeti ^eAméeti, 

(iii) dltipasUtlon d'un bKln poA mont d'une boude, simple.. 

En effet, soit X une tresse fermée connexe non nouée, et D un disque de 

Markov de bord X . 

On fait disparaître une poche adjacente au bord dans le disque D en ajoutant 

un brin 3 à la tresse selon le schéma suivant : 

On se ramène ainsi à un disque de Markov sans poche. La figure constituée par 

les disques attractants et les séparatrices instables des points selles est un arbre 

On supprime les sommets de cet arbre un à un en faisant disparaître un brin de 

la tresse à chaque fois. 

Au point où nous en sommes il n'est plus très difficile de prouver le Théorème 

de Markov dans toute sa généralité : 

THÉORÈME.- Veux lAetiieM ^exméeÂ Xi et X2 qui sie.pieAe.nte.nt le même entrelacs de 

JR3 se déduisent Vune de V autxe pan. des mouvements de Mankov. 

Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant : 
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Lemme 1- Soient X 0 et Xi deux entrelacs de R 3 . Il existe une famille de dis

ques plongés dans R 3 disjoints deux à deux Ai, •.. ,Ak , qui vérifient les pro

priétés suivantes : 

a) L'Intérieur d'aucun Ai ne rencontre X 0 . 
b) Pour tout i , Ai n X 0 est un Intervalle non vide а± dans le bord à± de 

Ai • 

c) Soit X Q V entrelacs obtenu à partir de Xo en remplaçant les a± par leurs 

complémentaires 3i danb les 6± . Il existe une boule de dimension 3 plongée dans 

R 3 qui contient XJy et ne rencontre pas X-, . 

Démonstration.- Soit L une direction de R 3 et H un plan perpendiculaire à L 

qui ne rencontre ni X 0 ni Xi . On peut supposer que X 0 et Xi se projettent 

en position générale sur H parallèlement à L . Soient Xi,... ,x k les points de 

Xo qui se projettent sur l'image de la projection de Xi , et с и , . . . , а к des petits 
intervalles disjoints contenus dans Xo et contenant les points x iy . . . ,X] t . 

Pour i variant de 1 à к , soit Ai le triangle dans R 3 dont un côté est 
ai et dont le sommet opposé à ai est le point de H situé sur la droite parallèle 

à L passant par x ± . Les triangles Ai,...,Ak vérifient toutes les propriétés 

requises. 

Vin de la démonstration du Théorème de Markov : 

Soient Xi et X 2 deux tresses fermées qui représentent le même entrelacs de 

R 3 . Nous supposons que X 2 est dans une boule B 3 qui évite Xi . 

Notons Xo une tresse parallèle à Xi , proche de Xi , et non enlacée homolo-

giquement avec X<| . Appliquons le lemme 2 aux deux entrelacs X 0 et Хл , et iso-
topons l'entrelacs X Q donné par le lemme 2 à la tresse X 2 dans le complémentaire 
de Xi . On obtient ainsi des disques A[ , dont l'intérieur évite X 2 et dont le 
bord ô[ est formé d'un petit segment de X 2 et d'un arc a[ , tels que l'en
trelacs (X 2\U ЗЛ UoJ soit isotope à X 0 dans le complémentaire de X<\ . Mettons 

i x i x 

les a[ sous forme de tresses y[ sans toucher à X-t ni à X 2 . 

Soit X© la tresse obtenue à partir de X 2 en remplaçant les par les • 

En appliquant le lemme 1 aux tresses y[ , nous savons que X 2 se déduit de X 2 

par des mouvements de Markov. 

D'autre part, en faisant appel au Théorème de prolongement des isotopies, on 

obtient une surface W plongée dans R 3 de bord X 2 contenant X-, , sur laquelle 

les entrelacs X 2 et Х-i sont isotopes. La proposition 1 du numéro 9 nous permet 
de supposer que W est une surface de Markov. 

Soit U un voisinage dans W du squelette constitué par les disques attrac-
tants et par les séparatrices instables des points selles. La surface U contient 
une surface de Markov M sur laquelle la surface W se rétracte par déformation. 
Soit X 3 la tresse qui borde M . Le lemme 1 nous dit que X 2 et Хл se déduisent 
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toutes les deux de X 3 à l!aide de mouvements de Markov. Ceci achève la démonstra

tion du Théorème de Markov. 

12) Une autre application directe des surfaces de Markov est le Théorème suivant, 

démontré par voie algébrique dans [Magnus et Peluso] et dans [Murasugi 1]. 

THEOREME.— line. tnesse ^enmée à 3 bnlns est un noeud tnlvlal si. et seulement si elle 

etit équivalente à x^ 1x 2 , x 1x 2 ou x^ 1 X2 1 , et elle est un enlacement tnlvlal à 

plusieurs composantes si et seulement si elle etit équivalente à x^ ou x^ 1 ou 1 . 

Le Théorème découle immédiatement de la proposition suivante : 

PROPOSITION 3.- Soit X une tnetise à 1 , 2 ou 3 bnlns, Il exltite une sunface de 

Mankov de X de canacténititique maximale x(X) , ne contenant aucune poche. 

DEFINITION. On dit qu'une poche TC d'une sun{ace de Mankov V etit vide à lfins

tant O si toute la section de V pan. etit située d'un seul côté de l'anc 

Tt(d) = ÏÏ n R ô . 

Lemme.- SI une sunfiace de Mankov V d'une tnetise X contient une pocke n vide 

à un Instant donné, Il exltite une sun^ace de Mankov V 1 de X , avec x(V f) > x(V) , 

possédant une poche de moins que V . 

Vémonstnatlon.— Soit n(d) la section incriminée de TI , et soit M^ le disque 
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niveau de O dans le tore plein M . Une isotopie de S 3 pousse lfarc ÏÏ n 

hors de M sans bouger V en dehors d'un voisinage de ÏÏ n . Il ne reste plus 

qu'à utiliser la proposition 2 du numéro 9 pour obtenir le lemme. 

Le lemme entraîne tout de suite la proposition 3 lorsque X a au plus 2 brins. 

En effet, si n est une poche d'une surface de Markov V de X , elle se vide 

nécessairement pour une valeur de O voisine d'une valeur critique de la section de 

V par les . 

Passons à la démonstration du cas où X a 3 brins. 

Soit V une surface de Markov de X . Décrivons-la par ses sections dans les 

différentes feuilles , en faisant varier l'angle d de 0 à 2ir , et enlevons 

toutes les poches qui se vident, à l'aide du lemme. Recommençons l'opération autant 

de fois qu'il le faut pour avoir une surface de Markov V , dont aucune poche ne 

se vide. 

Si V possède encore une poche, il doit survenir l'accident suivant, pour une 

valeur Oo de l'angle O : 

Фз 

ф 4 

Фо 

Ф1 

Ф2 

C'est-à-dire qu'il existe cinq valeurs de cp , iK> < <Pi < <P2 < <P3 < < . 

et un arc lié TI 0 issu de p. , qui échange son extrémité finale en p avec un 
IpO (p2 

arc libre d'extrémité p , lorsque d = d 0 , pendant que les deux autres arcs 
cp3 

libres restent attachés en p et en p 
(Pi <pa 

Notons Ji la bande fermée de T qui va de p à p en contenant p, 

De même notons J ± , 2 < i < 4 , la bande qui va de p^ à p^ . 

Je dis que tout arc lié de toute section V n , 0 < d < 2 7 r , doit partir 
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dans J-i pour arriver dans J 2 ou . 

En effet, il ne peut partir dans J 3 , ni y aboutir, sans être vide en d 0 . 

Soit iii un arc lié qui démarrerait dans J 2 . En d 0 il aboutit nécessaire

ment entre p. et p . Choisissons l'arc ni dont l'extrémité finale p est 

le plus près possible de p, . Pour que cet arc bouge, il faudrait qu'un arc libre 

vienne en p^ , car les accidents entre deux arcs liés créent toujours un vide 

(puisqu'ils découpent quatre quadrants à l'instant du choc, et qu'il n'y a que 

trois arcs libres). L'arc libre qui va se déranger n'est sûrement pas celui qui se 

tient en p , et il n'y a pas d'arc allant de p, à p . D'autre part l'arc 

Ko doit contenir sur sa gauche un brin libre à la droite de n-, . Donc ni se vide

rait dès son premier voyage. Par conséquent, il ne bouge pas. Mais, dans ce cas, il 

n'a rien à faire dans une surface de Markov. On montre de même qu'aucun brin ne 

part dans . Donc toutes les poches partent de et aucune n'aboutit dans J 1 . 

A présent nous pouvons affirmer qu'il existe une surface de Markov pour notre 

tresse qui ne contient aucune poche. En effet, même si V a des poches, celles-ci 

sont parfaitement inutiles, car tout ce qu'on peut faire avec elles, on peut aussi 

bien le faire avec trois brins libres. 

COROLLAIRE.- Le noeud de trèfle, et le noeud de huit sont noués. 

Démonstration.— Le noeud de trèfle se représente par la tresse à 2 brins, x 3 . Sa 

longueur algébrique n'est pas celle de x 1 , ni celle de x^
1 . 

Le noeud de huit se représente par la tresse à 3 brins X 2 1x 1xâ
1x 1 . Sa lon

gueur algébrique n'est pas celle de x ^ 2 ni celle de xï
1x 2

1 , mais elle est la 

même que celle de x^x., . Démontrons que x 2

1 x 1 ne peut pas être conjugué à 

x 2

1x 1 X 2 1x 1 , dans B 3 et nous aurons terminé. 
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Un morphisme de B 3 sur le groupe A^ est donné par d(x-i) = (234) et 

ô(x 2) = (134)
2 , puisque d(x 1x 2x 1) = d(x2x-,x2) = (12) (34) . Or on a 

dfx^x.,) = (1234)2 , donc d(x 2

1x 1xi
1x 1) = 1 . 

13) Donnons maintenant la preuve du Théorème 3. 

Soit r une tresse fermée à n brins, de longueur algébrique c , et de ca

ractéristique x • Nous voulons démontrer l'inégalité 

c - n < - x • 

Choisissons une surface de Markov V de r dont la caractéristique d'Euler 

est le nombre x • 

Rappelons-nous que S + (resp. S" ) est le nombre de disques contenus 

dans V dont le bord orienté sur V tourne dans le sens des d croissants (resp. 

décroissants). Le morceau de surface V n M réalise une homologie dans le tore 

plein M entre la courbe r et la réunion des p^ de V n T , donc le nombre n 

est égal à la différence S + - S" . 

Rappelons-nous aussi que nous avons attribué un signe aux points de contact 

tangents de V avec les feuilles 1^ de R dans M . A + (resp. A~ ) est le 

nombre de contacts où les orientations de V et de R coïncident (resp. diffèrent). 

Ltmmc.— Le. nombre, c etit égal à la dl^êsimce, A + - A" . 

Vémonstiatlon.— Décrivons V par ses sections dans les plans R^ . L'angle d 

varie de 0 à lit et nous l'assimilons à la variable du temps. Notons a i , . . . , a n 

les aActi Ubneti de V D R^ , ils vont de r à T , et an + 1,...,an + k les aActi lits, 

qui joignent un parallèle de T à un autre. On a k = S" et n = S + - S" . 

A chaque instant critique O c , 1
1 exprémité finale, de deux des arcs a passe 

d'un parallèle à un autre. Si l'arc a qui aboutissait sur p ^ avant ô c , s'enfuit 

sur p v après d c , nous dirons que la va/dation d'angle, de. a e.n d c est la dé

termination de l'angle cp2-cp! , contenue dans ]0,27r[ si le point selle est positif, 

et dans ]-27r,0[ sinon. Ainsi, à chaque accident positif la somme des variations 

d'angle des arcs est de 2TT , et elle est de -2TT à chaque accident négatif. Si 

bien que la somme de toutes les variations d'angle quand 0 varie de 0 à 2n est 

égale à 27r(A+-A~) . 

A présent repérons chaque R^ par les coordonnées cartésiennes (x3,x^) cen

trées sur r 0 . Le nombre c (r) compte l'enlacement de r avec une courbe r ' pa

rallèle à r , qu'on obtient en déplaçant r selon une direction constante dans le 

repère Ox 3x 4 . Or le nombre d'enlacements de r' avec r est le nombre algébrique 

des intersections de r' avec V , donc le nombre 2tfc est la somme des variations 

d'angle des arcs libres a ± , 1 < i < n . 

Mais la variation d'angle totale de chaque arc lié a-j, n + 1 ^ j < n + k est 

nulle, donc c = A+ - A" , C.Q.F.D.. 
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KuLtAQjMdwt.— Soit v une direction constante dans le repère Ox3x^ de centré 

sur r 0 . Notons a 1 T angle que v fait avec n , dans le plan R̂ , , le long de la 

surface W = V n M . Cet angle est défini sur W en dehors des points de tangence 

de W avec R . Traçons un petit cercle sur W autour de chaque point critique, et 

orientons le par le sens trigonométrique sur W . La variation totale de a sur 

l'un de ces cercles est +2ir ou -2TT selon que le point critique concerné est po

sitif ou négatif. D'autre part la variation de a le long de r est 2TTC et elle 

est nulle le long de chaque parallèle de V D T . Donc c = A+-A" . C.Q.F.D. 

En soustrayant les valeurs de c et de n , on trouve 

c - n = A+ - A" - S+ + S" . 

D'autre part la formule de Poincaré s'écrit 

- X = A+ + A" - S+ - S" . 

Par conséquent l'inégalité à démontrer est équivalente à l'inégalité suivante : 

THÉORÈME 6.- A" > S" . 

Cette inégalité est évidente si S" = 0 . Elle est très facile si S" = 1 . 

Pour le voir regardons les déplacements du brin issu du parallèle répulsif p^ dans 

les sections successives par les R^ . 

CPo 

CPl 

CPo 

4J 

Si tous les points selles au bord de la poche centrée sur P^ sont positifs, 

le brin tourne constamment dans le sens contraire à celui des aiguilles d'une montre. 

Or, au bout d'un tour complet de d sur r 0 , il devrait revenir à sa position ini

tiale. 

Lorsque S" = 2 un argument tout simple prouve encore l'inégalité du Théorème 

6, mais les choses se compliquent rapidement, et la démonstration du cas général de

mande un peu d'attention. 

?№mizn.2JY\zvvt.— Remarquons que si S" est strictement supérieur à A" il doit exis
ter une poche de V n'ayant dans son bord qu'un seul point selle négatif. 
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Vmxlmcmont.— Lorsqu'une surface de Markov V possède une poche TI dont le bord 

ne contient qu'un point selle négatif, il est facile de trouver une isotopie à sup

port dans M qui déforme V en une surface de Markov V possédant une poche eJLe-

mcntaÂAe (celle qui est définie au numéro 10). 

En effet, supposons que deux accidents positifs se suivent sur n après l'acci

dent négatif 

p 
Pcp, 

Pcp 2 

p 
*cp3 

pW 

Décrivons V dynamiquement par ses sections dans les plans . L'angle d 

est considéré comme une variable de temps. 

Soit ô-, l'instant où l'arc TI issu de p^ quitte p pour aller en p ^ 

en passant par un point critique positif. Le parallèle p connecté à p^ par TI 

à la suite de p se trouvera entre p ^ et p^ . Notons d 2 l'instant ultérieur 

à di où l'arc TI quitte p pour aller en p . 

Quitte à déformer V nous pouvons supposer que l'arc TI est une droite verti

cale qui va de p^ à p ^ dans , pour ôi < O < d 2 , et que, de plus, le point 

selle Q-i de l'instant Oi se trouve au dessus du point selle Q 2 de l'instant 0 2 . 

cp2 

CP1 

p1 

\ 
Qi 

d = di 

cp2 

Qa 

w65 

cp3 I 

d = d 2 

Soit e > 0 assez petit pour que rien ne se passe sur V dans les intervalles 

de temps [ ô i - e ^ d j , J d ^ d i + e ] , [ 0 2 - e , d 2 [ et ]0 2 , d 2 + e] . Notons N le cy

lindre formé par les points de M dont la coordonnée 0 varie entre di - e et 
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ô 2 + e . Soit E une membrane presque verticale qui partage N en deux régions, 

l'une Ai contenant Q<i , l'autre As contenant Q 2 . 

Soit U un voisinage assez étroit de 2 pour que A^ = Ai \U renferme encore 

Qi et A 2 = A 2 \ U renferme encore Q 2 . 

Considérons une isotopie à support dans N qui pousse tous les points de A* 

(resp. A 2 ) dans la région 0 2 < O < d 2 + e (resp. d-i - e < 0 < d-i ), sans changer 

les coordonnées sur le disque méridien. Cette isotopie transforme U en une surface 

de Markov V-i . Sur Vi , l'arc TI passe directement de p à p , si bien que 

(Pi CP3 

V<i possède une poche avec un seul accident négatif et un accident positif de moins 

que la poche n de V . 

Une application répétée de ce procédé donne la surface V souhaitée. 

Troisièmement.- La manipulation essentielle. Mettons-la sous la forme d'un lemme. 

Lemme.— Lonsqu' une surface de. Markov V d'une, tresse, r possède, une. poche élémentaire, 

JUL existe une autre tresse r' , avec c ( r ' ) =c ( r ) et n ( r ' ) =n ( r ) , et une surface 

de Markov V de r' , avec x(V') =x(V) , qui a une poche de moins que V . 

Remarque.— Cela ne signifie pas qu'on sache faire disparaître les poches élémentaires 

par isotopie, et r' peut être différente de r en tant que tresse. Cependant la 

tresse r ' que nous allons construire représentera effectivement le même entrelacs 

que r dans R 3 . 

Notons bien qu'une fois le lemme établi, le Théorème 6 s'ensuit par récurrence 

sur S" . 

démonstration du lemme.— Soit TX la poche élémentaire de V contenant le parallèle 

retourné p. . Notons p et p les parallèles directs au bord de TI . 

p 
F cp 0 

p 
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Décrivons V au but par ses sections aux différentes valeurs de d , en assi

milant l'angle ô à la variable du temps. Le temps s'écoule à mesure que l'angle 

croît. 

A l'instant d 0 le brin TX^ issu de p^ quitte p ^ pour aller en p ^ en 

passant par un point critique négatif, et à l'instant d-, il revient en p à la 

suite d'un accident positif. 

Le tore plein M dans S 3 est feuilleté par les disques M^ qui sont les ni

veaux de d . 

Soient x et y , x 2 + y 2 < 1 , les coordonnées cartésiennes sur Mo , 0 le 

point {x = y = 0} . 

Le repère Oxy se transporte à tous les , de sorte que la trace d'un paral

lèle p^ de T possède des coordonnées indépendantes de d . 

A , B , C , D désignent les quatre quadrants de Mo . A = {(x,y)|x<0 et y<0} , 

B = {x> 0 et y< 0} , C = {x> 0 et y> 0} , D = {x< 0 et y > 0} . N est le voisi

nage des axes définis par {|xl <jq OU lyl <-̂ y) > A' la région { x < - ^ et y<~-=ĵ j}> 

et enfin E la région {(x,y) |x< 0 si y > 0 , x < s i y < 0} . 

A 
6 

v C 

Quitte à déformer V par une isotopie à travers les surfaces de Markov nous 

pouvons supposer que les propriétés suivantes sont réalisées : 

(1) V ne rencontre jamais l'intérieur de C . 

(2) Les seuls parallèles de V rencontrant N sont p^ de coordonnées x = 0 , 

y = -1 , p ^ défini pour x = - 1 , y = 0 et p ^ défini par x = 1 , y = 0 . 

(3) De d 0 à d-, , est inclus dans B O N et tout brin de V rencontrant 

E est contenu dans E . 

(4) De d-, à d 0 , est inclus dans A n N et tout brin de V rencontrant 

A' est contenu dans A" . 

On note AçJ la région de A entourée par TL^ de d-j à d 0 et B^ la ré

gion de B entourée par n. de d 0 à di . 
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d«i < d < d 0 d 0 dQ < d < d-, 01 

Il existe une application lisse £ de M dans lui-même, préservant globale

ment chaque disque et vérifiant les hypothèses suivantes : 

(5) Sur A f , £ coïncide avec la rotation d'angle it de centre 0 , pour toutes 

les valeurs de d . 

(6) De d-i - e à dQ + e , f fixe point par point la région M^\Ag . 

(7) De d 0 + e à d-i - e , f fixe point par point les trois quadrants B , D 

et C , et sa restriction à la région E est un plongement dans M^\Bg . 

F 

Ces hypothèses assurent que f induit un difféomorphiqme de V n M sur son 

image. De plus f se prolonge naturellement à un difféomorphisme de V sur une 

surface de Markov W . 

La trace de R sur W est isomorphe à la trace de R sur V , et les signes 

des points critiques sont les mêmes sur W et sur V . En outre, de d., à d 0 , le 

brin TX^ entoure la région de Ag qui ne contient aucun point de W . La transfor

mation effectuée a permis de vider la poche élémentaire. 

Pour obtenir la surface V 1 de même bord que W et contenant une poche de 

moins que W , prenons nos ciseaux. Découpons W suivant les courbes TI^ en d-t 

et en do , et aussi suivant les parallèles p et p, entre d 0 et . Un peu 

de colle pour attacher sur les bords les disques Ag^ et Ag^ ainsi qu'une bande 

de T entre 0 0 et di . Il ne reste plus qu'à polir le tout avec un peu de papier 

de verre. 
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14) Le Théorème de [Alexander] nous dit qu'on peut toujours réaliser le type dfiso

topie d'un entrelacs r de ]R3 sous forme de tresse fermée. Soit L (r) le plus 

grand possible des nombres c(X) - n(X) pour toutes les représentations en tresse 

X de r . 

D'après le Théorème 3, pour le cercle standard L = -1 et pour le noeud de 

trèfle droit L = +1 . Il semble que pour le trèfle gauche on ait L = - 5 , comment 

le démontrer ? 

gauche. droit 

Le premier nombre qu'on peut essayer pour majorer l'invariant L d'un 

noeud de manière à atteindre des nombres négatifs est la signature du noeud (cf. 

[Murasugi 2]). Mais L peut être plus grand que la signature a , comme le montre 

le noeud suivant où L = 9 et a = 8 . 

D'autre part, le genre ne peut pas être remplacé par le degré 3 du polynôme 

d'Alexander dans l'inégalité L < 2g- 1 pour les noeuds. Un exemple où 3 = 0 et 

L = +1 est donné par la tresse suivante, que j'ai tirée de la belle courbe de 

Legendre de [Erlandsson, fig. 55]). 
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Elle représente le noeud de [Rolfsen], p. 167 : 

Il reste au moins un invariant tout simple des noeuds pour lequel je ne connais 

pas la réponse. 

Question.— Est-ce-que l'invariant L d'un noeud peut être supérieur au double du 

nombie goidien u du noeud ? 

Si r est un entrelacs à r composantes connexes, son nombre goidlen u (r ) 

est le plus petit nombre de fois que r doit se croiser elle-même avant de se trans

former en une collection de r cercles non noués et non entrelacés. [Murasugi 2] a 

prouvé que a - r + 1 minore 2u . 

Question.— L(r) < 2u(r) - r ? 

Cela confirmerait une formule conjecturée par J. Milnor, pour calculer le nom

bre gordien d'un noeud torique de type (p,q) : 

u(p,q) = (p-1)(q-1)/2 . 

Plus généralement, J. Milnor propose dans son livre [Milnor 2] une évaluation 

algébrique du nombre gordien de l'entrelacs d'une singularité algébrique isolée. 

Soit Vo une courbe algébrique complexe dans (C2 , d'équation f(z 0 ,Zi) = 0 , 

avec un polynôme f sans facteur carré. Supposons que V 0 possède une singularité 

à l'origine de (C2 . Son nombre de blilnon est le premier nombre de Betti de la sur

face d'intersection V d'une petite boule B1* de centre 0 avec une courbe com

plexe non singulière d'équation f(z0,z<i) = t , pour t suffisamment petit. Ce nom

bre est égal à la multiplicité u de V 0 en 0 . 

Soit r le nombre de branches de V 0 passant par 0 , le nombre 

ô = (u +r-1)/2 compte la quantité de points doubles ordinaires concentrés en 0 

sur Vo (cf. [Milnor 2, p. 85]). 

L'entrelacs r de la singularité est celui qu'on obtient par intersection de 

Vo avec la sphère S 3 au bord de la petite boule B** . Il a exactement r compo

santes connexes. Il borde dans S 3 une surface W isotope dans B4* à la surface 

V . Cette surface est connexe et elle a la plus grande caractéristique d'Euler 
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possible parmi les surfaces de Seifert de r , donc x(r) = 1 - u • 

En fait [Milnor 2] montre que S 3 ^ r fibre sur le cercle S 1 avec des fibres 

qui sont toutes isomorphes à V . Chaque fibre est une surface connexe dont la 

fermeture est une surface compacte de bord r . Le Théorème de [Stallings 1] 

nous permet d'affirmer que est une surface de Seifert de caractéristique maxi

male. 

D'après les résultats de [K. Brauner], l'entrelacs r est isotope dans S 3 à 

une tresse positive X , c'est-à-dire une tresse X qui s'exprime dans Bn comme 

un produit des générateurs Xj_ , 1 < i < n, de Artin (cf. numéro 8), sans faire in

tervenir de xï 1 . 

Exemple 1.— Si p et q sont deux entiers ^ 2 , premiers entre eux, la courbe 

d'équation z£ + = 0 donne le noeud torique £(p,q) . Dessin de £(2,3) et de 

£(3,2) : 

Exemple 2.—Avec f(z0,z^) = z2, + z* , on obtient 

[Birman et Williams] prouvent qu'une tresse positive X vérifie Végatùté 

n - c = x • 

(Voir aussi la remarque 1 qui suit le Théorème 3,) 

Par conséquent si X est une tresse positive représentant un entrelacs r 

d'une singularité, on a 

-L = x = n - c = 1 - u 
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et 
6 = (c-n + r)/2 . 

J. Milnor émet la très séduisante hypothèse que le nombre gordien u (r ) 

pourrait bien être toujours égal au nombre 6 . 

L' inégalité u < ô est due à [Pinkham]. On peut également la déduire d'une 

inégalité plus générale démontrée dans [Boileau et Weber], qui dit que pour une 

tresse X à n brins, qui peut s'écrire avec b croisements, c'est-à-dire une 

tresse X qui s'exprime dans Bn par un mot de longueur b , on a 

u < (b-n + r)/2 . 

Par contre l'inégalité dans l'autre sens, u > 6 constitue encore un pro

blème ouvert. Elle serait établie si l'on savait prouver l'inégalité L < 2u - r , 

puisque L = c - n pour X positive. 

La question u > (c-n+r)/2 est également posée dans [Rudolph 1]. 

Remarquez le bel encadrement du nombre gordien qu'on aurait pour une tresse 

quelconque. : 

(c-n+r)/2 < u < (b-n + r)/2 . 

15) Soit V une courbe algébrique complexe dans (C2 possédant une singularité 

isolée (inalytsLque.me.nt ihAeductÂble. en 0 . 

D'après le Théotieme. de. VuiAe.ux il est possible de trouver des coordonnées 

(z0,Zi) sur Œ 2 , telles que l'équation de V s'écrive 

f(zo,zO = TT (Zi -C1Œ.Z0)) 

avec 
£1(Zo)=oo axzko/n 
K=1 

où n est un entier strictement supérieur à 1 (cf. [Pham]). 

Le cône tangent à V en 0 se réduit à l'axe des z 0 . Si l'on coupe V 

avec une sphère S 3 de centre 0 et de rayon e très petit, on obtient une 

courbe X dans un voisinage très étroit du cercle r 0 . X est une tresse fermée 

positive connexe. 

Le Théorème de [Brauner] affirme que X est un nomd tosUque. iXfoie 

l{ (ni ,ki),..., (n p,k p) ) . Le noeud torique itéré £( (n<i ,ki),..., (np,kp)) étant 

celui qu'on obtient en câblant le noeud torique £(n p,k p) sur la surface d'un tore 

voisin du noeud torique itéré £((n<i ,k-i),..., (np_1 9k p__^)) . 

(CabteA une txeAbe. X 2 dans le voisinage tubulaire U d'un nomd X1 consiste à 

envoyer le tore plein standard M contenant X 2 sur U par un difféomorphisme 

qui envoie un parallèle au bord de M , non enlacé avec l'âme de U sur un noeud 

X\ parallèle à X<\ non enlacé avec Xi dans S 3 .) 
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Le nombre n qui rentre dans l'équation de V est le nombre des brins de X , 

c'est le produit des ni , i variant de 1 à p . Les couples (ni,ki) sont les 

poJjieti de, Pacôeux de V en 0 , elles vérifient (ni,ki) = 1 , niki^ < ki , 

1 < ̂  < ki . Ce sont les invariants topologlqueA de V en 0 (cf. [Pham]). La 

tresse X est équivalente à celle qu'on obtient en coupant S 3 par la courbe com

plexe d'équation 
z1=zak1/n1+ zak2/n2+........zak1/n1........np 

Notons v-l le produit n i + 1...n p , pour i = 1,...,p-1 , et posons v p = 1 , 

la multiplicité u de V en 0 est donnée par 

U = S Vi(ki-1)(ni-1) 
i>1 (cf. [Milnor 2] p. 93). 

Par exemple, pour z£ = , la multiplicité est égale à (k - 1)(n- 1) . 

D'autre part, si X-, est une tresse à brins de longueur algébrique Ci , 

et X2 une tresse à 112 brins de longueur algébrique c 2 , la tresse X , cons

truite en câblant X 2 dans un voisinage tubulaire de X1 , possède n = n-iiu brins 

et sa longueur algébrique c vaut c 2 + n 2. c, . 

Pour la tresse £(n,k) le nombre de brins est n et la longueur algébrique 

est k(n- 1) . La formule 

U - 1 = c - n 

pour un noeud torique itéré, s'ensuit par récurrence sur le nombre de paires de 

Puiseux. 

Lorsque la singularité algébrique de V en 0 n'est plus irréductible, l'en

trelacs X n'est plus connexe. Il a r composantes connexes Xi , si r est le 

nombre de branches V ± de V en 0 . Soient H1,... ,H r les tangentes de V en 0 . 

L'intersection de Hi avec S 3 est un ceAcie. de, Hop£ C± . La composante Xi se 

tient auprès de Ci . Pour i f j , les cercles Ci et Cj ont un nombre d'enlace

ment égal à +1 . Donc Xi enlace positivement Xj . 

Les cercles de Hopf sont les fibres de la fibration de Hopf de S 3 sur S 2 . 

Il est donc possible de déformer la réunion des Ci , à travers les familles dis

jointes de cercles de Hopf jusque dans un voisinage arbitraire de r 0 . Nous rame

nons ainsi X à une tresse fermée dans un voisinage de r 0 . C'est une tresse posi

tive puisque les Xi le sont et qu'ils s'enlacent positivement les uns les autres. 

Soit ni le nombre de brins de Xi , et Ci sa longueur algébrique. Notons 

Ui la multiplicité de V"i en 0 et ôij la multiplicité d'intersection de Vi 

avec Vj en 0 . On a, ôij = n^j . Calculons les nombres n , c et u de X . 

On a 

u - 1 = 
Г 

1 = 1 

(u+1)+1#3 $ij 

et 
= i=1 Ci (u+1)+1#3 $ij 
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et 
n=Ei=1ni 

donc 
c - n = u - 1 . 

16) Nous allons décrire une autre manière de voir l'égalité c - n = u - 1 qui 

jette un peu de lumière sur la quantité c - n et l'invariant L . Cela va nous 

ramener aux structures de contact en dimension 3 . 

La sphère à trois dimensions possède une structure de contact standard F 0 , 

celle qui est formée des plans orthogonaux à la fibration de Hopf. Si on regarde 

S 3 comme la sphère de centre 0 et de rayon p dans (E2 , le plan de F 0 au 

point z = ( z o j Z - , ) € S 3 est la droite complexe perpendiculaire à celle qui joint 

z à l'origine de (C2 . C'est aussi la seule droite complexe tangente à S 3 qui 

passe par z . En coordonnées polaires sur (C2 , F 0 est décrit par l'équation de 

Pfaff 

p%d% + p 2dO, = 0 . 

La normale orientée de F 0 en z , sera le vecteur iz . 

L'entrelacs r d'une singularité algébrique complexe isolée en 0 € (E2 , nous 

est donné comme section transverse d'une sphère standard de centre 0 dans (C2 et 

d'une courbe complexe, donc la tangente à r dans S 3 est toujours tAansvoAse 

aux plans de F 0 . De plus r est une courbe ascendante, dans F 0 si on l'oriente 

comme bord de la surface Vo munie de son orientation complexe. 

Si z = (z 0 , Z i ) ; z 0 = Xi + ix 2 , et z<i = x 3 + ix 4 , on a 

iz - ( ~ X 2 , X i , - X i * , X 3 ) . 

Posons 

JZ - ( ~ X 3 ,Xi+,Xi ,-x2) . 

Le vecteur jz est orthogonal à z et à iz , il est donc dans le plan de F 0 

en z . 

Par définition, le nombre l(r) d'un entrelacs t/iansveKse à F 0 sera l'en

lacement de r avec la courbe r' qu'on obtient en déplaçant légèrement r dans 

S 3 suivant le champ de vecteurs qui vaut jz au point z . 

Le cercle r 0 est transverse à F 0 , et son enlacement l(T0) avec F 0 est 

égal à -1 . Il en va de même pour toutes les fibres de la fibration de Hopf. 

Tout entrelacs r qui longe le cercle r 0 d'assez près est une courbe trans

verse à F 0 . Si r est ascendante dans F 0 , elle est en même temps une tresse 

fermée. 

La longueur algébrique c (r) compte l'enlacement dans S 3 de r avec sa 

translatée dans S 3 suivant une direction constante dans le repère (x 3,Xi*) . 

D'où l'égalité 

£(r) = c (r ) - n (r) . 
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Soit Г l'entrelacs d'une singularité algébrique complexe V isolée en 

0 € I 2 . Si la sphère S 3 est choisie suffisamment petite, Г est contenu dans 
un voisinage étroit d'une famille finie de cercles orthogonaux à F 0 , la trace 

sur S 3 de la famille des tangentes à V en 0 dans Œ2 . Donc Г est isotope 
à une tresse fermée X , parmi les entrelacs transverses à Fo . Par conséquent 
l'égalité с - n = u - 1 entraîne l'égalité £(Г) = u. - 1 . 

Mais nous allons voir tout de suite que cette égalité provient d'un résultat 
global dans (C2 (voir aussi [Rudolph 2] et [Laufer]). 

PROPOSITION 4.- Soit V une courbe analytique, complexe non singulière dans Œ2 , 

et S 3 une sphère euclidienne centrée en 0 e Œ2 , transverse à V . Notons Г 
V entrelacs transverse ascendant à F 0 sur S 3 , obtenu, en coupant V par S 3 , 

et notons V la partie de V contenue dans la boule B 4 bordée par S 3 dans 

(C2 . On a 

l(?) = -xOO 

VémonstAotlon.— Notons V la surface de (C2 qu'on obtient en poussant V avec 

le vecteur qui vaut jz au point z . Soit r ' c S 3 le bord orienté de 

V = V n B 4 . L'enlacement de r avec r ' dans S 3 est l'opposé du nombre algé

brique d'intersections de V avec V (cf. [Rolfsen]). 

Un point d'intersection de V avec V est voisin d'un point critique de la 

fonction p qui mesure la distance à 0 sur V , car jz est tangent à la sphère 

S 3 qui passe par z , centrée en 0 . 

Pour démontrer notre égalité, on peut toujours supposer que V ne passe pas 

par 0 et que tous les points critiques de p sont non dégénérés. 

Plaçons-nous auprès d'un point critique £ . Il existe des coordonnées holo

morphes z 0 = x 0 + iyo et z-i = x-1 + iyi telles que £ soit le point 

{z 0=1 , Zi =0} , et telles que l'équation de V s'écrive 

z 0 = 1 + cz
2 + O d Z i l 3 ) 

avec с réel > 0 . 

£ est un point col de p si с > et un minimum de p si с < . 

En effet sur V on a 

p 2 = z 0z 0 + ZiZi = 1 + ziZi + cfz^ + z 2) + Of lZi l 3 ) 

= 1 + x 2 + y 2 + 2c(x 2-y 2) + Oflz,!3) 
donc 

P 2 - 1 = (1 + 2c)x2 + (1-2c)y? + 0(| Z 1| 3) . 

D'autre part, au voisinage de £ , il existe un unique point C de V n V . 

Le nombre d'Intersections de V avec V en Z1 &>t positif si c < i et 
1 

négatif si c > . 
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En effet, au voisinage de C , V s'écrit, à l'ordre 3 en \z^\ : 

rxo = 1 + c f x î - y 2 ) 

y 0 = 2cx 1yi 

et jz est à l'ordre 1 le vecteur (-Xi,yi,1,0) . La surface V est la trans

latée de V suivant ejz , e réel > 0 et petit, donc V s'écrit, à l'ordre 

3 en I z 11 , 

Ko + £Xi = 1 + c(x 2-y 2) + c(e 2- 2ex-,) 

y 0 - eyi = 2cx 1y 1 - 2ceyi 

et V est le point d'abscisses {x-i = ec(1 +2c)~ 1 , yi = 0} . Posons 

a = 2ec2(1 + 2c)~ 1 . Le plan tangent à V en £' est 

dx 0 = adxi 

dy 0 = adyi 

celui de V est 

rdxo = (a - e(1 + 2c))dxi 

ldy0 = (a - e(1 - 2c))dyi 

Donc le déterminant 4x4 qui compte l'orientation de l'intersection de V et 

V en V est égal à e2(1 + 2c) (1 - 2c) . 

Par conséquent le nombre l(r) est la somme des points cols de p sur V 

diminuée de la somme des minima de p sur V . C.Q.F.D. 

Remarque. 1.— L'absence de maxima pour p est montrée dans [Andreotti-Frankel] ; 

l'absence de cols comptant pour -1 dans le calcul de l est une information géo

métrique supplémentaire. 

Remarque 2.— Nous venons d'indiquer trois démonstrations différentes de l'égalité 

U = l - 1 • Nous en donnerons encore deux autres à la fin du § 1 . 

Nous allons voir au § III que le nombre l est un cas particulier d'une notion 

plus générale qui est utile dans l'étude des équations de Pfaff en dimension 3 . 

IE. ENLACEMENTS DES COURBES ET DES CHAMPS DE PLANS 

17) Soit M une variété orientée de dimension 3 , F un sous-fibré trivial de 

rang 2 du fibre tangent de M , et r un entrelacs dans M , c'est-à-dire une 

sous-variété fermée orientée de dimension 1 de M . Nous supposons r homologue 

à zéro dans M et transverse au champ de plans F . 

Rappelons que l'enlacement de r avec un autre entrelacs r' homologue à 

zéro dans M et disjoint de r , est le nombre d'intersections homologique de r' 

avec une 2-chaîne orientée de bord r (cf. [Rolfsen]). 
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Soit v une section de F définie sur M toute entière, qui ne s'annule 

jamais. Considérons l'entrelacs r' qu'on obtient en poussant légèrement r dans 

la direction de v . 

PROPOSITION 5.- L'entier relatli £ ( r , r ' ) qui mesure Venlacement de T avec r ' 

est Indépendant du choix de v , et t i ne change pas lorsqu'on remplace Vorienta

tion de r pan. son opposée. Van. contre IZ change de signe si on renverse Vorien

tation de M . 

Démonstration.- Si w est une autre section de F qui ne s'annule pas, soit r" 

l'entrelacs obtenu en poussant r avec w . La différence entre £(r ,r") et 

£(r,r") est le degré de l'application cp qui associe à tout point de r l'angle 

de v avec w dans le plan F . Mais cp s'étend en une application de M dans 

le cercle et H<\ (r) va sur zéro dans H, (M) , donc le degré de cp est nul. 

DEFINITION.— On note £(r,F) Ventier £ ( r , r ' ) et on Vappelle enlacement de r 

avec F . 

Ce nombre ne change pas si on bouge r par isotopie transverse à F ou si 

on bouge F par homotopie transverse à r . 

Remarque.— Si les deux premiers groupes d'homologie entière de M sont nuls, l'en

lacement d'un champ de plans non singulier et d'un entrelacs transverse est tou

jours défini. Car toutes les courbes sont homologues à zéro et tous les sous-fibrés 

du fibre tangent sont triviaux. 

En effet M 3 est parallelisable, car on a H 1 (M,TIo(0(3))) = 0 , 

H 1 (M,7ii (0(3))) =0 et TI2(0(3)) = 0 . Fixons une parallelisation de M . Un champ 

de plans non singulier correspond alors à une application de M dans S 2 , et 

nous devons voir qu'elle se relève à SO(3) . Mais H2(M,2Z) contient la seule 

obstruction au relèvement, or ce groupe est isomorphe à Hom(H2(M),Z) puisque 

Hi (M) = 0 . 

Exemples.— Si Fo est la structure de contact standard sur S 3 et r 0 une fibre 

de la fibration de Hopf, £(r 0,Fo) vaut -1 . 

De même si R est le feuilletage de Reeb direct sur S 3 et r 0 l'âme de la 

feuille compacte, £(r 0 >R) = -1 . 

Remarquons que si r est une tresse fermée dont la tangente reste voisine de 

celle de r 0 , l'enlacement de r avec F 0 et R est le même, car R est homo-

tope à F 0 en restant fixe le long de r 0 . Nous avons vu au numéro 16 que l(T) 

est égal à la différence c - n , où c est la longueur algébrique de r et n 

son nombre de brins. 

Pour le feuilletage F de S 3 associé à un noeud fibre K de genre g , 

comme le feuilletage de Reeb est associé au noeud trivial, on trouve 

£(K,F) = 2g - 1 . 
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18) Soit F un champ de plan orienté sur une variété orientée de dimension 3 . 

Et soit y un entrelacs plongé dans M , homologue à zéro, tangent à F en chacun 

de ses points. On obtient un nouvel entrelacs Y F en poussant légèrement Y dans 

M suivant sa normale directe dans F . 

DEFINITION.— L'enlacement de y avec Y 1 s'appelle Vautoenlacement de Y dans 

F . On le note T ( Y , F ) . 

Remarquons que T ( Y , F ) ne dépend que des plans de F le long de Y , il est 

donc bien défini, même si F n'est pas trivialisable. Par ailleurs T ( Y , F ) ne 

change pas si l'on renverse l'orientation de Y OU celle de F . 

Supposons maintenant que F soit parallélisable et orienté. Et considérons 

une collection Y de courbes immergées orientées tangentes à F en chacun de 

leurs points. 

Nous supposerons également que Y est homologue à zéro dans M . 

DEFINITION.- L'enroulement de Y dans F , U ( Y , F ) , est la variation totale de 

l'angle de la tangente à y dans un repère direct (v,w) trlvlaluant F . 

Le nombre u(Y,F) change de signe si l'on renverse l'orientation de Y OU 

celle de F . Mais on vérifie que u(Y,F) ne dépend pas du choix d'un champ de 

repères directs dans F exactement comme nous avons justifié la définition de l 

par la proposition 5. 

Exemples.- Dans le feuilletage de Reeb, T est nul pour les courbes tracées sur 

les feuilles planes, mais T = p.q pour un noeud torique de type (p,q) sur la 
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feuille compacte. Quant à u. c'est l'enroulement ordinaire dans les feuilles 

planes, mais c'est un enroulement tordu dans la feuille compacte T , car il faut 

compter la variation de la tangente par rapport au champ de vecteurs v suivant 

sur le tore : 

DÉFINITION.- Lorsque F est une structure de contact, les courbes tisses immer

gées tangentes à F s'appellent courbes de Legendre de F . 

Un Théorème de [Gromov 2] et [Duchamp] nous apprend que deux courbes de 

Legendre homotopes à zéro, sont régulièrement homotopes parmi les courbes de 

Legendre si et seulement si elles ont même enroulement. 

De façon générale [Gromov 2] et [Duchamp] montrent que l'espace des immer

sions de Legendre d'une variété V de dimension n dans une variété de contact 

M2n+i a i e type d'homotopie de l'espace des applications fibrées injectives la-

grangiennes de T(V) dans le fibre de contact F sur M . 

19) Soit F une structure de contact parallèlisable sur une variété M 3 . Le 

champ F est transversalement orienté par une forme de contact a qui le définit. 

Supposons M orientée par la forme volume aAda , et F orienté par la forme 

da . 

Soit Y un entrelacs tangent à F , et v la normale directe à Y dans F . 

L' entrelacs Y + , obtenu en poussant légèrement y suivant v dans M est trans

verse à F . 

C'est justement ce que nous dit la formule de Stokes quand on l'applique à un 

rectangle infiniment petit ayant un côté sur Y , un côté sur Y + et les deux 

autres côtés suivant v . 
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v 
. Y + 

F 

v 
F 

Y 

Au premier ordre en e , la valeur de a sur la tangente à y + ev est 

égale à la valeur de da sur le couple de vecteurs (ev,t) , où t est la tan

gente à Y . 

La restriction de a à y+ est toujours strictement négative. On dit alors 

que l'entrelacs Y + est descendant dans F . 

De même l'entrelacs Y"" = Y - ev est transverse à F , mais il est ascendant 

dans F . 

PROPOSITION 6.- Lorsque Y est homologue à zéro dans M , 

£ ( Y + ) = T ( Y ) + U ( Y ) 
et 

£ ( Y " ) = T ( Y ) - U ( Y ) 

Démonstration.— Soit v une section non singulière de F sur M , et soit e et 

e' deux infiniment petits non nuls. Le nombre £(y + ev) compte l'enlacement de 

Y + ev avec y + ev + e'v , et le nombre T ( Y) compte l'enlacement de y avec 

y + e'v donc celui de y + ev avec y + ev + e'v . Par suite la différence 

£(y +) - T ( Y) est égale à la variation totale de l'angle de v avec v dans F 

le long de y+ . Cette variation est la même le long de y > elle vaut donc U ( Y ) • 

Donc l(y+) = x(y) + U ( Y) . L'autre égalité s'en déduit, car si l'on change a en 

-a , aAda ne change pas, mais l'orientation de F se renverse. La normale v 

devient -v , Y + devient y" , ni l ni x ne changent, mais u devient -u . 

20) Soit F un champ de plans parallélisable, orienté, sur une variété orientée 

M 3 , et V une surface orientée immergée dans M . Le champ F induit un champ 

de directions orienté n sur V . 

Par deux fois déjà nous avons rencontré ce champ. D'abord au numéro 5 pour 

annoncer une différence entre les propriétés globales et les propriétés locales 

des structures de contact. Puis au numéro 10, F était alors le feuilletage de 

Reeb sur S 3 et V était une surface de Markov. 

Le champ de directions n porte un champ de vecteurs tangents à V que nous 
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désignerons également par la lettre n et que nous appellerons le champ caracté-

sUAtLque.de V dans F (cf. [Lie]). 

DEFINITION.- Soit x 0 un point singulier isole de r\ , c'est-à-dire un point de 

contact de F et de V , V indice tordu de n par rapport à F en x 0 , noté 

i F(x 0) , est le degré de n considéré comme application d'un petit cercle trlgo-

nométrlque entourant x 0 dans V à valeurs dans le cercle des vecteurs unitaires 

de F repérés dans une trlvlalisation directe (v,w) de F . 

Si les orientations de F et du plan tangent à V coïncident en x 0 , l'in

dice tordu i F(x 0) est l'indice ordinaire du champ de vecteurs n en x 0 , sinon 

c'est l'opposé. 

PROPOSITION 7.- Sur une surface V fermée immergée orientée la somme des Indices 

tordus est nulle. 

Démonstration.- Soit v un champ de vecteurs non singulier sur M tangent à F 

en tout point. Soient D1,... ,0^ des petits disques de V centrés sur les points 

critiques de n , et Yi»---,Yk leurs bords orientés. Notons cp l'application du 

complémentaire des Dj dans V à valeurs dans le cercle que définit l'angle de 

n avec v . La somme des indices tordus de n sur V est l'opposé du degré de 

la restriction de cp à la réunion des Yj , elle est donc nulle. 

DEFINITION.— Soit V une surface compacte orientée Immergée dans M dont le bord 

r est plongé dans une variété orientée M . L'enlacement au bord de V , noté 

p(V) , est l'enlacement de r avec un entrelacs r obtenu en poussant r suivant 

la normale à V dans M . 

THEOREME 7.— Soit T un entrelacs homologue à zéro transverse à F de façon 

ascendante, V une surface compacte Immergée dans M de bord r , orientée de 

telle manière que r soit son bord orienté. On a la formule suivante : 

£(r,F) = p(V) - 2i F(xj) 
X-j 

ou la somme porte sur tous les points singuliers de n . 

Démonstration.— Soit v un champ de vecteurs non singulier sur M tangent à F 

en tout point. La différence des enlacements £ ( r , r + ev) = £(r,F) et 

£(r,r+erï) = p(V) mesure la variation totale de l'angle cp que v fait avec n 

dans F le long de r . De même pour chaque Xj , i F (Xj) est la variation de cp 

le long du bord orienté d'un petit disque Dj de V centré en Xj . Puisque cp 

est défini sur toute la surface V , en dehors des disques Dj , on obtient la for

mule annoncée. 

Remarque 1.— Tout entrelacs r homologue à zéro dans M borde une surface com

pacte orientée V plongée dans M (cf. [Rolfsen]), donc le nombre -£(r,F) peut 

toujours s'interpréter comme une caractéristique d'Euler tordue par le champ F . 
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Rma/ique. 2.— La formule d'Euler-Poincaré (cf. [Poincaré]) se démontre de la même 

manière que le Théorème 7. En effet, soient V une surface orientable fermée, 

Vi et v 2 deux champs de vecteurs tangents à V dont tous les points singuliers 

sont isolés ; appelons x } , . . . , X g les points singuliers de v^ , x2,...,x£ ceux 

de v 2 , Dj des petits disques centrés en ces points, Yj leurs bords. La diffé

rence entre la somme des indices des Xj et celle des indices des xj est égale à 

la variation totale de l'angle cp que v-j fait avec v 2 sur la réunion des Yj • 

En écrivant que cp est définie sur le complémentaire des dans V on obtient 

donc que la somme des indices des points critiques d'un champ de vecteurs sur V 

est un invariant de V . On montre la même chose pour une surface non orientable 

U en passant au revêtement des orientations de U . Pour identifier cette somme 

avec la caractéristique d'Euler, on considère une triangulation de la surface et 

un champ de vecteurs qui possède une source au centre de chaque face, un puits sur 

chaque sommet, et un point selle au milieu de chaque arête (cf. [Hopf]). 

R&maAquz 3.— Soit V une surface fermée orientée immergée dans une variété orien

tée M de dimension 3 , et F un champ de plans orienté parailélisable sur M . 

Notons n le champ caractéristique de V . En mettant ensemble la proposition 7 

et la formule d'Euler-Poincaré, on s'aperçoit que la somme des indices ordinaires 

des points singuliers de n > où F a la même orientation que V (resp. l'orien

tation opposée) est égale à la moitié de la caractéristique d'Euler de V . 

RzmaxqiKL 4.— Soit R le feuilletage de Reeb direct sur S 3 , r une tresse fermée, 

et V une surface orientée compacte plongée dans S 3 dont le bord est r . Quitte 

à perturber V très légèrement, on peut supposer que les points critiques de son 

champ caractéristique n sont non dégénérés. Soit S + (resp. S" ) le nombre des 

sommets (resp. des fonds) parmi les contacts tangents de V avec R ; soit A + 

(resp. A~ ) le nombre des points cols où les orientations de V et de R coïn

cident (resp. diffèrent). La formule de Poincaré s'écrit : 

-X(V) = - S+ - S" + A+ + A-

et le Théorème 7 : 

l = - S+ + S" + A+ - A" . 

L'inégalité du Théorème 3 nous donne donc l'inégalité : 
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A" > S" 

pour toute surface V de bord r , et pas seulement pour les surfaces de Markov 

(Théorème 6). 

Remarque. 5.- Soit r un cercle plongé dans S 3 , quel que soit l'entier pair p , 

il existe un disque immergé dans S 3 , de bord r et d'enlacement au bord p . 

Supposons que r soit une tresse fermée transverse à R , telle que £(r,R) = 1 

( r sera donc nouée) et choisissons un disque D immergé de bord r avec 

p(D) = 0 . Par exemple : 

Le Théorème 7 nous dit : 

1 = - S + + S" + A+ - A~ 

et la formule de Poincaré 

1 = S + + S" - A+ - A" 

on a donc 

A" = S" - 1 . 

Par conséquent l'inégalité A" > S" est une propriété des surfaces plongées. 

(Notez que le disque dessiné a toutes les propriétés markoviennes sauf d'être plongé.) 

21) Reprenons un instant la discussion des numéros 14, 15, 16. Soit V 0 un germe 

de courbe algébrique complexe en 0 dans (E2 , d'équation f(z 0,z 1) = 0 , où f 

est un polynôme sans facteur carré. Notons r l'entrelacs de la singularité de 
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V 0 en 0 , obtenu en coupant Vo par une petite sphère S de centre 0 . La 

courbe r est transverse ascendante à la structure de contact standard F 0 de 

S . Soit u le nombre de Milnor de Vo en 0 et t le nombre d ! enlacement de 

r avec F 0 . Voyons comment le Théorème 7 entraîne l'égalité 

l = u - 1 . 

[J. Milnor 2] prouve que la restriction à S^ r de la fonction 

d(z) = {(log(f(z)) - log(lfl(z))) 

est une fibration au dessus du cercle S 1 . Et il démontre que sa fibre est une 
O 

surface ouverte connexe dont la fermeture dans S est une surface compacte 

connexe de bord r et de caractéristique d'Euler 1 -u. . Orientons de 

manière que r soit son bord orienté. Le Théorème 7 nous dit que le nombre 

l + 1 - u compte les indices des points de tangence de avec F 0 où les 

orientations diffèrent. Par conséquent il nous suffit de montrer que tous les 

plans tangents de qui sont des droites complexes de (C2 ont l'orientation 

complexe. 

Notons v(z) le champ des normales unitaires aux fibres dans S^ r ; 

et notons <a,b> = a0bo + a<ib~i la forme hermitienne de Œ 2 , et (a,b) le pro

duit scalaire Re(<a,b>)__. Enfin si g est une fonction holomorphe de z= (zo.zO 

nous posons grad.g = eg/ez1,eg/ez2• 

Soit p(t) un chemin différentiable dans S , on a 
datarti) 

at 

dp 

,dt 7 J 
d'autre part 

dOfrjftïi 
dt 

Re I 
dloefffDCtllVN 

dt 
Re 

<dp/dt 
i grad.log(f)>j 

donc, en tout point z de S , 

v(z) = a(z)z + i grad.log(f(z)) 

où a est une fonction de z à valeurs réelles. 

Si z est un point de tangence de et de F 0 , le vecteur v(z) est 

proportionnel à iz sur R , soit v(z) = ibz avec b réel. Donc 

grad.log(f(z)) = (b + ia)z , a,b € R 

Or une telle relation de dépendance ne peut avoir lieu que si b est un nombre 

strictement positif, en vertu du lemme 4.3, page 35 de [Milnor 2]. Donc v(z) 

pointe dans la même direction que iz. C.Q.F.D. 

Au numéro 16 nous avons montré que l'égalité £ = u - 1 résulte d'une pro

priété globale des courbes analytiques complexes de Œ 2 . Nous allons revoir ce 

résultat grâce à une interprétation de l en géométrie complexe inspirée par une 

note de [Eliashberg et Harlamov] . 
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22) Soit G la grassmannienne des plans orientés de dimension 2 de IV* qui 

passent par l'origine. Soit (e-, ,e2,e3,e<*) la base canonique de . Considérons 

un élément P de G et (v,w) une base orthonormée directe de P . En termes de 

bivecteurs, on a 

v A w = pi2©i A e 2

 + p 2 3 e 2 A e 3 + P 3 i e 3 A e-i + p 3i+e3 A e^ + pi**ei A e^ + p 2^e 2 A e^ . 

Les pij sont les coordonnées de Plûcker de P , elles ne dépendent pas du choix 

de la base (v,w) et satisfont les équations : 

'P12P34 + P23P1* + P3lP2*t = 0 

P12 + P23 + P31 + Ps* + Pl4 + pl^ = 1 

Inversement, six nombres réels satisfaisant ces équations définissent un élément 

P de G . 

Posons 

X1 = P12 + P3^+ X2 - P23 + P14 X 3 = P31
 + $2t* 

Yi = P12 - P3** Y2 = P23 - P14 Ys = P31 - P24 

La variété G est isomorphe au sous-espace de R 6 défini par les deux équations 

suivantes : 

x 2 + x 2 + x 2 = 1 et y 2 + y3 + yf = 1 

(cf. [Blaschke] et [Chern et Spanier]). 

Si Si désigne la sphère des x et S 2 la sphère des y , on a G = Si x s 2 . 

Munissons R 4 de la structure complexe qui vérifie e 2 = iei et e** = ie 3 . 

Nous identifions ainsi R 4 à (C2 . 

Le sous-espace de G défini par 

Xi = 1 , x 2 = 0 , x 3 = 0 

est l'ensemble S% des droites complexes de (C2 , munies de leur orientation com

plexe, alors que 

xi = - 1 , x 2 = 0 , x 3 = 0 

est l'ensemble S 2 des droites complexes avec l'orientation opposée (cf. [Bishop]). 

A présent regardons une immersion f d'une surface orientée V dans W* . 

L'application de Gauss g de f associe à chaque point m de V l'élément 

de G parallèle au plan tangent de f (V) en f (m) . Elle se décompose en deux 

applications de V dans la sphère de dimension 2 : gi à valeurs dans Si et 

g 2 à valeurs dans S 2 . 

Nous appellerons points complexes de f , les points de V que l'application 

de Gauss g envoie dans S 2 ou dans S^ . Génériquement les points complexes se 

répartissent en quatre espèces différentes, selon que l'orientation du plan tangent 

est complexe ou non et selon que l'application gi renverse ou non l'orientation. 

Un point complexe m est positif (resp. négatif) si g (m) tombe dans S 2 (resp. 
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S~ ) ; il est elliptique (resp. hyperbolique) si le degré de g<i en m est posi

tif (resp. négatif). 

D'après [Bishop] un point complexe m est elliptique (resp. hyperbolique) 

si il existe des coordonnées (z,w) , holomorphes, ou antiholomorphes, sur un voi

sinage de f (m) dans (C2 , qui s'annulent au point f(m) , et dans lesquelles 

l'équation locale de f(V) en f(m) s'écrit : 

w = zz + 3(z 2 + z 2) + 0(|z|3) 

avec f . 1 
' 2 (resp. 3 < 2 

Notons e + (resp. e" ) le nombre des points elliptiques positifs (resp. né

gatifs) sur V , et h + (resp. h~ ) le nombre des points hyperboliques positifs 

(resp. négatifs) sur V . 

Lorsque V est une surface fermée orientée Immergée dans (C2 , on a 

e + - h + - e" + h- = 0 . 

En effet le degré de la première application de Gauss, g-i , se compte aussi bien 

au dessus du pôle nord de S-i qu'au dessus du pôle sud de Si , et, dans le pre

mier cas, on trouve e + - h + alors que, dans le second cas, on trouve e" - h" . 

Nous dirons qu'un point elliptique positif ou hyperbolique négatif est d'In

dice tondu +1 . Les autres sont d'indice tordu -1 . 

Si V est plongée, un résultat classique de Whitney nous dit qu'il existe un 

champ de vecteurs v non nuls normaux à V dans (E2 (voir par exemple [Chern et 

Spanier]). Plaçons-nous dans le cas générique où les points complexes de V sont 

non dégénérés. Et considérons le champ F des droites complexes orthogonales à 

v le long de V ; soit n la trace de F sur V . 

Lemme 1.— Les points complexes elliptiques de V sont les points d'Indice 1 de n 

et les points hyperboliques sont ceux d'Indice -1 . 

Démonstration.— Les points complexes de V sont isolés et les divers choix possi

bles de v sont tous homotopes. Il suffit donc de vérifier l'assertion sur les 

formes normales 

w = zz + 3(z 2 + z2) , 

avec v parallèle à l'axe imaginaire pur du plan des w . Dans ce cas les courbes 

intégrales de r\ sur V se projettent sur les courbes de niveaux de la fonction 

X 2 + V 2 + 23 (x2 - y 2) 

dans le plan de la coordonnée complexe z = x + iy . 

Une conséquence immédiate du lemme 1 : 

PROPOSITION 8 ([Bishop]).- Lorsque V est une surface fermée orientée plongée 

dans Œ 2 , on a 

e+ - h
+ + e- - h- = x(V) . 
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et 

degré (g0 = e + - h + = e" - hr = 1 x(V) . 

Montrons comment ces formules entraînent le résultat suivant de [Blaschke] et 

[Chern et Spanier] : 

THÉORÈME.- Soit V une surface fermée orientée plongez dans Œ 2 , gi et g 2 

les deux composantes de son application de. Gauss, on a 

degré (g-,) = degré (g2) = X(V) 

démonstration.— Notons a la symétrie de R 4 par rapport à l'hyperplan 

( e i , e 2 , e 3 ) . Soient pij les coordonnées de Plûcker d'un élément P de G , 

celles de a(p) s'obtiennent en changeant pi 4 en -pi 4 , pour i = 1,2,3 , et 

en ne changeant pas les autres pij . Donc a agit sur G = Si x S 2 en permutant 

les deux facteurs. Soient gi et g 2 les deux indicatrices de V ; notons g-i 

et g 2 les deux indicatrices de l'image V de V par a . Les indicatrices g 2 

et gi définissent la même application de V dans la sphère S 2 , donc le degré 

de g 2 est égal à celui de g-t , qui vaut -1 x(V) d'après la proposition 8 appli-
— 1 

quée à la surface V . Et le degré de gi vaut également x(V) , toujours en 

vertu de la proposition 8. 

Remarqua 1.— Soit S une sphère de dimension 2 plongée dans Œ 2 , la proposi

tion 8 nous dit qu'il y a au moins deux points complexes elliptiques sur S . Nous 

apprenons aussi que les seules sous-variétés fermées orientées de dimension 2 sans 

point complexe de Œ 2 sont des tores T 2 . 

Remarque. 2.— [Lai] a étendu les identités sur les points complexes à toutes les 

surfaces réelles plongées dans des surfaces analytiques complexes. Soit V fermée 

orientée plongée dans W , notons c(V) la valeur de la première classe de Chern 

de W sur le cycle défini par V , et v(V) le nombre d'Euler du fibre normal de 

V dans W , on a 

e + - h + - e" + h- = c(V) 
et 

e + - h
+ + e- - h- = x(V) + v(V) . 

[Eliashberg et Harlamov] conjecturent que pour c(V) > 0 , on doit avoir 

h" > e" . Cela entraînerait la conjecture suivante, attribuée à Thom : si V est 

une surface fermée orientée connexe plongée dans (CP2 , de degré d dans 

H2((CP
2;Z) , alors le genre de V est supérieur ou égal à (d - 1 ){à - 2) ̂  c e t t e 

conjecture de Thom entraînerait la conjecture de Milnor discutée au numéro 14 

(voir [Boileau et Weber]). 

Définitions.— Une sous-variété orientée r de dimension 1 dans R 4 , équipée avec 

un champ de vecteurs v unitaires perpendiculaires à r dans R 4 , s'appelle un 

ruban. Un ruban (r,v) est totalement réel si en aucun point de r la tangente 
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t à r n'est dépendante linéairement de l'épine v sur Œ . 

Soit (r,v) un ruban totalement réel. En tout point m de r , considérons 

le plan H (m) qui contient la tangente t à r et l'épine v , et orientons-le 

avec le repère (t,v) . La projection sur Si du point H (m) de G = Si x S 2 , 

n'est jamais le pôle nord ( x i = 1 , x 2 = 0 , x 3 = 0) ni le pôle sud 

(x-i = -1 , x 2 = 0 , x 3 = 0) . A (r,v) on peut donc associer le nombre £(r,v) qui 

compte les tours de H autour de l'axe Nord-Sud de Si . On appelle £(r,v) l'in

dice dc Maslov du ruban totalement neel (r,v) . Ce nombre se note également 

£(r,H) . 

Soit V une surface orientée compacte à bord immergée dans R 4 . Et soit v 

le champ des vecteurs tangents à V et rentrant dans V , le long de r . Suppo

sons que (r,v) soit un ruban totalement réel. L'indice de Maslov de (r,v) est 

l'opposé de la somme des indices tordus des points complexes de V , on a 

£(r,v) = - e + + h + + e~ - h" . 

En effet, la première composante gi de l'application de Gauss applique V dans 

51 ; les points complexes de V sont ceux que gi envoie sur les pôles, et 

leurs indices tordus comptent les signes de l'intersection avec l'axe Sud-Nord. 

Soit co la forme symplectique standard de . Si les pi , 1 < i < 4 , 

sont les coordonnées du point courant de R 4 sur les vecteurs de base ei , 

1 < i < 4 , on a 

co = dpi A dp 2 + dp 3 A dp** . 

Un petit calcul montre que sur un bivecteur VAW de norme 1 dont les coor

données de Plücker sont les six nombres p¿j , la forme co prend la valeur 

x i = pi 2 + p 3 4 . 

Soit A la sous-variété de G formée par les plans lagKanglens orientés de 

(R4,co) , c'est-à-dire les plans qui annulent co . La variété A s'identifie avec 

le produit S 1 x S 2 de l'équateur S 1 de Si par la sphère des droites complexes 

5 2 . 

La variété G est la base d'une quadrique de R 6 et A est une section hy-

perplane générique de G , elle porte le nom de complexe linéaire. 

Soit S 3 la sphère de rayon 1 , et de centre 0 dans R** . Les traces sur 

5 3 des plans de R 4 qui passent par 0 sont les grands cercles de S 3 , les 

traces des plans lagKanglens sont les grands cercles legendKlens de la structure 

de contact F 0 . Et si m est un point de S 3 , la famille des cercles de Legendre 

issus de m engendre le plan de F 0 en m (voir [Lie]). 

Lorsque r est une courbe dans R 4 armée par un champ de plans tangents la-

grangiens H , le nombre £(r,H) est l'indice de Maslov de [Arnold 3]. 

Soit r un entrelacs de S 3 transverse à F 0 et ascendant. Considérons une 

surface de Seifert V de r dans S 3 , et notons n le champ caractéristique de 
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V dans la structure F 0 . Les points critiques de n sont les points complexes 

de V , et le lemme 1 nous dit que l'indice tordu complexe coïncide avec l'indice 

tordu par F 0 . Armons la courbe r avec le champ de vecteurs v tangents à V , 

rentrant dans V le long de r . Le ruban (r,v) est totalement réel, et le Théo

rème 7 entraîne que son indice de Maslov est égal au nombre d'enlacement de r 

avec la structure F 0 . 

A présent, considérons une courbe analytique complexe W dans Œ 2 , qui ren

contre S 3 transversalement selon un entrelacs r . Appelons W la partie de W 

qui est contenue dans la boule B 4 de bord S 3 , et notons V une surface de 

Seifert de r dans S 3 . Soit v (resp. w ) le champ des normales rentrantes 

dans V (resp. W ) le long de r , et t la tangente à r . Considérons encore 

le champ x = cosew + sinev , e réel petit strictement positif. Le ruban 

(r,x) est totalement réel et son indice de Maslov est le même que celui de 

(r>v) , puisqu'aucun des plans t A ( C O S dw + sindV) ne devient complexe lorsque 

ô croît de e à TI/2 . 

Soit X une surface différentiablement voisine de W , bordée par r , tan

gente à x le long de r . Le champ des normales aux plans Î A X le long de r 

s'étend en un champ de vecteurs non nuls y le long de X , perpendiculaires à 

X , car le champ v se prolonge en un champ transverse à X , puisque r ne 

s'enlace pas avec v dans S 3 . Notons F le champ des droites complexes ortho

gonales à y et n la trace de F sur la surface X . Le champ n n'est jamais 

colinéaire à t le long de r car y ne peut pas être perpendiculaire à w . 

Donc la caractéristique d'Euler de X est la somme des indices des points singu

liers de n ; d'après le lemme 1, cette somme n'est pas autre chose que la diffé

rence entre le nombre e des points complexes elliptiques de X et le nombre h 

des points complexes hyperboliques de X . Mais les points complexes de X sont 

tous positifs puisque la surface X est voisine d'une courbe analytique complexe, 

donc £(r,x) est aussi égal à e - h . Par conséquent 

-X(W) = -x(X) = £(r,x) = £(r,v) , 

ce qui fournit bien une autre démonstration de la proposition 4 du numéro 16 : 

-X(W) = £(r,F 0) . 

W. UNE IMAGE DES STRUCTURES DE CONTACT EN DIMENSION 3 

23) L'espace R 3 est orienté par le repère orthonormé Oxyz . Les coordonnées 

polaires associées sont d = arctg y/x et p = (x2 + y 2 ) 1 / 2 . 

F 0 désigne la structure de contact standard directe de R 3 . Son équation 

est : 
xdy + dz = 0 . 
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Elle est isomorphe à la structure V0 définie par l'équation : 

p 2dô + dz = 0 

en vertu de l'identité suivante : 

(2x)dy + d(z-xy) = dz + xdy - ydx . 

Orientons les plans de F 0 , comme ceux de F 0 , avec leurs normales dirigées 

du côté où pointe l'axe Oz . 

(D'après la figure 46 de [Lie]) 

Les plus simples des courbes transverses à F 0 sont les cercles horizontaux 

centrés sur l'axe Oz . 

THEOREME 8.- Tout entrelacs r trans verse à F 0 , ascendant dans F 0 , est Iso

tope, parmi les entrelacs transverses, à une tresse fermée autour de Vaxe des z . 

démonstration.— Paramétrons T par l'abscisse curviligne t et notons z , p , d 

les composantes de la tangente à r . 

Il est toujours possible de bouger r un tout petit peu pour éviter l'axe Oz . 

Il existe alors deux types de morceaux de courbes dans r , les bons brins, 

qui vérifient O > 0 et les mauvais qui vérifient d < 0 . Aucune composante de r 

toute entière ne peut être mauvaise puisque r est ascendante dans F 0 et fenaée. 
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Soit y un mauvais brin, on est obligé d'avoir z > 0 tout le long de Y . 

Dessinons la situation sur le plan des (z,ô) . Le brin Y est le graphe 

d'une fonction monotone. 

g 

Y 

z 

Quitte à morceler les mauvais brins, on peut supposer qu'aucun d'entre eux ne 

fait plus d'un tour autour de Oz . L'opération de morcellement est celle que dé

crit le dessin suivant : 

VKzmWizmzvvt.— Montrons qu'une petite isotopie de r nous ramène au cas où aucun 

brin ne vient s'interposer entre l'axe Oz et le mauvais brin Y • 

En projection radiale sur le plan (z,ô) il y a a priori quatre types de 

croisements de r qui nous gênent. Si Y 1 désigne un brin passant devant Y , et 

Ô , z les dérivées sur Y au point de croisement, respectivement é' , z' les 

dérivées sur Y 1 , ce sont les cas suivants : 

CD è ' > o et 
z' 

Z 

i 

Z4 

(2) è ' < o et 
7» 

Q 
Z 

Q 

(3) è» < o et 
z' 

S' 
z 

S 

(4) è ' > o et 
z' z 

é f è 
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Une petite perturbation transverse de Y supprime tous les points (3), 

une autre remplace tous les points (2) par des points (1), 

et une autre fait disparaître tous les points (1) 

Quant à (4) on n'arrive pas à le supprimer, mais, heureusement, il n'a jamais 

lieu. 

En effet si un point de croisement de r sur (z,ô) vérifie d < 0 , d' > 0 

et p'^< p , de p 2 ^ + z > 0 et p ' 2 ^ ' + z' > 0 on déduit p 2 + -f- < 0 et 

p ' 2 + 4 ^ > 0 , donc p ' 2 < p 2 entraîne 4 < 4^- • D 

3' d d' 

Peuxxèmemmt.— Lorsqu'on a un mauvais brin Y de r tel qu'aucun autre morceau de 

r ne s'interpose entre lui et l'axe des z , on peut le transformer en un bon brin 

par une isotopie transverse. 

Démonstration : Une première étape consiste à tirer le brin pour en amener un point 

p près de l'axe des z , sans bouger ses extrémités, en gardant constamment les 

mêmes valeurs des fonctions z(t) et d(t) , et en diminuant toujours p(t) . Ces 

conditions garantissent l'inégalité z + p 2 ^ > 0 à chaque instant car é < 0 . 

Ensuite on fait passer le point p de l'autre côté de Oz . 

Rcma/ique..- Les manipulations que nous sommes en train de faire pour démontrer le 

Théorème 8, sont essentiellement les mêmes que celles de [Alexander] pour démontrer 

que tous les noeuds se mettent sous forme de tresses. 
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Exemple dessiné sur (p,d) : 

Sur la courbe finale, il y a un mauvais brin en moins. 

Vlnatment.- La disparition d'un mauvais brin Y peut faire apparaître de nouveaux 

croisements gênants. Mais lorsqu'on tire un par un les morceaux de Y de l'autre 

côté de l'axe des z , ils ne vont pas venir se mettre devant d'autres morceaux de 

Y à cause de la croissance de z sur Y • De plus, la suppression des croisements 

ne demande pas de modification des bons brins. Par conséquent, on peut supprimer un 

à un les mauvais brins sans revenir sur ce qui a déjà été fait* Le théorème est dé

montré. 

24) Appelons croisement pobttif de la projection sur Oxy d'un entrelacs de R 3 , 

un point double du type suivant : 

+1 

Un point double de l'autre type est un croisement négatif : 

-1 

L'enlacement de deux entrelacs disjoints r et r' est la somme algébrique 

des croisements où r passe au dessus de r' . Ce qui donne 

-1 +1 +1 -1 
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Soit r un entrelacs transverse à F 0 , l'enlacement de r avec F 0 est 

égal à l'enlacement de r avec un translaté infiniment proche dans la direction 

parallèle à l'axe des x . 

Donc £(r,Fo) est simplement égal au nombre algébrique des croisements de la 

projection sur Oyz parallèlement à Ox . 

Il existe aussi une formule simple pour calculer £(r,Fo) à partir de la pro

jection de r parallèlement à Oz sur le plan des (x,y) : le nombre £(r,F 0) 

s'obtient en ajoutant à la somme algébrique des croisements, le nombre des maxima 

de y où x et z ont le même sens de variation, puis en retranchant le nombre 

des minima de y où x et z ont le même sens de variation. 

Exemptes 

r1 

De même l = -1 pour la courbe suivante r\ 

En fait les courbes r i et rj sont isotopes transversalement à F 0 
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Par contre nTest pas transversalement isotope à r 2 

car l(r2) = -3 . 

Mais r 2 est transversalement isotope à r 2 : 

La formule qui donne l'enlacement avec F 0 à l'aide de la projection sur le 

plan des (x,y) , s'applique encore pour calculer l'enlacement d'un entrelacs trans

verse à Fo avec Fo . Car le difféomorphisme (x,y,z) —* (2x,y,z-xy) qui trans

forme F 0 en Fo est isotope à l'identité parmi les difféomorphismes de R 3 qui 

préservent la coordonnée y et qui envoient toute droite parallèle à Oz sur une 

droite parallèle à Oz . 

En particulier, si r est une tresse fermée autour de l'axe des z , ascen

dante par rapport à F 0 , notre formule s'écrit 

£(r,F 0) = c - n 

où c est la longueur algébrique de la tresse r et n son nombre de brins (voir 

numéro 8). 

Donc le Théorème 3 et le Théorème 8 entraînent ensemble le résultat suivant : 

THEOREME 9.- Soit r une collection de courbes orientées plongées dans R 3 qui 

sont toutes trans verses ascendantes, ou toutes transverses descendantes, dans la 

àtructure de contact standard directe de R 3 . On a 

l(T) < - x (r ) . 

25) Considérons maintenant la structure de contact standard Fo de la sphère S 3 , 

formée des plans orthogonaux à la fibration de Hopf. En coordonnées polypolaires 

sur Œ2 , la structure F 0 est décrite par l'équation de Pfaff : 
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p§dd0 + p?dfr| = 0 . 

Nos coordonnées sur (E2 sont z 0 = x 0 + iyo = Po exp(id0) et 

z-, = Xi + iy-, = pi exp(id<i) . La sphère S 3 a pour équation z 0Zo + Ziz"i = 1 . No

tons So (resp. Sô ) la demi-grande sphère contenue dans S 3 définie par ô 0 = 0 

(resp. 0 0 = TX ) , et S 2 la réunion de Sj et de Sô . Sur le domaine U = S 3\So , 

difféomorphe à R 3 , la structure F Q s'écrit 

2 
d0 0 + £l dOi = 0 , 

P2, elle est donc isomorphe à F Q . 

Nous allons construire un groupe à un paramètre cp t de difféomorphismes de 

S 3 , préservant la structure F 0 , et envoyant la sphère S
2 sur elle-même, en en

traînant tous les points de S 2 sauf le pôle nord (x0 = 1) vers le pôle sud 

(x0 = -1) . 

Un groupe à un paramètre de difféomorphismes préservant une structure de con

tact F sur une variété M s'obtient en intégrant un champ dc contact de F , 

c'est-à-dire un champ de vecteurs dont la dérivée de Lie laisse F invariante. 

Voyons à quoi ressemblent ces champs. 

Soit a une 1-forme définissant F . Notons g le champ dc Reeb de a , 

c'est-à-dire l'unique champ de vecteurs sur M vérifiant igx = 1 et d^a = 0 , 

où désigne le produit intérieur et la dérivée de Lie. Le champ g est 

tangent aux lignes caractéristiques de da . C'est un champ de contact particulier 

de F (voir [Reeb 2]). 

Plus généralement, si H est une fonction différentiable sur M , il existe 

un champ de contact de F et un seul ri = rj^ , tel que i^a - H . Il est donné par 

la formule 

n = H.E + v 

où v est défini sans ambiguïté par 

t ya= 0 et Lyda = dgH.a - dH 

en vertu de la non dégénérescence de da sur F . Ce champ s'appelle le gradient 

dc contact de H , et la fonction H est son hamlZtonien dc contact. La correspon

dance dépend du choix d'une forme a portée par F . Mais si H = 0 est l'équa

tion d'une hypersurface lisse S de M , le champ n H est tangent le long de S 

aux directions du champ canactCKÀtitique de S dans F , qui est l'orthogonal sym-

plectique pour da dans F de l'intersection de F avec l'hyperplan tangent à S . 

Les zéros de n H dans M sont les points de S où S est tangente à F (voir 

[Libermann] et [Lie]). 

Donc, pour la forme a = Podd0 + p?ddi sur S 3 , le gradient de contact r\ 

de la fonction H(z 0,z 1) = -y 0 , est tangent à la sphère S
2 d'équation y 0 = 0 , 

et il est colinéaire sur S 2 au champ caractéristique de S 2 dans F 0 , qui 

s'écrit : 
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2

 i XO = Xo - I 

Yo = 0 

Zo = X0Z1 

Par conséquent le champ n engendre un flot de contact cpt de F 0 qui induit sur 

5 2 un flot dont toutes les orbites partent du pôle (x0 = +1) pour aller au pôle 

(xo = -1) . 

Pour un temps T positif suffisamment grand, le difféomorphisme cpj, expédie 

le complémentaire W dans S 3 d'une petite boule B centrée au point (x0 = 1) , 

à l'intérieur de l'ouvert U . 

Soit r une collection de courbes plongées dans S 3 ascendantes par rapport 

à F 0 . Après une perturbation minime r évite la petite boule B . La famille de 

difféomorphismes cpt , 0 < t < T , déforme r en un entrelacs f contenu dans 

U , à travers les entrelacs transverses à F 0 . Le Théorème 8 intervient pour dire 

que f est transversalement isotope à une tresse fermée autour du cercle des d 0 . 

Nous avons démontré l'analogue du Théorème 8 pour F 0 : 

THÉORÈME 10.- Tout entrelacé trans vers e à la structure de contact standard F 0 de 

5 3 eSt transversalement isotope à un entrelacs dont la tangente est aussi proche 

que l'on veut de la direction d'une fibre de la fibration de Hopf. 

Grâce au calcul de £(r,F 0) au numéro 16, le Théorème 10 et le Théorème 3 en

traînent l'analogue pour Fo du Théorème 9 : 

THÉORÈME 11.- Soit r un entrelacs de S 3 ascendant (resp. descendant) par rap

port à la structure de contact standard directe de S 3 . On a 

l(T) < - x ( r ) . 

Ne nous étonnons pas que les propriétés des courbes transverses à F 0 s'éten

dent aux courbes transverses à Fo . En effet 

THÉORÈME ([Erlandsson]).- La structure induite par F 0 sur le complémentaire d'un 

point dans S 2 n + 1 est isomorphe à la structure Fo sur R 2 n + 1 . 

Remarque.— Une conséquence de ce Théorème est la possibilité de définir des sommes 

connexes de variétés de contact. En effet l'application antipodale de S 2 n + 1 sur 

elle-même est un difféomorphisme laissant invariante la forme standard 

a 0 = Poddo + ... + Pnd$h et préservant globalement chaque grande sphère S 2 n . On 

dispose donc d'un automorphisme de la structure de contact standard induite par F 0 

sur R 2n+i \ {0} préservant S 2 n et échangeant les deux composantes du complémen

taire de S 2 n . Il ne reste plus qu'à faire appel au Théorème de Darboux pour voir 

qu' il existe une structure de contact sur la somme connexe de deux variétés de contact. 
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26) Le Théorème 11 implique une restriction sur 11autoenlacement des courbes de 

Legendre de la structure standard. 

THEOREME 12.— Soit Y une sous-variété de Legenare fermée orientée de S 3 manie 

de sa structure standard F Q , on a 

T(y) < -x (Y) - lu(Y)l . 

démonstration.— Notons v la normale directe à y dans F 0 , et considérons l'en

trelacs y + (resp. y" ) obtenu en poussant légèrement Y suivant v (resp. -v ) , 

le numéro 19 nous a appris que Y + (resp. Y" ) est transverse descendant (resp. 

ascendant) dans F 0 , et que les invariants attachés à y , Y + et Y" sont liés 

par les relations 

£ ( Y + ) = T ( Y) + u ( Y ) , 

£ ( Y " ) = T ( Y ) - u ( Y ) . 

Le Théorème 12 est donc l'expression du Théorème 11 pour les deux entrelacs Y + et 

Y"" . 

COROLLAIRE 1.— Soit y une courbe de Legendre fermée de F 0 , plongée, non nouée 

dans S 3 , on a 

T ( Y ) < 0 . 

COROLLAIRE 2.— La trace de F 0 sur un disque plongé dans S 3 n'a pas de courbe In

tégrale fermée en dehors des points singuliers. 

En effet, soit V un disque plongé dans S 3 , n le champ caractéristique 

formé par les directions tangentes en même temps à V et à F 0 . Si Y est une 

orbite périodique non réduite à un point de n , Y est une courbe de Legendre non 

nouée de Fo . De plus il existe un champ de vecteurs v le long de Y transverse 

à V et contenu dans F 0 . L'enlacement de Y avec la courbe Y' obtenue en pous

sant Y suivant v est nul puisque Y' ne rencontre pas la surface que Y borde 

dans V . Donc T ( Y ) = 0 , ce qui contredit le corollaire 1. 

Puisque F 0 se plonge dans F 0 , le Théorème 12 et ses corollaires restent 

vrais si l'on remplace la structure F 0 sur S
3 par la structure F 0 sur R

3 . 

Nous avons donc établi le Théorème 1, énoncé au numéro 5, et le Théorème 2, énoncé 

au numéro 7. D'où l'existence de structures de contact non isomorphes à F 0 sur 

l'espace R 3 . 

27) Considérons une équation différentielle ordinaire 

0 ) f(u,v,v') = 0 

sur la fonction v de la variable réelle u . Plaçons-nous dans le cas où l'équation 

(2) f (u,v,p) = 0 
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définit une surface lisse V 2 dans l'espace des jets J 1(R,R) % R 3 . Le champ F 0 

des plans de contact 

(3) dv = pdu 

induit un champ de directions orientable n sur V dont les orbites sont les 

couAbes lYitZQhjoJLzs de l'équation (1). Ce sont des courbes de Legendre de la struc

ture F Q . Elles se projettent orthogonalement dans le plan des (u,v) sur les 

graphes des solutions ordinaires de (1) (voir [Lie] et [Poincaré]). 

Les points singuliers de l'équation (1) forment les lignes de pli de la pro

jection TX sur le plan des (u,v) . Un point singuLict tâguZlzn. est un point de 

V où n coupe transversalement la ligne de pli. Il existe un difféomorphisme du 

plan (u,v) ramenant l'équation (1) dans le voisinage d'un point singulier régulier 

au modèle p 2 = u (cf. [Arnold 2]). Si x € V est un point singulier de (1) où n 

est la direction tangente au pli, génériquement x est point fronce de TI . En gé

néral les autres points singuliers irréguliers de (1) sont les points critiques de 

n sur V . Les équations de n sur V sont : 

û = 
9p 

v = • P-âïï 
• _ dt . ̂  dt 
p ~ aïï p "âv * 

Si R 3 est orienté avec le repère orthonormé direct Ouvp , orientons V en 

décrétant que sa normale directe est le gradient de f , et orientons F Q avec la 

normale dirigée du côté où pointe l'axe Oz . Alors les points critiques de n où 

l'orientation de V coïncide avec celle de F Q , sont ceux où la divergence de n 

sur V est positive. 

Lorsque V est compacte sans bord, la formule de Poincaré-Hopf identifie la 

somme des indices des points critiques de n avec la caractéristique d'Euler de 

V . D'après la proposition 7, la somme des indices tordus est nulle. En particulier, 

si V est difféomorphe à une sphère, il existe au moins deux points critiques d'in

dice 1 sur V , au moins une source et au moins un puits. 

Le Théorème 1 affirme que, si V est simplement connexe, l'équation (1) n'a 

pas d'autre courbe intégrale fermée que les points critiques de n . 

Par contre si V est de genre 1 , il peut y avoir une infinité de courbes in

tégrales fermées. En effet, partons du tore standard T 2 d'équations 

x% + y2, = x 2 + y 2 = -1 dans la sphère S 3 de R* d'équations x 2 + yo + x 2 + y 2 = 1 . 

Toutes les courbes caractéristiques de la structure F 0 sur T 2 sont des cercles. 

Il suffit donc de rapatrier T 2 dans R 3 par un difféomorphisme de S 3 privé 

d'un point sur R 3 , qui transporte les plans de F 0 sur ceux de F 0 . 

28) Je voudrais mentionner maintenant une interprétation du Théorème 12 en géométrie 

elliptique. 
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Considérons donc la sphère S 3 dans R** de centre 0 et de rayon 1 , avec 

la métrique standard. 

Les géodesiques de S 3 sont les droites de Cllfford. 

Par définition, deux droites D et D 1 sont parallèles si tous les points de 

l'une sont à la même distance de l'autre. 

Soit D une droite de Clifford, sa polaire est la droite des points situés à 

la distance Tt/2 de D . Par un point m de S 3 qui n'appartient ni à D ni à 

sa polaire, il passe deux parallèles à D . Elles font un angle égal au double de 

la distance qui sépare m de D . Aucune des deux parallèles de D n'est copla-

naire à D . Soit p un point parcourant D , notons r et s les points les 

plus proches de p sur les parallèles issues de m . Les segments pr et ps 

tournent à la vitesse constante 1 mais en sens contraires, autour de D . Appelons 

D + (resp. D" ) la parallèle qu'on enlace ainsi positivement (resp. négativement) 

avec D . 

Nous appellerons translation gauche (resp. droite) dans la direction de D 

une isométrie de S 3 qui préserve toutes les parallèles D + (resp. D~ ) de D . 

Soit Fo la structure de contact standard de S 3 . Les plans de F 0 en deux 

points donnés se déduisent l'un de l'autre par des translations droites. 

Soit p un point de S 3 et P un plan tangent quelconque en p à S 3 , 

notons F le champ de plans construit par les translations droites de P dans les 

directions issues de p . Il existe une isométrie de S 3 qui transforme F en 

F 0. Nous dirons que F est le complexe linéaire direct contenant P (voir [Lie] 

et [Plùcker]) (on définit de même les complexes inverses à partir des translations 

gauches). 

Les courbes de Legendre d'un complexe linéaire jouissent de propriétés métri

ques très particulières (cf. [Appel], [Picard], ou [Lie]). 

Lemme 1 (cf. [Appel]).— Soit y une couA.be de Legendre du complexe linéaire F , 

et p un point de y où la courbure de y ne s'annule pas. Le plan osculateur dç. 

y en p se confond avec le plan de F . 

Démonstration.— Il suffit de montrer le lemme pour F 0 • Or si Y est tangente à 

Fo , les composantes (x0,yo,xi , y 0 de sa tangente en (x0,yo,Xi ,yi) , vérifient 

x 0y 0 - yoio + x^ i - yiXi = 0 . 

Et en dérivant cette équation on trouve 

x 0y 0 - yoX 0 + Xiyi - yiXi = 0 . 

Lemme 2 (cf. [Lie]).- Soit y une courbe de Legendre du complexe linéaire F , 

lorsque sa courbure est non nulle, sa torsion vaut 1 . 

Démonstration.— Là encore nous pouvons nous contenter de regarder Fo . Notons 
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t = z la tangente unitaire à Y au point z , et b sa binormale. On a b = iz 

d'après le lemme 1, donc b = it est de longueur 1 . 

En fait la torsion d'une courbe mesure l'angle absolu des binormales en deux 

points voisins par rapport à la distance de ces points. Or la vitesse de rotation 

des plans de F le long d'une géodésique tangente à F est égale à 1 . Donc le 

lemme 1 entraîne le lemme 2. Et, réciproquement, si on se donne une courbe Y dans 

S 3 dont la torsion est constamment égale à 1 , le complexe linéaire contenant l'un 

de ses plans osculateurs doit contenir tous les autres : 

Lemme. 3 (cf. [Cartan 2]).— SI une courbe, y dans S 3 etit dc torsion constante 1 , 

clic est courbe de Legendre d'un complexe linéaire. 

Ainsi le corollaire 1 du Théorème 12 signifie simplement qu'une courbe fermée 

simple, non nouée, de torsion constante 1 dans l'espace elliptique S 3 de courbure 

1 doit s'enlacer avec sa binormale. 

Nous en déduisons le résultat suivant : 

THEOREME 13.- Soit V une sous-variété simplement connexe de dimension 2 de la 

sphère S 3 , une géodésique fermée simple de la métrique Induite sur V ne peut 

pas avoir une torsion dans S 3 égale à 1 en tous ses points. 

démonstration.— Si Y est de torsion 1 , son plan osculateur est bien défini en 

tout point. Mais si Y est géodésique de V , son plan osculateur contient la nor

male à V , donc Y ne s'enlace pas avec sa binormale. 

29) Les numéros 5 et 6 contiennent des exemples exotiques de structures de contact 

sur R 3 . A l'aide de ces exemples nous allons plaider pour l'existence d'une no

tion purement topologique de structure de contact. 

THEOREME 14.— Il exitite un dlfféomorphltime à support compact de l'espace R 3 qui 

ne peut pas être approché Indéfiniment dans la topologle C° par des dlffêomor-

pkltimes à supports compacts, préservant la structure de contact standard F 0 . 

démonstration.— Soit S la sphère de centre 0 et de rayon 1 dans R 3 , la cons

truction de Ei au numéro 5 ou celle de d au numéro 6 montre qu'il existe une 

structure de contact *Fi sur R 3 dont la trace sur S contient une orbite pério

dique non triviale. D'autre part le Théorème de Darboux dit qu'il existe une boule 

ouverte U 0 centrée en 0 sur laquelle Fi est isomorphe à la structure standard 

F 0 . Soit r 0 le rayon de cette boule et soit f l'homothétie de centre 0 et de 

rapport r0/2 . Toujours d'après le Théorème de Darboux, la boule fermée B 2 de 

centre 0 et de rayon 2 est recouverte par une famille d'ouverts bornés de R 3 , 

( U a ) a Ç A dans lesquels Fi est isomorphe à Fo . Il est facile d'écrire la restric

tion de f à B 2 comme un produit fini de difféomorphismes de R 3 , fi,...,fn , 

à supports strictement contenus dans ces ouverts. C'est-à-dire que pour tout i de 
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1 à n , il existe un ouvert de Darboux U a i tel que f ± laisse le complémen

taire de Uai c^ a n s ^ 3 P°i n t P a r point. Soit S 0 = £(S) la sphère de centre 

0 et de rayon r0/2 . Considérons une sphère plongée S Q assez proche de S 0 

o 

dans la topologie C° pour être enfermée dans U 0 = B r o . Le Théorème 1 interdit 

la présence d1orbite périodique dans la trace de Fi sur S Q . Par conséquent f 

ne peut pas résider dans l'adhérence C° des difféomorphismes de contact de Fi . 

Donc l'un des f± ne peut pas être approché indéfiniment dans la topologie C° 

par les difféomorphismes de contact à support dans U ai, ce qui prouve le Théorème. 

[Eliashberg] annonce que l'espace des difféomorphismes de contact d'une varié

té de contact M 2 n + 1 est fermé dans l'espace de tous les difféomorphismes de M 

pour la topologie C° , pour toute valeur de n > 1 . De même, il annonce que l'es

pace des difféomorphismes symplectiques d'une variété symplectique W 2 n est 

C°-fermé dans l'espace des difféomorphismes de W qui préservent le volume. 

30) Passons aux exemples exotiques de structures de contact sur S 3 . 

D'abord une construction dans le tore plein. 

Soit U un tore plein repéré par des coordonnées (p,d,cp) , 0 < p < 1 , 

0 < d < 2TI , 0 < cp < 2n (p et ô sont les coordonnées du disque méridien). Il 

lui appartient une structure de contact bien standard F 0 définie par la forme 

oto = P 2dO + dcp . 

Plus généralement, si f et g sont deux fonctions de la variable 

p € [0,1] à valeurs dans R , la forme 

a = f(p)dO + g(p)dcp 

est une forme de contact sur U , horizontale le long de l'âme, si f s'annule au 

second ordre en zéro et si le déterminant 

^ dp " ^ cip 

ne s'annule jamais (cf. [Thurston et Winkelnkemper]), c'est-à-dire si la courbe pa

ramétrée (f(p),g(p)) dans R 2 tourne toujours dans le même sens autour de l'ori

gine. 

Soit n un nombre entier naturel pair (resp. impair), appelons an la forme 

de contact correspondant à une courbe qui part horizontalement du point (0,1) 

(resp. (0,-1) ) pour p = 0 , et arrive horizontalement en (1,1) pour p = 1 

après avoir fait n/2 fois le tour de (0,0) dans le sens des aiguilles d'une 

montre. Par exemple : 
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a 1 a 2 

F n désignera la structure définie par otn . Toutes les structures Fn indui

sent la même structure que F 0 au bord de U . 

Lorsque n est pair, Fn est homotope à F 0 parmi les champs de plans tan

gents à U coïncidant avec F 0 au bord de U . En effet, si (ft>gt) > t G [0,1] 

est une déformation à extrémités fixées du chemin qui définit Oo à celui qui dé

finit an , alors les formes 

a t = p(1 -p)t(1 - t)dp + ft(p)dO + gt(p)dcp 

réalisent une homotopie de Oo à an à travers les formes non singulières. 

Lorsque n est impair, le même argument montre que Fn est homotope à Fi 

relativement au bord de U . Mais Fi ne peut pas être homotope à F 0 relativement 

au bord de U . En effet les normales orientées à do et ch le long du disque 

(cp = 0) définissent des applications du disque dans la sphère S 2 qui ont le même 

bord, mais qui n'ont pas les mêmes degrés au-dessus du pôle sud. 

Notons que dans toutes les structures JFn , sauf F 0 , il existe des disques 

plongés avec une orbite périodique non triviale du champ caractéristique. Donc le 

Théorème 1 implique que Fn n'est pas isomorphe à F 0 lorsque n > 0 . 

A présent soit F une structure de contact directe sur une variété de dimen

sion 3 . Si r est une courbe fermée simple ascendante dans F , [Martinet 2] cons

truit un voisinage tubulaire U de r et des coordonnées (p,d,cp) sur U où 

l'équation de r est p = 0 et où F s'écrit p 2dô + dcp = 0 . 

La modification dc Lutz de degré n centrée sur r consiste à remplacer F 0 

sur U par la structure F n (cf. [Lutz 2]). 

Dans le cas de F 0 sur S
3 , la modification de Lutz de degré n sur le cer

cle de Hopf r 0 fait apparaître la n-ième structure de [Gonzalo et Varela] donnée 

par la forme 

con = cos (̂  + nn(x| + x2.) ) (x<|dx2 - x2dxi ) + sin(^ + nrt(x| + x
2.) ) (x 3dx 4 - x 4dx 3) . 
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Il suffit de considérer ω2 pour avoir le résultat suivant : 

THEOREME 15.— Il existe une structure de. contact F1 SUR S 3 non isomorphe, à la 

structure, standard F 0 , mais homotope à Fo à travers les champs de. plans tan

gents sur S 3 . 

Il faut se poser la question plus précise : les formes et % peuvent-

elles définir des structures isomorphes sur S 3 si n est différent de m ? 

Lorsque n est pair et m impair, et % ne sont pas homotopes parmi 

les formes sans zéro, donc elles définissent des structures de contact non isomor

phes en vertu de [Cerf 1]. 

Les modifications de Lutz permettent de fabriquer facilement des structures 

de contact dans toutes les classes d'homotopie de champs de plans tangents à S 3 

(cf. [Lutz 1]). 

En effet, partons de F 0 et appliquons-lui une modification de Lutz de degré 

1 centrée sur un noeud qui enlace k fois le cercle r 0 sans enlacer son cercle 

polaire Ti . Nous obtenons une structure de contact Lk , telle que l'invariant 

de Hopf £(F0,Lk) soit égal à k . 

Problèmes.— Est-ce que toutes les structures de contact de S 3 s'obtiennent par 

une suite de modifications de Lutz à partir de la structure standard Fo ? 

Quand est-ce que deux suites de modifications de Lutz donnent la même struc

ture de contact ? 
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