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Triangulation formelle
de certains systèmes de Pfaff complètement intégrables
et application à l’étude C~ des systèmes non linéaires.

HÉLÈNE CHARRIÈRE

Introduction.

Cet article se compose de deux parties (chapitre I, chapitre III). Dans
la premiere partie, on fait 1’etude formelle des syst6mes de Pfaff complè-
tement integrables de la forme

A et B sont des matrices d’ordre n dont les coefficients sont des series for-

melles en (x, y) a coefficients complexes. On montre (th6or6me p. 2), pour
un tel syst6me, Fexistence d’une decomposition de Jordan; de plus, on met
le syst6me sous une forme canonique qui separe les variables. Cette décom-

position généralise les resultats de A. H. M. Levelt ([2]) et donne en par-
ticulier les invariants formels, par transformation meromorphe formelle, ce
qui généralise les resultats de ,V. Balser, Vv. B. Jurkat et D. A. Lutz (voir
par exemple [6]).

L’6tude du chapitre I permet d’entreprendre 1’6tude Coo des systemes
de Pfaff completement integrables non lin6aires de la forme

ou F et G sont des applications Coo d’un voisinage de l’origine dans R2 x R’,
a valeurs dans Rn. On demontre en particulier le resultat suivant: si le

Pervenuto alla Redazione il 21 Gennaio 1980.
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syst6me (2) a deux solution formelles Hl = fl£ an(y)xn, H2 = fl£ bn(x)yn, lk
n=O n=O

coefficients Coo dans un voisinage de l’origine de R, si de plus, lorsqu’on
remplace les coefficients de ces series par leur developpement de Taylor a
l’origine, les series formelles a deux variables obtenues coincident, il existe
alors (voir th6or6me p. 53) une solution u(x, y) du systeme (2), C°° dans

un voisinage de l’origine de R2, dont le developpement de Taylor en x
(resp. y) est jHfi (resp. H2).

L’exemple suivant

montre que, lorsque p ou q est strictement positif, on ne peut pas espérer,
etant donnee une solution série formelle u(x, y) = L anmxnym trouver une

&#x3E;- 0mO

vraie solution C°° au voisinage de 0, admettant cette s6rie comme d6velop-
pement de Taylor a 1’origine. Le th6or6me ci-dessus est donc le meilleur

que 1’on puisse obtenir dans cette voie. I1 généralise le théorème analogue
a une variable de B. Malgrange ([4]).

Dans un article en cours de redaction, nous donnons deux autres ap-
plications importantes de la th6orie formelle :

1) 1’ etude asymptotique des systemes non lin6aires analytiques de
la forme (2), ce qui nous donne les invariants analytiques et meromorphes
des systemes analytiques du type (1).

2) 1’etude Coo de certains syst6mes non lin6aires a paramètre.

CHAPITRE I

TBIANGULATION FORMELLE

DE CERTAINS SYSTÈMES DE PFAFF

Notations,

On d6signe par:

0 = C[Xl’ x2] l’anneau des séries formelles à coefficients dans C a deux

variables.
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ÔZ1 (resp. Ôzz, resp. ÔZ1Zz) l’anneau localise de 0 par rapport a la
partie multiplicativement stable foi-m8e par les puissances
de x,, (resp. de x2, resp. de x,, et x.).

OC1 7 a2 deux entiers strictement positifs.
6’ cit, 7 t2l0 t" = Xll t§a = x2.
.E = Ôn of n est un entier strictement positif.
E’= E&#x26;
T, 0 -*0 la derivation xft+l(ôj2xi)’ pour i = 1, 2, ou pi est un entier

positif ou nul.

i( = %’- %’ l’extension (lloei)ti""+’(alati) de zi à 8’.

Di : B -7-* E un op6rateur differentiel lineaire associe a 1, , c’est-A-dire une-

application de E dans E verifiant :

pour tout I dans 6, et tout (1’, w) dans E2.

D’: E’-* E’ l’extension de Di a E’.
A.(xl, X2) (resp. B(Xl’ X2)) la matrice de Dl (resp. D2) dans la base

canonique de E..
t I

(8T) le syst6me obtenu a partir de (S) au moyen transformation T de

GL,,(O,,.,,.) c’ est-a-dire le système

Dans toute la suite, on supposera que D,, et D2 forment un syst6me com--
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plètement intégTable, c’est-à-dire DID2 = D2D1, c’est-a-dire encore:

TnÉORÈJUE. Soit le système complètement intggrable

avec A et B dans nxn(Ô).
Il existe deux entiers stricte1nent positifs, 01531 et a2 et une transformation T

dans GL.,,(&#x26;t,.t,) qui change le système

où k est un entier tel que 1 : k :n et ou, pour 1 :i: k:

A((ti) === ai(t1)Ini + tl’?’N/
B((t) = b,(t)I, + t§2?2N/
Ini matrice identité d’ ordre ni

Nt, N; matrices nilpotentes d’ordre ni £ coefficients dans C,
triangulaires supérieures,

ai(t1) (resp. bi(t2)) polyn6me à coefficients dans C de degre
au plus CXIPl (resp. (X2P2);
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de plus, pour 1.:i.:k-1, ou bien ai - a, +i © Z, ou bien b , - b , +i w t§2?22.

3) La transformation T est le produit de transformations du type
diag (tk,.tk’, tktk." ... , tk-tk’-) o-h, pour 1. (k,, k’) appartient a N2, et de2 2  

transformations appartenant a GLn(Ô’).

REMARQUE 1. La condition [AfT(t1), B’T(t2)] = 0 equivaut a dire que (8fT)
est completement integrable. Elle equivaut encore a [Ai(t1), B2(t2)] = 0
pour Iik, c’est-a-dire encore

DEFINITION 1. On dit gtl’Uh élément 2 de 0 est valeur propre de Dl s’il
existe un vecteur non nvl v de E tel que D1v = Àv. On dira que vest un

vecteur propre pour Dl et qu’il est associé à la valeur propre 2.

On a alors un corollaire immédiat du théorème precedent :

COROLLAIRE 1. /#I (D,, D2) est un couple d’opérateurs différentiels linéaires
de E dans E qui commutent, il existe, dans une extension E’ de E, un vecteur
propre comniun ac D[ et D§, extensions respectives à E’ de Dl et D2.

La démonstration du théorème se fait par recurrence sur la dimension n

de E, puis par r6currence sur le plus petit des deux entiers PI et p,.

Le cas n = 1. Le syst6me (8) s’6erit:

ou a et b sont des series formelles en x, et x,, qui, du fait de la relation de
complete intégrabilité Xfl+l(ob/èx1) = x""(aalax,), sont du type suivant :

ouy pour 0 c i cp1 (resp. 0 iP2) ai (resp. bi) est dans C, et ii(x, X2), 1("1 , x2)
sont des elements de 0 tels que 11/8xi = oiijox2.
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Xl

La transformation t1(Xl’ X2) = exp (- fa(s, X,)ds) conduit au systeme
o

où at1(Xl’ X2) = ao + aizi + ... + av101531.
Le système (St1) est complètement intégrable; on a donc

bt1 ne depend plus de x,,. On peut donc l’écrire:

X2
La transformation t,(x,) = exp (-f b-(s)ds) change alors le systeme (stl) en

o

.Le cas nEN, pl = 0.

a) On cherche une transformation T E GLn(Ôx) qui « élimine» la va-
riable Xl’ De façon plus précise, on établit la proposition suivante:

PROPOSITION 1. Soit le système complètement intégrable
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II existe une trans f ormation T, produit de transformations de GLn(C[Xl’ x2])
et de trans f ormations du type Diag (x%, ..., x?) (oit les li sont dans N) qui
.change (S) en

.où AT(X2), BT(X2) sont dans tÂtnXn(C[X2])

et, pour 1 c i c k -1, ou bien ai-ai+líZ, ou bien bi-bi+l=1=O.
On distingue pour cela plusieurs cas:

cx) Les valeurs propres de A(O, 0) ne diffèrent pas d’un entier non nul.

On cherche alors, comme dans le cas d’une variable, une transformation T
,dans GLn(Ô), telle que AT = A(0, x2).

avec, pour k &#x3E; 0, Tk(x2) et A,(x,) dans A,,x,,(C[x,j)
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La premiere equation de ce systeme est vérifiée par To = In, et, pour k &#x3E; 11
l’existence et l’unicit6 d’une solution T, est assurée, par exemple, par le
theorenle des fonctions implicites formel, puisque (Ao + kIn)(0) et A,,(O)
n’ ont pas de valeur propre commune.

TI reste a v6rifier que BT ne depend plus de ri.

avec, pour k&#x3E;0, Bk(X2) dans tÂLnXn(C[X2]).
Le syst6me (S°’) est completement integrable, c’est-a-dire :

Donc B7c = 0 pour k&#x3E;I, puisque (kIn + Ao(o) et Ao(o) n’ont pas de

valeur propre commune.

Les remarques qui suivent serviront £ etablir des théorèmes de triangula-
tion sur d’ autres anneaux que Ô, pour obtenir des theoremes d’existence de
solutions Coo sur un voisinage de (0,0) dans R2, ou holomorphes dans un
produit de secteurs SI X S dans 2. (Voir les chapitres suivants).

On introduit d’abord quelques notations.

Notations.

1) On d[signe par Cg[ri] 1’ensemble des series formelles en xl r

! an(X2)X, ouy pour ?1&#x3E;0, an(X2) est une fonction 000 sur V, voisinage
O
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ouvert de 0 dans Ry a valeurs compleges, et par CCO[Xl] la limite inductive

2) On désigne par 8(01, O2, e) le secteur suivant de C:

par Â:S(O,02,Q)[X1] l’ensenxble des series formelles en Xl’ I an(x2) X, où, pour

n:&#x3E;O, an(X2) est une fonction holomorphe dans S(()l’ ()2’ p)? admettant, quand
X2 tend vers 0 dans S(01, 0, e) un developpement asymptotique, enfin par
AS(Ol,02)[Xl] la limite inductive

REMARQUE 2. Si l’on suppose que les matrices A et B du systeme (S),
au lieu d’appartenir a JtLnXn(Ô), sont dans JtLnxn( COO[Xl]) (respectivement
dans AS(Ol,02)[XI], et si on est dans le cas a (c’est-a-dire les valeurs propres
de Ao(o) ne different pas d’un entier non nul), il existe alors une transforma-
tion T dans GLn( COO [Xl]) (resp. dans GLn( AS(OH02)[XI]) qui (61imine)) Xl’

fl) Toutes les valeurs propres de A(O,O) diffèrent deux à deux par un
entier non nul.

Supposons par exemple:

i I . ,

avec k et l entiers strictement positifs tels que k + l = n.
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On fait alors sur le systeme (S) la transformation xil, 0 qui
, au cas a. 0 0 1,)ramene au cas a.

Pour que cette demonstration soit correcte, il faut supposer que A(o, x2)
et jB(0, x2) ont la forme suivante:

avec An(0, x2) et B11(O, x2) dans kXk(C[X2]), A.(O, x2) et B22(O, x2) dans

lXl( C[x2]).
Si ce n’est pas le cas, on s’y ramene en effectuant sur le systeme (S)

une transformation T(x2) appartenant a GL,,(Clx,l). Plus précisément, on

cherche T(x de la ( Ik T12(x2) telle ue AT(0 x soit de la

forme j A 22 1 0 (x.,) avee AfJ(X2) dans .A(,kXk(C[X2]), A2(X2) dans .A(, I X I (r[X2])’B 22( 2)
ce qui equivaut, si on pose

On a A,,(O) = 0 et A12(0 ) = 0, donc 1’6quation (1) est satisfaite en x2 = 0
par T21 = 0. L’existence (et 1’unicite) d’une solution T21(X2) de (1) est done

assur6e, puisque A,,(O) et All(o ) n’ont pas de valeur propre commune, par
exemple par le th6or6me des fonctions implicites formel.

I/equation (2) est resolue de la meme manière.
Il reste a verifier que si 1’ on pose
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on a bien B(z(rz) = 0 et B21(x2) ==0y ce qui est une consequence de la com-
plète intégrabilité de (ST). En effet :

Or Ail(o ) = All(O), A’ = A22(O) puisque T(O) = In.
Donc Ai1(o ) et A’,(O) n’ont pas de valeur propre commune et n6cessaire-

ment on a alors B’,(x,) = 0 et B (x,) ’ 0.

REMARQUE 3. Si les matrices A et B du syst6me (S) sont dans nXn( C°°i])
(resp. dans v1(,nXn( AS(8h8s)[Xl]))’ on peut trouver une telle transformation

T(x2), Coo inversible au voisinage de 0 dans R (c’est-à-dire Coo, ainsi que son
inverse, sur un voisinage de 0 dans R) (respectivement une transformation
T(x2), holomorphe dans un S(Ol 62, e) ainsi que son inverse, et admettant,
ainsi que son inverse, un developpement asymptotique lorsque x2 tend

vers 0 dans S(Ol, O2, e).

y) Cas g6it&#x26;al.

On raisonne par recurrence sur la dimension n du systeme :

1) si A (0, 0) a du moins deux valeurs propres reelles qui ne different
pas d’un entier, il existe une transformation dans GL.,,(&#x26;) qui decompose le
syst6me (S) en deux systemes de dimension strictement inf6rieure a n

(voir [1] p. 264-266);
2) si toutes les valeurs propres de A(O, 0) diffèrent par un entier,

on se ramene a les supposer toutes 6gales, c’est-a-dire au cas a, en raisonnant
par recurrence sur le plus grand entier dont elles different et en utilisant la
demonstration de # pour diminuer cet entier.

REMARQUE 4. Etant donne le syst6me
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où A et B sont dans fInxn( C°[ri]) (resp. JK.,nXn( JtS(o,o2)[xl])). 11 existe alors
une transformation T, produit de diag (x§Ji, ... , z§J), où les ki sont dans N,
par des transformations de GLn{ COO [Xl]) (resp. de GLn( AS(Oh02)[Xl])) telle

que Ie système (ST) soit de la forme

on A"(x,) et B"(x,) sont des matrices Coo de x, au voisinage de 0 dans R

(resp. des matrices holomorphes sur un secteur S(O,, ()2’ p) de C, admettant,
lorsque x, tend vers 0 dans S(O,, ()2’ e), un développement asymptotique).
On peut supposer de plus

oil, pour i *- j, les valeurs propres de -A,(0) et de Aj(O), ne diffèrent pas
d’un entier.

Ce resultat provient des remarques 2 et 3 pour les cas a et f3, et, pour
le cas y, du lemme 3, chapitre II.

b) On est maintenant ramene a un probl6me a une variable puisque
le systeme (ST ) est de la forme

avec A7’(x,) et BT(X2) dans c.Â{;nXn( C[X2])’ (et on peut supposer toute les

valeurs propres de A°’(0) égales).
I1 existe alors (voir [2]) un entier a2 strictement positif et une transfor-

mation U(t2), produit de diag (tk,, ..., tk,) (ou les ki sont dans N) par des.
transformations de GLn(C[t2]), et qiii change
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N; matrice dans uiLnxn(C) nilpotente triangulaire supérieure

bi(t2) polyn6me £ coefficients dans C de degre au plus 01532P2

i - i "F 2 pour I  I, j  k, I # j.

Il reste £ vérifier que ATU(t2) = U-l(t2)AT(t;2) U(t2) est de la forme

où: Ai = aI,.,+ N’ pour li;k.
a E C, N/ E tÂtnf x nf(C) nilpotente triangulaire supérieure, ce qui provient
du lemme suivant, dont la démonstration sera donnée en appendice.

LEMME 1. Soit p2 2cn entier naturel et soient Bi et Bj deux matrices de la
forme suivante

oic bi et bi sont des polynômes à coefficients complexes de degr6 au plus p§ ,
tets que bi - bi rt tglZ, Ini (resp, Inf) la matrice identite d’ordre ni (resp. nj),
N et N des matrices à coefficients complexes nilpotentes triangulaires supérieures

i) Si Y est solution dans ni xni(C((t2))) (o1’t C((t2)) désigne le corps des

fractions de C[t2]) de l’équation

ii) Si Y est solution dans fl, x ni(C((t2))) de 1’equation

ators Y est dans A.,.,,(C) (et commute acvec Ni).
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REMARQUE 5. Si on suppose seulement Bi et Bj triangulaires sup6rieures
c’est-a-dire plus precisement :

i) reste vrai

ii) ne 1’est plus. On peut seulement mettre simultan6ment sous forme
triangulaire, au moyen d’une transformation de GLn(C[t2]), les matrices

Bi i et Y.
On termine alors la demonstration de b) de la fagon suivante:
Posons

La colnplete intégrabilité de (S7u) equivaut a :

ce qui termine, compte tenu du lemme 1 (et quitte a modifier Nz au moyen
d’une transformation constante, pour avoir Aii sous forme triangulaire).

Le theoreme est donc demontre lorsque p, = 0, avec al = 1. On a de

plus la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit le système complètement intigrable

avec A et B dans A. ,.(Clx,., x2]), P2 dans N.
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IZ existe un entier a2 et une transformation U, produit de transformation.-
diag (X1, ..., x)) (oic les l sont dans N) et de transformations de G Ln ( C[ Xl’ t2])
qui change (rS) en (8U) de la forme

oit, pour 1 , i , k, les matrices Ai et Bi sont des matrices de polynômes à coe f -
f icients complexes, triangulaires supérieures.

avec : ai E C

I,,, matrice identité d’ ordre n i

Ni(t2) matrice de polynômes de C[t2], nilpotente sous forme triangulaire
supérieure

b:i polyndme à coefficients complexes de degré au plus a2p2

De plus, pour 1  i  k -1 :
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C’est une consequence immediate de la remarque 5 de la proposition 1:
en effet, une fois eSectuee la transformation T de la proposition 1, on met

indiquee dans la proposition 2 au moyen d’une transformation de GLn(C[t2]),
ou t2a = x2 pour un entier a, convenable. La complete intégrabilité du
systeme ainsi obtenu et la remarque 5 entrainent que AU a la forme indiquee
dans la proposition 2.

Démonstration dH théorème dans le cas n E N, PI et P2 positifs.

On peut supposer PI  P2-
On fait 1’hypothcse de recurrence suivante, lorsque n&#x3E;2 et pl_&#x3E;-I:

(H) : On suppose le th6or6me vrai pour tous les systemes completement
int6grables du type suivant:

avec A, B dans A.,, .(Cx., x2]), ql et q2 dans N, dans les cas suivants:

a) Premier cas : A(O,O) a au moins deux valeurs propres distinctes.

I1 existe alors une transformation T E GL,,,(&#x26;), qui decompose le systeme (S)
en deux syst6mes de dimension strictement inf6rieure a n, et on utilise

alors Hi. (voir [1] p. 265).

REMARQUE 6. Ces calculs sont encore valables lorsque 6 est remplace
par CM ou par AS(oHo2)[x1].

b) Deuxième cas : A (0, o ) a une seule valeur propre 2 E C.

On peut supposer 2 = 0. En effet, si le th6or6me est vrai pour le systeme
(D1 - 21,,, D2), il est vrai pour le syst6me (Dl’ D2).

On va, a partir de maintenant, utiliser une consequence de la complete
intégrabilité qui n’a jusqu’alors pas servi, le fait que les valeurs propres
de A(O, x2) ne dépendent pas de x2.



641

La matrice A(O, x2) est en eflet solution du system

et on peut lui appliquer le lemme suivant, qui est cons6quence imm6diate
du lemme 1.

LEMAIE 2. Si A(O, x2) est une solutio?i dans tÂtnxn(C((x2))) du système

où B(O, x2) est une matrice de nxn(C((X2)))’ il existe un entier positij (32’ une
transformation T dans GLn(C((t2))) (of t§2 = X2) et une matrice constante C
dans nxn(C) tels que A(o, t2$) = T(t2) CT-I(t2).

(11 suffit de prendre une transformation T qui mette x2+1(d/dx2) + B(O, x2)
sous forme de Jordan).

Puisque la seule valeur propre de A(0, X2) est ici 0, on a (A(O, X2))n = 0
ce qui equivaut à D?E c riE. (Si on désigne en eff et par lsi: E/riE -+
- E/xiE l’endomorphisme C[x2]-linéaire du C[x]-module libre de rang n

E/xiE, la matrice de ÐI dans la base de E/XIE image de la base cano-

nique de E, est A(O, X2)’ On a donc 15?(E/riE) = 0, ce qui equivaut à
D E C xIE).

REMARQUE 7. L’inclusion DiE c x1E entraine, lorsque on a PI&#x3E;l, les

inclusions

comme on le voit facilement, par recurrence sur l, en utilisant la formule:

Lorsqu’on a Pl&#x3E;l, on peut donc qualifier un opérateur différentiel

Di : E - E vérifiant Di E c xl E, de topologiquement nilpotent ( voir [3]).
Par ailleurs, si D1: E - E vérifie D1E c xIE, et si F est un sous-module

libre de E, stable par D1, tel que x§Jixf/°E C F C E pour un couple (k1, k2)
dans N x N, alors Di : F - F vérifie aussi DJF c xi f.


