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OSSERVAZIONI SULLA COOMOLOGIA DEL 435

B. Bi1GoLIN

In questa nota mi propongo di apportare alcuni miglioramenti al con-
tenuto della mia tesi [1].

In primo luogo dimostro come la risoluzione del fascio 9¢ delle funzioni
pluriarmoniche possa essere prolungata indefinitamente evitando il ricorso
alla dualita di Serre.

Nella tesi ottenevo, per ogni scelta degli interi p e ¢, una risoluzione

del fascio 9 :
0 hi

0— Y — ,Q((;;, ) ——> .Q(i;, @ T vy
i cui ultimi tre termini erano di questo tipo:
ab‘ dp+21 q+1
o —> AP AP HL 0 s (D ’
AL a+2

adesso faccio vedere che la successione si prolunga con l’operatore d nel
modo seguente :

P Ptar Xaz!
' S?) a
Apr+Lat g et s Attt
P+l g
A1 g3

Questa utile osservazione mi e stata comunicata da A. Andreotti e F.
Norguet.

In secondo luogo dimostro che i gruppi V#7 e A? 9, di cui & richia-
mata la definizione nel § 2, danno lo stesso risultato sia che si calcolino in
forme a coefficienti 0=, sia che si calcolino in forme a coefficienti distri-
buzioni; cid che permette di dare al teorema di dualitd un aspetto piu
gradevole.

Pervenuto alla Redazione il 3 Marzo 1970.
L’autore & stato sostenuto dalla Fondazione «Francesco Severi » e dal Gruppo di
ricerca per la Matematica del C.N.R..
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§ 1. La risoluzione del 44.

a) Sia X una varietd analitica complessa (di dimensione n su @), su
cui consideriamo i seguenti fasei di forme differenziali:

P ¢ = fascio dei germi di (p, g)-correnti;

AP = »
Qr = »
Q= >
W= »

» »
» »
» »
» »

» (p,q)-forme C*;

» p-forme olomorfe ;

» g-forme antiolomorfe ;

» funzioni pluriarmoniche (i. e. d6-chiuse).

La tesi [1] & dedicata essenzialmente alla costruzione di certe risolu-
zioni del fascio 9¢, risoluzioni che sono del tipo:
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In generale, fissata una coppia (p,q) di interi non negativi ed entrambi
<n= dimG X, si trova una risoluzione :

i 0 nt EE]
0 1 s 1 __
0— U —— Ly g —> Lypg—> 0 —> —Q(I;,I-cqz) =A"! —— 'Q(’;qu)-l- =
(4)
d et FkazXsn
= g ot —— LT = ,
Artla+2

dove L5, q 8:

1) somma diretta di un fascio fine, di un O-modulo localmente libero, e da
un O-modulo localmente libero, per ¢ compreso tra 0 e sup (p, q),

2) fine, per i = sup (p, 9),

e dove gli omomorfismi A* sono indotti (come in (1), (2), (3)) da 5, 8 e dalla
iniezione, compatibilmente con le esigenze della bigraduazione. (Per una
descrizione dettagliata della (4), si pud vedere il Teor. (2.1) del § 2 di [1]).

b) La possibilita di completare a destra la risoluzione (4) in modo
«naturale », e precisamente per mezzo dell’ordinario operatore di differen-
ziazione esterna d :

Ar+s a1
65 d Ar+e e+l d d
e > AP —— APtLOH 5 ——> AP — s
ArtH gt
Aptl g3
()
dn—l. n d
v D — > A" — 0,
g{n, n—1

poggia sul seguente :

LeMMaA (1.1). Siano p e ¢ degli interi =0, j un intero > 0. In (",

gia p= 2 ¢ss una forma differenziale, con ¢, s forma di tipo
a>0, >0
a+ﬂij

(p + o g+ B)

Allora la condizione d¢@ = 0 equivale all’esistenza di forme v, g

(g B > 0, -+ B =j, yap di tipo (p + «, ¢ 4 B)) tali che, posto y = >02ﬂ>0%,e,
atp=j
8i abbia:

dy = ¢.
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DIMOSTRAZIONE.
dp= 3 (0Qap+ 0Pap)= 2 0Pupt1+ = O0@uti,p=
a>0, £>0 a>0, =0 a=0, >0
a4p=j}1 etp=j at-p=j

= d¢1,; + 02; - (0%a, p+1 + 0Pat1, p) + 8%), 1 -
atp=j

Tenuto conto dei tipi di forme con cui operiamo, la condizione de = 0 equi-

vale all’insieme di condizioni :

(*y) 8y, =10
(%) 0Pa, g1+ 0Pagr, p =0, per a>>0, >0, a + =]
(%) dpj, 1 = 0.

La condizione (»,) implica ¢, ;= dy,j—1; di conseguenza, la prima delle
condizioni (»,) (ottenuta per a = 1) si scrive:

0 (po, j—1 — Opy,j—1) = 0,
da cui:

P2, jm1 = W1, j—1 + Y2, j2-

La seconda delle condizioni (»,) (ottenuta per « = 2) diviene allora :

0 (p3, j—2 — Oyy, j—3) = 0,
da cui:

@3, j—2 = 61/’2, j—2 + 6—w3,j_3 oo

Cosl proseguendo, si ricavano forme differenziali :

Ya, 8y 1<a<j, a+4p=j
verificanti :
(%) P, = 51%’1,1'—1
(*5) @Pa, p+1 = 0Wa—1, p+1 +51/)a,ﬂ, 1<a<j, a +8=j.

L’ultima delle (x;) (ottenuta per o =j) da, in particolare :

Pi,1 = 0Wj-1,1 + 0vj,0,
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onde, sostituendo in (x,), si ottiene:
34_9-1,0,-, 0=0.
Da quest’ultima relazione risulta :

oyj, o = 80j_4,1, con ;9_9,~_1_, =0;
e di conseguenza

(%) @j,1 = 0 (Yj—1,1 + 0j—1,1).

Se conveniamo di indicare v;_;,; + 6;—;, 1 senz’altro con y;_; ; (la «nuova»

yj—1,1 ® ottenuta alterando la «vecchia» j;;; con un §-cociclo), le (%),
(*5), (%) messe insieme dicono che:

Pr,j = 51!’1,;'—1
99a,ﬂ+1=3%—1,ﬁ+1+5wa,ﬂ, 1<a<lj,atp=j
@i, 1 = 0Wj—1,1-

Di qui viene finalmente :

p= 2 @Qop= = | Pa bt =
a>0, >0 a>0, =
atp=j+1 a+,g._

=i+ 2 e gt I e st 0P =
1<a< j 1<a<j

atp=] atp=j
Z V’a—l 1 - 2 a, Z a
=0 (1<a59 P 15 0<a< j ¥ ﬂ) =d | o<a<j ¥ 'ﬂ) .
atf=j atf=j at-p=j

c.v.d.

OSSERVAZIONE. Per j abbastanza grande (j = n — inf(p, ¢)), ¢id non &
altro che il lemma di Poincaré per I’operatore d.
¢) Riprendiamo la risoluzione (5), di cui vogliamo dimostrare l’esat-

tezza ; posto L, = @ AT essa si serive:
a>0, 8>
ﬂ+ﬂ=¢—(p+q—1

d d
o > Ll =P 2, Lo —— L —— = Loy = ™" 0.
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L’inclusione Tm (LF, 57 —— LEMFH)  Ker (25TGHH —— OBFGHY & e.

vidente ; l’mclusmne inversa & il Lemma (1.1), applicato alle sezioni locali
su un aperto coordinato (che possiamo supporre di Stein) della varieta-ba-
se X.

A questo punto non rimane che saldare le due risoluzioni (4) e (5)
per ottenere (senza pilt le eccezioni di [1]) il:

Y

TEOREMA (1.2). Su ogni varieta analitica complessa di dimensione =
(su @), e per ogni (fissata) coppia di interi non negativi (p,q), con p e
¢ <n, 8i ha la seguente successione esatta di fasci:

RO h1 89
0— UA— Ly 9— Loy > L = AT —— LT =

a d
= grthetl o £p+q+2 —— i — _Q(%—l = ™"

dove ,Q(‘p, q © fornito dalla tabella qui accanto (Tab. 1), e dove gli omomorfismi

k¥ sono indotti da 9, § e dall’iniezione, compatibilmente con le esigenze
della bigraduazione.

Sostituendo ovunque, nelle nostre considerazioni, le forme C* con le
forme a coefficienti distribuzioni, si ha:

TEOREMA (1.3). Su ogni varietd analitica complessa e per ogni coppia
(p,q) di interi non negativi, sussiste la risoluzione scritta nel Teorema (1.2),
salvo ad avere ovunque X“J al posto di 7.

§ 2. Dualita tra i gruppi di Aeppli.
a) Introduciamo le notazioni seguenti :
KE?!=TI(X, "9, K?=T,(X,K"Y
AP =T'(X, A" 9, DP1=1T,(X, A"

Qr =T'(X, Q?), Q1 = I'(X, 99),
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1+3 D

(1—B+-d) —3=g+0 —btd=g+v _ b=<d
0< §<» . 0= 0w N\ o ' bed
g+botays D =® a..vm. d—bwo—aps D =0 .m..vm. 1+0 D e.al..wm@ ="9T | \»— ..%;mmw D, 0= ( ..Vm“ 1=b'd
0 D
(1—Bd)—1=g +2 y—bd=g 4o _ ! bs=d
0<4 0<» . 0= 0= ' (') = .
g+bota)p D =0 &.,vm. g—bw—ap B =0 .wm. o— .&u.@w D -8 =T |D| o0k m.mv D 1.0 = a..vm‘ 1=h'd
1+d—1=g-+»
0<g ‘o<m " . 0=Dh
gotap @ =017 0a)p = +18 D ol = 7
<d
1+b—1=g+»
0<g 0<» 5 , =5
poels B =007 o) =g vo}p B ="
0=
T+1=g+»
0<d ‘0<» ) 0o=>n
gupp @ =00 000} =0y —d

1—ug =1 =1+b+4d

b+d=3+=(bh‘d)dns

1 — (b‘d)dus =1 = (b ‘d) yur

I—Gdyu=1=0

A\

T

g4V L
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e ricordiamo, da [1], le definizioni dei gruppi di Aeppli:

Ker (A2 ¢ __66_> Art+1at)

Vre= > 1
QAP~1 a4 4 gAP a1 [p,g=1]
Ker (AO»qi Al o)
e [¢=1]
014 940 a1
(6) B
Ker(A? °—~——)-aa Art1)
er (A» )
Ve o —= 0AP—10 L Qp [P21]
99
yoo Ker(d®® —— AL
Q0 4 Qo
Ker (429 d Art+1 AP a1
er 14— APtL g pq
Ant= e ) pa=1)
00APL a1
Ker (A° a Al A0, g+1
I/ g— y q . q
gog = Berdht = 410 AV 4=1)
@ { 5 Q11
Ker (470 d APHLO D An 1y
er 10— AT »,
Ant= 50 [p=1]

d
A%0 = Ker (A%0 —— ALO @ A0 1),

Sostituendo ovunque, nelle (6) e nelle (7), A? 7 con D»%e 27, 27 con {0},
si ottengono le analoghe definizioni per i gruppi a supporti compatti :

(8) v, 42! [P, g =0l
Sostituendo ovunque, nelle (6), (7), (8), gli spazi di forme C> A?7 e D? ¢

con gli spazi di correnti K”'? e K'?, si ottengono i gruppi di Aeppli a
coefficienti distribuzioni, che indicheremo con :

~ ~ ~ ~
VP;Q) AP-‘I, ch'q, /101’-4.
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b) Nel suo articolo [2], J. P. Serre dimostra un lemma, che qui ri-
portiamo :

LEMMA (2.1). Siano L, M, N tre spazi di Fréchet, e u: L— M, vi M— N
due omomorfismi lineari tali che v o w = 0. Siano L’, M’, N’ i duali topolo-
gici di I, M, N, e ‘u, ‘v le applicazioni trasposte di u, v.

Poniamo ¢ = v—!(0), B=u (L), H= C/B, e ¢’ ="u""(0), B’ ="o(N’),
H = (’|B’.

Allora H & uno spazio di Fréchet, il cui duale topologico & isomorfo
ad H’.

Consideriamo allora il complesso :

Ar—la g 65 d APr+2 9+
(9) fan) AP g > Aptlgtl 5 4 ,
AP a1 A pt+1, g+2

dove gli spazi A%/ si intendono muniti della topologia della convergenza
uniforme sui compatti con tutte le derivate; ad esso corrisponde, per dua-
lita, il complesso :

Kcn—p-i-l, n—gq Kn—-p-—2, n—q—1

Y T o1 m—g—y la e
Kcn P, N q<__Kc'n p—1, n—q—1 ¢

n—p, n—q+1 —p—1, n—q—2
K, p, n—q+ Kc” P q

essendo n la dimensione (su €) della varieta-base X.

Se, nella successione (9), gli operatori ‘d, 33_, d sono omomorfismi (1), il
Lemma (2.1) applicato ponendo, la prima volta L = A4?-L9P A» 91, I =
= AP, N=Arthatl gy =1] v = 99, la seconda volta L = APre, M=
= Arthatl | N = AP0+ ) Av+l 42, 4 = 53, v=d, assicura che V2 ¢
e ArtLatl gono spazi di Fréchet, e che i loro duali topologici sono iso-
morfi, rispettivamente, a Arpn—e o Prop—lin—g—l
¢) Dimostriamo adesso la seguente :

PROPOSIZIONE (2.2). Per ogni scelta degli interi p e ¢, sussistono gli
isomorfismi algebrici :

~
Veaos Ve, AP 7 fvq

»,q 22X P, q g
Vet Vs, ’ AP A7,

(1) Nella Prop. (1.2) del § 4 della tesi [1], 'ipotesi che d sia un omomorfismo topolo-
gico ® implicitamente ammessa (ma purtroppo non esplicitamente enunciata, come sarebbe
necessario...).
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E invero, per p e q fissati, riprendiamo la risoluzione del Teor. (1.2):
(10) 0— Y — .9(2,, ) — .Q(lp‘ @) > e

e Panaloga (di cui al Teor. (1.3)), che si ottiene dalla (10) mettendo (%J al
posto di o/ e che denoteremo con :
(11) 0= H— B g— Bl —> e -
Posto :
Z(p, o = Ker (Bsup ()p q)_>£sup(p, )+1)

& _ Tsup (p, 9) sup (p, q)+1
L p, g = Ker (L5 " " — Zj(p. ? )s

le (10) e (11) forniscono delle successioni esatte :
0 o — QSR (P q’;__>£sup(p. o+
—> L(p, 9) (2, 9) (2, 9)
(12)
0 —s g (rq Bsup __) ES“P (2, Q)'H

formate evidentemente di fasei fini.
Ad esempio, nel caso semplice della risoluzione (3), si ha:

@ _\J- ofl.2
Z, 3 = Ker é
ol s ©
® 9 da
3{2, 0
o2 3
® 5\> oL 2
Fan=Ter | o, /{’ @
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e le (12) diventano :

A3 0
@ \EL A2 a\ -
00— Zpo s = 2,2 3,3 -
T e —7 @ 2 oA 98 o d

-,.\* /

© yd’ﬂfl

a0

wme

\}

Tornando al caso generale, discende subito dal Teorema di De Rham sulle
risoluzioni acicliche che i gruppi di Aeppli a coefficienti 0> e a supporti
arbitrari (rispett. compatti) sono alcuni tra i gruppi di coomologia H¥X,Z,, )
(rispett. H} (X, &(», )y, mentre i gruppi di Aeppli a coefficienti distribuzioni
e a supporti arbitrari (rispett. compatti) sono gli analoghi tra i gruppi di
coomologia H* (X, ﬁ(p, 9) (rispett. H}(H, i( Q)

Pertanto la nostra tesi sara provata, se dimostreremo questa piti generale:

PROPOSIZIONE (2.3). Per ogni coppia (p, q) di interi non negativi e per
ogni intero ¥ =1, si hanno gli isomorfismi :

H* (X, g(p. q)) > HE (X, fw. q))
Hck (X7 E.Z(p' q)) o2 Hck (X, i(p. q))'

DIMOSTRAZIONE. Si fa per induzione su p | ¢. Siccome (g, o) f(o_ 0) 2
& Qf (ogni distribuzione 8d-chiusa ® una funzione (C«) pluriarmonica), 1’as-
serto & certamente vero per p | g = 0.

Supponiamolo dimostrato per tutte le coppie (i,j) tali che i} j=
=p-+q¢g—1, e dimostriamolo per (p,q). Si abbia, per fissare le idee,

0=p=<q.
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Dalle risoluzioni (10) e (11) si ricavano le successioni esatte « brevi» :

(*) 0 — Ker (—Q(q_1 — Lo 9) — -Q(p, 0> L, 90
~ a1 ~ _— ~
(%) 0 — Ker (L5, — LS, 9)—> L5 ¢ —> L, —> 0.

Ora osserviamo che:
g1 q
Ker (L, 9 —> Lo, ) = E(p, ¢—1)
~ a1 ~ ~
Ker (-Q(ZJ, Q> ‘B’%, ) X EZ(p, ¢-1)

e ricordiamo esplicitamente che :

BQ—I) — ﬂq @ (é A» q—l—a)
a=0

Bq—l ﬂq @ ( é C)Ca, q—-l—a)
(p,q) = ,

a=0

di modo che le successioni (¥,) e (#;) diventano:

_ »
(*3) 0—> Zip,g—1)—> 2D (@ A q_l—“> — Z(p,q—> 0
a=(0
~o — p ~
(*4) 00— Z(pg—1y—> U D (@ K q_l_“) —> Z(p,q—> 0.
a=0

Passando alle corrispondenti successioni esatte di coomologia a supporti
arbitrari, si ottiene il diagramma :

w—> H* (X, Z(p, q—1) — H* (X,00) — H* (X, Z(,, ) — H* (X, F(p, ¢—1)) = H*¥! (X, Q1) —

ok l B l Pk l %pt1 l B+ JL

— H*(X, &y g—1) — H¥ (X, Q1) — H* (X, & ;) — HH (X, & p, 1) — H¥ (X, Q1) —

dove: 1) gli omomorfismi # sono tutti (evidentemente !) isomorfismi,

2) gli « sono pure degli isomorfismi, per I'induzione ammessa.
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Ma allora, mediante applicazione iterata del Lemma dei 5, si conclude
che anche i y; sono isomorfismi, per k= 1.

Analoga conclusione ragionando sulle successioni esatte di coomologia
a supporti compatti. ¢. v.d.

d) Grazie al risultato precedente, e in particolare agli isomorfismi al-
gebrici della Prop. (2.2), siamo in grado di enunciare il teorema di dualita :

TEOREMA (2.4). A) Supponiamo che le due applicazioni lineari :

Arie i 7
s AP s AP+l g+l

Apv q—1

giano omomorfismi topologici. Allora V» ¢ & dotato di una struttura di
spazio di Fréchet, e il suo duale topologico & A" "™* (n = dimg X).
B) Analogamente, supponiamo che siano omomorfismi le due applica-
zioni lineari :
vy d Artl g

20
Ar—19—1 > AP 9 > P
Avahl

5
n—p, n—gq

allora A”? & uno spazio di Fréchet, e il suo duale topologico & V.

Istituto Matematico « L. Tonelli »
Universitd di Pisa
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