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SUR L’ALTERNATIVE DE FREDHOLM

POUR LES OPÉRATEURS NON-LINÉAIRES AVEC
APPLICATIONS AUX PROBLÈMES AUX LIMITES

JIND0159ICH NE010DAS

§ 1. 1 ntroductioll. ,

La théorie des opérateurs monotons s’est montrée une base pour la so-
lution des problèmes aux limites pour les équations non-linéaires aux déri-
vées partielles du type elliptique.

On considère un opérateur T d’un espace de Banach B, complex, ré-

fléxif, dans son antidual B*, en désignant par v) la dualité entre B* et
B. Le problème fondamental : sous quelles hypothèses T (13) = B*. Deux
hypothèses suivantes sont importantes :

(1.1) monotonie :

(1.2) coercitivité :

Si encore T est continu de chaque sous-espace de dimension finie dans
B- faible, on a T (B) = B*, cf. le théorème 1 de ce travail ; si B est réel

et séparable et lim (Tit, u). Il u 11-1 = cxJ , cf. J. Leray, J. L. Lions 1 J ;
Ilull-oo

sans séparabilité cf. F. E. Browder [2] et J. Neéas [6].
Si B est un espace de Hilbert et T un opérateur linéaire, continu et

(v, u) le produit scalaire, on peut se donner encore un opérateur de 8

dans H, complètement continu, et de considérer la question sur la surjec-
tivité de l’ opérateur Ay = T 2013 E C1. L’alternative de Fredholm a

Pervenuto alla Redazione il 31 Agosto 1968.
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lieu : ou bien À est une valeur propre, ou bien il existe un opérateur in-

verse. La structure des valeurs propres est bien connue et on connaît aussi

l’image de T - l S pour À, une valeur propre. La condition (1.2) est rem-

placée dans 1er applications linéaires du type elliptique par l’inégalité de

Garding. C’est l’idée principale qu’on a suivie en considérant les opérateurs
non-linéaires.

Sous certaines conditions sur la monotonie et la coercivité de T, sous

la condition que S est continu de la topologie faible dans la topologie forte
et encore sous certaines conditions, dont un cas particulier très important
est x-homogénéité de T pour 1t E B, T (u), S (,uu)=,uxs(u),
nous avons obtenu un analogue de l’alternative de Fredholm : s’il n’existe

pas u de B, M =~= 9, telle que Tu - l Su = 0, alors T - l S est surjectif.
On démontre aussi qu’il existe un sous.espace F de .6~ de dimension finie,
tel que chaque f’ de B* s’écrit sous la où f, E (T-ÂS) (B)
et 

EXEMPLES : Dans les exemples qui suivront, on désigne par

êD étant la frontière d’un domaine S2 de Jïy.

EXEMPLE 1. On cherche u de W2"(S~), telle que pour v E 0 (fà):

formellement: u = 0 sur aD, - LIu - yu i F dans 
8 &#x3E; 0. Alors pour chaque f de y il existe une solution si À ~ Àk, où

est le spectre pour le problème de Dirichlet et l’opérateur de Laplace.

ExEMPLE 2. On cherche u de ~~V41~ (S~), telle que pour chaque v de

JV 11) (Q) O 
-

formellement u = 0 sur dans Q. Alors
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pour chaque f de L4 (il), il existe une solution, s’il u’existe pas 1t de
3

0 (1) O(}’
(Q), M + 9, telle que pour chaque v E nT 4 ) (Q):

o 
1

EXEMPLE 3. Soit 1  ni  CxD - Ou cherche Il (te 0 (0), telle que
o

pour chaque i- de 1 ($}) ou i a

Formellement Il = tl sur iii

Alors pour chaque f° de , il existe une solution, s’il n’existe pas u de
ut-1

=~= 0, telle que pour 1. ùe Itr,~ÿ ~ (~) :

§ 2. Une généralisation du théorème de Leray-Lions.

Nous considérons dans la suite les espaces de Banach B, complex. Par

B* , on désigne l’antidual de B, à savoir l’espace des fonctionelles antili-

néaires. On désigne par ( J§ u) la dualité entre B- et B.

HYPOTIIÈSE 1. Soit A, un borné, continu de tout sous-espace
de B de fiitie dans B- faible. A soit 



334

H YPO’l’UÈSE 2. Il une application bornée de B &#x3E;C B dans B*, soit

A (v, u), telle que A (u, u) = A (u) et telle que

-V u de B, l’application v - A (t, u) est hemicontinue (continue de

(2.2) 
toute droite de B dans B* faible) et telle que pour u, v de B,

. ~ Re 

(2.8) j 
si Un - Il et si (A Un) - A (u, 1tn) ,

~~"~~ 
Un - u) --~ 0, alors pour t~ de B : A (v, -- A (v, ’Il) dans B*,

Nous dirons que A (B) = B* régulièrement, si 

suit Il tt Il  r  ~ , tt étant la solution de A (u) = f.

THÉORÈME 1. Soit B un espace de 

&#x3E; 2 et A une da ns B*, satisfaisfaisant aux hypothèse8 1 et

2. Alors A (B) = 

DÉMONSTRA1’ION. Soit F c B un sous ensemble de dimension finie, F*
son antidual et désignons par la dualité entre J~* et F. Définissons

AF de F dans F* par 1t, v E F =&#x3E; 1t)F = (Av, 11). Si l’on introduit

dan F et F~‘ une base biorthonormale, soit ei, i, j = 1 , 2, .., x, alors u
x x

de F s’écrit comme u = 03A3 xz ec, f de F* s’écrit comme f = I Yj e1 et on

~=t ;=i
peut identifier F et F* avec l’espace euclidien au produit scalaire

x 
_

(x, y) et l’opérateur Al’ avec un opérateur R, continu de Cx dans
t=1

lui même, défini par 11) = (Rx, où

On a

x

Soit f E B*, (fF,v)F == ( f, v) et soit q E C, avec fF = 03A3 qi Considérons
i=l

encore Ux = qui satisfait aussi à (2.5). Il s’agit de trouver x E Cx
de sorte que Uxv == 0. Soit p &#x3E; 0 si grand pour que 1 Ux, .r) ~ 1 =F 0 pour

1 x ~ 1 = p. Sans restreindre la généralité, on peut supposer x ~ 2. Dans ce

cas, on peut trouver x) de sorte qu’il résulte continue sur la sphère

x ~ = p. Posons V (x) = exp ( ~ U (x) ; c’est
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une application continue de Cx dans lui même. Sur x ~ _ ~o, on a (V(x), x) &#x3E; 0,
alors on peut trouver e &#x3E; 0 si petit pour que la transformation 
transforme la boule x ~  p dans elle même. D’après le théorème de Brouwer,
il existe un point fixe xF, dans cette boule, alors V (XF)=O, d’où U(xp) =0.

Désignons par IIF le point correspondant dans F. Nous avons alors pour
de F:

Il suit de (2.1) qu’il existe une constante c ~ U telle que pour chaque
 o. Désignons par A l’ensemble de tous les sous-espaces de

dimension finie et &#x3E; 2 et par Soit BF0 la fermeture de BIlaA 3 F u F0

dans la topologie faible. La famille de Bpo possède la propriété des intersec-
tions unies. Il en suit que fl BFo + 0, donc il existe ng E fl Soit v

P’uEd 

cle B et Fo E A contenant v et Il existe maintenant une suite de 

telle que Un - za. Comme ac" est une suite bornée, A (iy, l’est aussi,
alors, on peut supposer que A (tio 2013~ ~ . Vérifions que

En (A = (fe - (ft uo) , (A l~~i~ ! Un) , = (uo f ~, D’après
(2.4) : (A (ito e 1111)e 1tn) ~ (fi#1 140) ®t enfin (A (u, , Un), - (~~~’, 1tO); tout cela

entraine (2.7). Alors pour v en question, compte tenu de (2.3), A (v, -

--i A (v, uo). Il s’en suit de (2.4) que (A (v, un) ---&#x3E; (A (c,u0), uo). Soit On =
= (A (Un, - A (f, - v) . On a On -~ (1 - A (t,, Mo), UO - V) . Mais

(2.2), Re ~ 0, donc on a

pour chaque v de B. Si nous de &#x3E; 0, Il suit de

(2.8) que Re (f - A (u0 - 140)’ 1(’) &#x3E; 0 et en faisant tendre A ---&#x3E; 0, il en
suit que Re (~ - ~: (uo), ’0) ~ 0, (tio) i pour chaque boule

Il suit de (2.1) que ~~~ ~~~) d’où l’assertion,

§ 3. Alternative.

soit T (14) un opérateur du théorèmo 1, tel que

#, dalla i
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HYPOTHÈSE 3. Soit S (u) u7t opérateur de B dans B*, continu « de la to-

pologie faible dans la topologie forte » : si - u, alors S (un) ~ S (it) dans
B*. Soit encore

Désignons par Ay (ii) = T (it) - YS (ii). Évidemment, il suit du théorème 1 :

CONSÉQUENCE 1. 0, AÂ (B) === B* régulièrement.

THÉORÈME 2. Soit ~ = Â, + iÂ2 et Ai = T - À8 avec T satisfaisant aux
hypothèses 1 et 2 et S à l’hypothèse 3. Supposons encore (3.1), Alors si À2 + 0,
l’opérateur Az est régulièrement surjectif.

DÉMONSTRATION. Il suffit de démontrer (2.1). Mais (3.2)’ :| 1 (AI u, it) 12 =
(Tu + À2 U)2 --~. 2ÂJ (Tu, u) (Su, u) -~- ~2 (Su, U)2 h 11)2 (1 - EÀt) +

+ (Â2 + Â2 2 -- :1) ( Su, pour chaque e &#x3E; 0.

Si nous prenons 0  e  1 mais assez proche de 1 /y1, nous obtenons
i

le résultat.

Nous avons un lemme important :

LEMME 1. Soit T un opérateur borué de B dans B*, satisfaisarct (l l’hy-
potlcèse 2. A109’8 si - zc et - g, il en suit que g = T (u).

DÉMONSTRATION. Ull peut supposer que T (u, --~ zc,’~ ~ (2.4),
(T (tt, --~ (u- , u), d’où - T (tt, 1’n - u) - 0, d’où d’apres
(2.3) pour chaque v de B : T (v, un) ---&#x3E; ,T (v, D’après (2.2) Re (T (un, un) -
- T (v, un - v) h 0 ; si n --&#x3E; oo, on obtient de (2.4) que (T (v, 11n), Ult) -----&#x3E;

--~ (~’(r, u)? u), d’où lim 
n -~ 00

0.

Si nous posons v =u - Yw,y &#x3E; 0, iv de B, nous obtenons Re (g - T (it -

- Âw, u), w) &#x3E; 0 et en faisant tendre Â ---&#x3E; 0, on obtient Re (g - 1.’ (u), w) h 0,
d’où 9 = T (u).

Nous dirons qu’un opérateur N de B dans B* est x &#x3E; 0 homogène, si
pour chaque o  ,u, u de B : N (,u u) =~. ,u~ N (u).

Nous dirons qu’un opérateur N de B dans B- est x &#x3E; 0 quasi . homo-
gène, s’il existe un opérateur No de B dans B*, ;-homogène, tel que : si

- w et si les nombres 0, /-ln -4- 0 et si un N 2n - g, alorswn --&#x3E; w et si les nombres un&#x3E; 0, un ----&#x3E; 0 et si t20132013 alors
n



337

Nous dirons que N est fortement x &#x3E; 0 quasi-homogène si (3.2)" est
valable pour chaque - 0, 1-iii &#x3E; 0, (Dans ce cas No est x-homo-
géne automatiquement).

PROPOSITION 1. Soit S un opérateur de B dans B* continu « de la to-

pologie faible dans la topologie forte ». Si à est il est x quasi-
avec So = S.

En effet ul, 8 wn) = S ( i.n) - S (?c),effect u i S’ = S ( I (ni) ---&#x3E; S (w).
. il 

P11

PROPOSITION 2. Soit l’ un de B dans B*, gatisfaisant à l’hy-
pothèse 2. Alors s’il est x il est x quasi-homogène avec To = T.
, En effet T 2’-‘ = Z, (zv,L). Maintenant, on utilise le lemme 1.

n 

PROPOSITION 3. Si l’ est un opárateur de B dans B* satisfaisccnt iî

(2.1) et s’il est on a

En effet, pour || u || = g, avec p assez grand, 1
a pour u de B

d’où l’assertion.

THÉORÈME 3. (alternative) Soient T et S les opérateurs satisfaisant aux
hypothèses 1 et 2 et à l’hypothèse 3 respectivement. Soit l’ et

S forterrieut Supposons encore

&#x3E; 0. Alors

(i) ou bien il existe 1t =F 0 y « un élemént propre » tel que To (u) -

- y S0 (u) = 0
(ii) ou bien il n’existe pas ; dans ce cas A~ = T - ~, S est 

surjectif.

D’après le théorème 2, si nous posons À* = À + i Â2 Y
)12 &#x3E; 0, nous obtenons que Ax. est régulièrement surjectif. Considérons À &#x3E; 0
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qui n’est pas une valeur propre et soit ~’" Â -j- ’Â2 0  Àz ~ 1. J’affirme

que est uniformément born6 par rapport à 0  Â2 à 1. Supposons
que ceci n’est pas vrai. Dans ce cas, il existe f,, de B*, B, Â2,, - -+ 0
et un de B&#x3E; telles que (un) = || --&#x3E; ~. (y2n --&#x3E;0 en vertu du théo-

n 
’n ’?’ " ?’

réme 2, où on a démontré de plus l’inégalité (3.‘?)’). Soit v,, _ . On
Î) "n ÎÎ

peut supposer que vn - v. On a

et d’autre part, étant

on a

donc
Il ..Il ’"

D’autre part, 1

donc v # 0. Mais c’est une contradiction.
Soit alors f de Bill- et de les solutions de A~~ (u) = ,~; pour

À. = Â + i y2, y2 &#x3E; 0. Soit y2n --&#x3E; 0 et désignons u1- = 1t . On peut suppo-11.’1’1, n

ser que u - u. Mais A* (rr ) = T (u ) Â* S (11 ) = (, d’où T (il,,) f + .n An ~a n IL 
--~ f -~- Â

Su, alors d’après le lemme 1, Tu - f -~- ~ Sit, d’où l’assertion.

PROPOSITION 4. Sous les hypothèses du 3, les va leiii-8 propres
sont )-éelq, positives.

En effet, si À est une valeur propre, (1",, (u), 1) = Â (u), 11), (/1)0 (u), u) % 0,

d’où

§ 4. Ilnage des applications T - ÂS.

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques résultats simples sur
l’image de T -- ÂS au cas général, alors aussi au cas, ou Â est une valeur

propre de To - Ces résultats généralisent dans un sens les résultats
de F. F. Browder [4].
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Nous supposerons pour l’opérateur T l’hypothèse 2 et la coercitivité

dans une forme an peu plus forte :

Pour l’opérateur 8, nous supposerons:

HYPOTHÉSE 4. Il G, espace de Banach, tel que B c G algé-
et topologiquement et tel que identique de B dans G

est S est continue de G dans B*.

Désignons par Il u I!o ~a norme dans G.

HYPOTHÈSE 5. Il existe une application complètement continu, soit Si de
G dans B*, et telle que

Nous avons le lemme suivant :

2. Soit 81 une application complètement continue de G dans B,
Alors à chaque 8 &#x3E; 0, il existe une application complètement con-

tinue, soit R, de G dans un sous-espace F de B de diniension

finie, telle que pour u de G :

DÉMONSTRATION. L’application S1 étant complètement continue de Él,
l’image de la sphère K = {II u 110 ---1~ v u~1 (.K) est compacte. Donc, il existe

un 8 &#x3E; 0 réseau dans &#x26;1 (Iî ), soit f1, .f2, ’.’ ,.1~ tel que si f E S1 (K), alors
il existe fi tel que 11/8 -~j’~ ~  8. Soit F le sous-espace engendré par fj,
j =1, 2, ... , p, Posons pour u

si Posons soit Il = Il 160 

1 On obtient aisément (4.3), d’où l’assertion.

THÉORÈME 4. Soit T une application de B dans Bill satisfaisant à l’hy-
pothèse 2, à l’inégalité (4.1 ) et S l’opérateur complètement continu de G dans
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B. satisfaisant aux hypothèses 4 et 5. Alors il existe un opérateur R, com-
plètement continu de G dans B*, avec sntage dans F e B*, un
espace de dilnension finie, tel qzce T - ÂS = To - 1R, où To satisfait à l’hy-
pothèse 2, et à l’inégalité (4.1). Il en gzcit que chaque élément f de B- peut
s’écrire comme f = f1-f - f2 , où f i E (T - ~,S) (B) et f2 E F.

T - ;"8 = T -1 (S - 81) -lS1. L’opérateur T,=T-
-1 (S - SI) satisfait à l’hypothèse 2 et à, (4.1) : l’hypothèse 2 est évidente
en vertu de la continuité complète de 8 de (~ dans B*. Mais

d’où l’énoncé. Pour on applique le lemme 2 et on construit R. On

obtient T - ~S --_ Ti - ~, (Si - R) - ~,R. Si nous posons 
on a de nouveau l’hypothèse 2 en vertu de la continuité complète de R
de G dans B*. Pour obtenir (4.1), on a |(T0 (u), u) | 1 ¿ /11+" - c4--

u où c5 est la norme de l’application identique de G dans

B. Il suffit maintenant de prendre e  . Si f E B*, il existe u de B
c5 |y| t

tel que Posons f z = R (u) et fi = (T - ),,8) (u), d’où la démons-

tration.

§ 5. Applications aux problèmes aux limites.

D’abord, nous démontrerons encore un lemme facile, utile dans la suite.

LEMME 3. Soient Tu , n = 1, 2, ..., une suite des opérateurs de ’B dans
B*, 

et tels que

(5.2) lim T,, (u) = T (u) dans B- pour chaque it de B.
n - oo

Soit l’opérateur T hemicontinu. Alors si un - u et si Tn (un) = g, alors

T (u) = g.
En effet, pour chaque -o de B : 0 S Re (Tn (,un) - Tn (v), un - v) --~

--~ Re (g - T (v), u - v). Si nous posons v = u - lw, l &#x3E; 0, nous obtenons
Re (g - T (it - Âw), w) &#x3E; 0 et par le passage à la limite À --&#x3E; 0 : Re (g -
- T (u), w) &#x3E; 0, d’où le résultat.
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Dans la suite, on va se bormer aux applications simples de la théorie
ci-dessus. Le lecteur pourrait faire les généralisations lui même. Pour la

littérature, cf. J. Leray, J. L. Lions (1 J, J. Necas [3].
Soit Q un domaine borné de l’espace euclidien frontière lipschit-

zienne. On désigne par CD (Q) l’espace des fonctions complexes, à support

compact dans Q. La notation usuelle est utilisée, On in-
ax ... axN

troduit comme d’habitude l’espace ~mk~ (S~) avec la norme Il u 
, ** 

0(k)On désigne encore par W,,,, ) le fermeture de

dans Wm ~ (S~).
On définit les fonctions ai (x, Cj) pour x de !J, |03B6j|  cxJ, ] 1 ) à k, j 1 :::;: k.

On suppose (a;, Cj) sont mesurables en x pour tous (; , Cj fixés et con-
tinues en Cj pour presque tout x (condition de Carathéodory). On suppose
encore

Il est connu, cf. par exemple M. Vajnberg [5] : l’opérateur 

résulte continu de Wm(k)(Q) dans L"1- (), 1 1 =1.
ni 

Soit f de L,n’ (D), 1to de (Q). On s’occupera du problème de Diri-
chlet (pour les autres problèmes cf. J. [3]). Une fonction 1t de W 2) (il)
est dite une solution faible du problème de Dirichlet :

dans

sur

an étant la dérivée selon la nomale extérieure si our chaque v de
Bc /
W(k)m(Q)
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Désignons encore par 1 Supposons

r,

Posons

Il est démontré dans J. Leray, J. L. Lions [1] ou dans J. Necas [3] que
l’opérateur T (u, v) ainsi défini satisfait aux hypothèses du théorème 3. Soient

Cj) définies comme ai (x, Cj) mais pour 1 i  k, 1 j  k. On suppose

et posons

Compte tenu de ce que l’application identique de dans (0)
est complètement continue, on a l’hypothèse 3. Si nous supposons que pour

0, x ) 0 

nous pouvons utiliser les propositions 2 et 3. Dans ces conditions, nous
avons :
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THÉORÈME 5. On suppose les conditions (5.3), (5.8), (5.13), u0 « 6 de (5.7).
Alors si Im oit si À&#x3E;O et dans le dernier cas s’il n’existe pas 

dan8 telle que pour v de (Q) : 
. 1 
.

- y . /’ 1 i I 1  (,x, D j u) -Di v dx = 0, alors pour chaque f de Lm, (Q) (à plus forte
Q 1  k

f de (Q))*) il existe une solution faible u de (D) de
l’équation

dans S~. (Cf. exemple 2).
Supposons maintenant w 2013 1 et 0  p S 1 que

où ai (x, Cj, Il), bi (x, Cj, ~u) à, côté de la condition de Carathéodory sont pour

presque tout x de D et pour tous ej continues en p dans l’intervalle

0 S 1. Supposons

Pour fixer les idées, sopposons encore que pour p &#x3E; 0 : -.

Déûnissons :

et S (u) comme audessus. Nous avons :
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LEMME 4. T, 
(5.15) et (5.16) est m - 1 quasi-homogène avec T. (ii) défini par 
de ai(x,Dju,O)Divdx et B= J 
Q

DÉMONSTRATION. Définissons T, (u) par

et soit pn --~ 0, U¡¡ -~ u et TPn (un) --~ g. Pour appliquer le lemme précédent,
on voit de (5.16) que (5.1) est satisfaite. L’opérateur T. est continu. Il faut
encore voir (5.2). Mais presque partout et en

vertu de (5.15) :

(5.2), donc le lemme 3 s’applique, d’où l’assertion. On a au8si :

LEMME 5. L’operateur S, dé, fini par (5.12)’, sous les conditions (5.14),
(5.15) est forte1nent 1n - 1 quasi-homogène.

En effet, il suffit de voir que pour /À,, --+ 0, Un - u :

Mais hi (x, ,u,z)---~bs (x, 0) presque partout et les intégrales (5.17)
sont en vertu du théorème de l’immersion : (Q) c (D), q ~ m,
algébriquement et topologiquement, absolument équicontinues. Il suffit d’ap-
pliquer le théorème de Jegorov.

Nous avons alors, en vertu des Lemmes 4 et 5 :

THÉORÈME 6. On suppose les hypothèses (5.3), (5.8), (5.11), (5.12), (5.14),
(5.15), (5.16), uo .~. 9 de (5.7). lm À =t= 0 0 &#x3E; 0 et

si dernier cas il n’existe pas u =t= 9 dans W "~k~ (i2) telle que pour 
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0

alors pour chaque f due L,,,, (Q) (Q))*), il existe une due l’équation
(~.13)’.

En effet, il suffit de définir T (u, v) = T (u), où T (u) est défini par (5.17).
1 (u, v) satisfait aux hypothèses du théorème 3. Cf. les exemples 1 et 3.

REMARQUE. On voit aisément que le cas du problème de Dirichlet non-
homogène se résout par le théorème 6, où l’on peut remplacer la condition
3.3 par la condition (T (1t), 1£) -- --- 1 à x"  x.
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