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FUNZIONALI ANALITICI REALI
E FUNZIONI ARMONICHE

F. MANTOVANI - S. SPAGNOLO

Introduzione.

1. Lo scopo di questo lavoro è principalmente lo studio dello spazio 6Z (A)
delle funzioni analiticbe reali su un insieme qualsiasi A di Rn (vedi Def.

3, § 2, Cap. III) e del suo duale.
I funzionali analitici furono introdotti da FANTAPPIÉ ([2] e [4]), e da

lui in seguito applicati alla teoria delle equazioni differenziali, specialmente
al problema di CAUOHY per operatori a coeificienti analitici con dati su una

ipersuperficie qualunque non caratteristica (vedi ad esempio [3] e [5]).
Un contributo decisamente nuovo alla teoria si è avuto con l’intrcdu.

zione da parte di SEBASTIAO e SILVA (ad. es. in [16 J e [17]) dei metodi
propri della teoria degli spazi vettoriali topologici.

Uno studio sistematico in questa direzione fu poi sviluppato da KÒTHE ([9])
e da SILVA DIAS ([191), nel caso di funzioni olomorfe locali su un insieme

chiuso del piano proiettivo, e da GROTHENDIEOK ([6]) nel caso di funzioni
olomorfe su varietà complesse.

Lo studio delle applicazioni al problema di CAUCHY (anche con dati su
una superficie caratteristica) fu ripreso da LERAY (ad esempio in [11] e [12J)
mentre applicazioni al calcolo operazionale furono sviluppate specialmente
da SEBASTIAO e SILVA ([18]).

Pervenuto alla Relazione il 16 Giugno 1964.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca per la Matema~tioa del Consiglio

Nazionale delle Ricerche (anno accademico 1963-64).
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Recentemente poi MA.RTINEAU ha ripreso la teoria dei funzionali ana-

litici su varietà complesse, studiando la trasformata di FOURIER-BoREL ((13]),
e facendo uso dei risultati sulle funzioni complesse di OKACABTAN SERBE.

In tutte queste ricerche, le funzioni analitiche reali sono state consi-

derate come traccia di funzioni olomorfe. Ci sembra invece che molte

difficoltà possano essere superate introducende la teoria dei funzionali

armonici (TILLMANN [20]).

2. Il Capitolo I contiene uno studio topologico dello spazio sil (A) delle
"V

funzioni armoniche locali sn iinlinsieme qualsiasi A C R" e del suo duale
sil’ (A). I teoremi principali sono la Prop. 1 del § 3, che enuncia le proprietà
topologiche di sil (A), il teorema di dualità (Teor. 1 del 6 4) che stabilisce
un isomorfismo canonico fra gli spazi ,s~’ (A) e A (C Aj e il Teor. 1 del § 5.

Il Capitolo II contiene alcune applicazioni della formula di dualità di

cui le principali si trovano contenute nel Teor. 1 del § 1 (sulla approssimazione
di funzioni), nel Teor. 1 del § 2 (1VIITTAG-Ll&#x26;FFLEP.) e nel Teor. 1 del § 3

(sulla decomposizione di funzionali).
Il Capitolo III contiene lo studio dello spazio C7 (A) delle funzioni ana-

litiche su un insieme A (n ~ 2) e del suo duale G’ (A). Il § 1 mostra
che tutte le proprietà topologiche dello spazio A (A) e la formula di dualità
sono ancora valide per il sottospazio (A) delle funzioni armoniche sim.

metriche su A (Teor. 1 e 2) ; 1 il § 2, che gli spazi 3 (A) e (A) sono iso-

morfi, pur di identificare una funzione analitica su A C R" alla funzione
armonica simmetrica su un aperto di R"+1 contenente A, che si ottiene

risolvendo un opportuno problema di CAUOHY (Teor. 1) ; il § 3 contiene

la trasposizione agli spazi dei funzionali analitici delle proprietà dimostrate
nel Cap. I e II per i funzionali armonici.

3. Dobbiamo infine ringraziare il Prof. E. DE GIORGI per averci sug-

gerito l’argomento ed avere diretto la ricerca.

NOTAZIONI

Per le definizioni legate alla teoria degli spazi vettoriali topologici (li.
miti induttivi, proiettivi, isomorfismi, omomorfismi, dualità, topologia di

MACKEY, spazi di tipo (), ( ), spazi « bornologique » e

« tonnelé »), si rimanda a [8] e [10].
Rn rappresenta il prodotto topologico di n copie della retta reale ; Cn il

prodotto topologico di n copie del piano complesso ; la com-

pattificazione di Rn mediante l’aggiunta di un punto all’ oo identificabile
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con la sfera unitaria di attraverso la proiezione (stereografica) di centro
il polo nord (O,... , 0,1) sul piano equatoriale 0 ; x = (Xi’ ... , Xn)
è il punto generico di Se i punt  x, y E Rn, la loro distanza si indicherà

in particolare si porrà I x i = d (z, 0).
Se x, y E Rn si la distanza in quanto punti della sfera

unitaria di Rn+~, 1 cioè la distanza indotta da 

Sia U un insieme aperto di 11,n, 1 diremo funzione su U un’applicazione
di Ú nel corpo complesso.

Sia r un numero intero ~ 0. Una funzione u su Ú si dirà di classe 0’ ,
oppure r volte differenziabile, se u possiede tutte le derivate continue di

ordine à r. Si scriverà -u E 0’ (U).
La u si dirà poi di classe e°° , oppure differenziabile, se possiede tutte

le derivate (di ogni ordine) continue. Si scriverà in tal caso u 6 6°° ( !7).
Se poi u E e°° ha supporto compatto in TT si scriverà u 
Lo spazio delle funzioni su U di classe 6°°, con la topologia descritta

da SCHWARTZ ([15]), si lo spazio delle distribuzioni su U

(-(~). .
Se k = (k1 ~ k2, ... , kn) è una n. pIa di interi :2:: 0, porremo

Se u è una funzione su U, indicheremo

Per la definizione di insiemi fra loro connessi si veda la nota a piè di pa-
gina del § 1, Cap. I.

Inoltre se una famiglia induttiva (risp. proiettiva) il limite
induttivo si indicherà (risp : il limite proiettivo con
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CAP. I. - FUNZIONALI ARMONICI

In tutto questo Capitolo e nel successivo, si supporrà n h 3. Inoltre,
parlando di sottoinsieme di Àin , si sottointenderà l’aggettivo proprio, salvo

espressa menzione del contrario.

§ 1. Spazio delle funzioni armoniche locali.

DEFINIZIONE 1.  Sia S un aperto di Rn. Una funzione f a valori com-
plessi definita su 2, si dice armonica su Q se è 2 volte differenziabile e

inoltre : 
-

È noto che le funzioni armoniche sono analitiche.

DEFiNiZtONE 2. «Sia A un sottoinsieme di Consideriamo sull’in-

sieme delle coppie (u, S), dove è un aperto contenente A ed u è una fun-
zione armonica su D, la relazione di equivalenza :

se e solo se esiste un aperto

L’insieme quoziente rispetto a tale relazione si dirà insieme delle funzioni
armoniche (locali) su A ; si indicherà A (A). »

OSSERVAZIONE 1. « Ogni funzione armonica locale su A può rappresen-
tarsi come (u, Q) ove 92 è un aperto connesso con A (1) ed u è una funzione
armonica su Q ».

(1) ..4.’ si dice connesso oon .il se ..4.’ 2 ..4 e in ogni componente connessa di ~’ si trova
qualche punto di ~.
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OSSERVAZIONE 2. « ~ (A) è uuo spazio vettoriale con le operazioni
usuali ».

OSSERVAZIONE 3. « Sia A 2 B, allora è definire un’applicazione
di restrizione 

- -

in modo ovvio. Tale restrizione è una applicazione lineare, iniettiva purchè
~. sia connesso con B (vedi anche Prop. 1, § 1, Cap. II). Inoltre se 
si ha

.a i

OSSERVAZIONE 4. ~ ~ia ~ _ ~ ~A) la famiglia (semiordinata per inclu-
sione e filtrante) degli aperti S~ ~ A.

Allora gli spazi vettoriali

con le applicazioni di restrizione

formano una famiglia induttiva (’ ) ».

OssEBVAZLONE 5. « La famiglia semiordinata 9C = dei sottoinsiemi

compatti di A definisce analogamente la famiglia proiettiva (1) :

LEMMA l. « Valgono i seguenti isomorfismi algebrici :

PROVA

Se (Bi, ti)iE I è una famiglia induttiva di spazi vettoriali, ed F è un
altro spazio vettoriale, per definire una applicazione lineare

(1) Per le definizioni di limite induttivo e proiettivo, algebrico e topologico, vedi [10].
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basta definire, per ogni i E I, una applicazione lineare

in modo che le siano compatibili con le restrizioni, i. e. :

Nel nostro caso, se consideriamo le applicazioni lineari

è facile verificare che esse sono compatibili con le restrizioni e clie inducono
un’applíeazione lineare biunivoca :

Se (E; , è una famiglia proiettiva di spazi vettoriali ed F è un

altro spazio vettoriale, per definire un’applicazione lineare

basta definire per ogni i E r una applicazione lineare

in modo che le (v,) siano compatibili con le restrizioni, i. e. :

Nel nostro caso le applicazioni lineari

sono compatibili con le restrizioni, quindi definiscono una applicazione lineare



481

Tale r è iniettiva, in quanto se u ~ i comporta

e, limitandoci ai ~ unipuntuali, questo significa che u è nulla in un intorno
di ogni punto di A, quindi u è nulla in un intorno di A.

Verificare che r è surgettiva, significa mostrare che per ogni famiglia

(cioè tale che , esiste una funzione u E sil (A) tale che

anzi basterà verificare che

Ora è facile constatare che è sufficiente provare l’esistenza di una tale u

tocalmente, cioè, la tesi sarà, provata se per ogni o E A sarà possibile trovare
un intorno V = V (x) ed una funzione U E A (A n V) tali che

Ma negare quest’ultimo fatto equivale ad ammettere l’esistenza di un punto
xo E A e di una successione (xn~ c A convergente ad xo, tali che le funzioni

ed uxo non hanno una comune estensione all’insieme K = xo U xn ; orao ’n

K è un compatto di A, 2 e la funzione uK è proprio una comune estensione
delle 

§ 2. Topologie sullo spazio A (A).

DEFINIZIONE 1. K Sia A un aperto di Consideriamo assegnata sullo
spazio A (Aj la famiglia di seminorme

È noto che tali seminorme forniscono ad A (A) una struttura di spazio vet-
toriale topologico localmente convesso, metrizzabile e completo, cioè di tipo
(,-T), e inoltre di tipo ( ~); i anzi, se A ~ oo , viene ad essere un

sottospazio topologico chiuso dello spazio di SOHWARTZ ê (A).
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OSSERVAzIONE 1. « Una sottofamiglia di seminorme inducente su sil (A)
la stessa topologia, si ottiene facendo variare .~ tra i sottoinsiemi compatti
di 

Invero se si può sempre trovare un che sia la chiusura

di un aperto di A contenente 00 (beninteso se oo E A ; nel caso contrario

non v’è nulla da dimostrare) ; ma allora il bordo è un compatto di A
non contenente oo e, per il teorema del massimo modulo :

Possiamo a questo punto dimostrare un Lemma, sulla rappresentazione dei
funzionali su A(A), che ci sarà utile nel seguito.

LEMMA 1. « Sia A un aperto di Rn e T zcn funzionale lineare e continuo
8u A (A). Allora si può trovare una funzione 1" E (2r (A - 00) tale che :

,

PROVA : Per l’osservazione precedente, ~ (A) è un sottospazio chiuso di
A (A - 00) e quindi anche di ê (A - oo); per il teorema di HAHN-BANAOH

si può allora prolungare T ad una distribuzione a supporto compatto

oo).

Ora, A - oo è il supporto di i

può facilmente costruire una funzione p ~x) tale che :

Allora la funzione verifica la tesi : sia invero

g2 E ~ (A) e 99 una funzione di lfi (R,,) coincidente con g sull’insieme
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Per la proprietà della media 92 in un intorno di M. Ma allora si ha:

DEFINIZIONE 2. « Sia A un sottoinsieme qualsiasi di Considereremo

assegnata sullo spazio A (A) la topologia limite induttivo degli sil (D), per
S~ aperto A :

OSSERVAZIONE 2. K Nel caso che A sia un aperto di la Def. 2 as-

segna ad A (A) la stessa topologia della Def. 1 ».

OSSERVAZIONE 3. « Poichè la sottofamiglia 5~ C -9 degli aperti connessi
con A (vedi nota (1) del § 1) è cofinale con la famiglia 5~ si ha ancora :

e questa volta, data la iniettività delle applicazioni di restrizione rA á2 9 po-
tremo scrivere A (Q) C 9’l (A) ».

OSSERVAZIONE 4. « Nel caso che A sia un chiuso di ÎÍn, detto

e lo spazio di BANAOH delle funzioni armoniche su e con-

tinue su con la norma Max , si ha
,E--

anche in senso topologico.
In tal modo si vede che stl (A) è limite induttivo di spazi di BANAOH
Inoltre le applicazioni di restrizione

dal momento che relativamente compatto in sono tutte comple-
tamente continue (HARNACK). »
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OSSERVAZIONE 5. « Se A e B sono due insiemi qualsiasi di K e A ~ B,
l’applicazione di restrizione

è continua ».

OSSERV.AZIONE 6. topologia su sil (A), dove A è un sottoinsieme

qualsiasi di Rn, è più fine di quella limite proiettivo degli 

Basta invero verificare che le applicazioni

sono continue.

Vedremo inoltre più avanti (§ 5) che le due topologie Rono in realtà
identiche.

§ 3. Proprietà topologiche di gl (A).

Abbiamo richiamato che, nel caso che A sia aperto, A (A) è uno spazio
di tipo e ( 1). Nel caso A chiuso, s  ha il

LEMMA 1. «Sia A un chiuso di R. è uno spazio separato,
bornologique e tonnelé (anzi di tipo (-P7», di tipo ( completo (anzi di tipo
«D7». Inoltre :

a) un insieme .~ (A) è chiuso se e solo se per ogni aperto S~ ~ A2
connesso con A, F (S) è chiuso in sil (Q).

b) un insieme L C sil (A) è Zimitato se e solo se esiste un aperto D D A~
connesso con A, tale che L C .a~ (S~) ed è ivi 

PROVA : Per l’Oss. 4 del § 2, sil (A) è il limite induttivo di nna suc-

cessione di spazi di BANAOH con applicazioni di restrizione iniettive e

completamente continue, quindi, da un lato esso verifica la proprietà (a) [17~,
Teor. I pag. 399) e in particolare è separato, d’altra parte ([8J Cor. 2 della

Prop. 5, pa,g. 313) è uno spazio, oltre che di tipo di tipo 
ed ( 1 ).

In quanto spazio (ECJ) esso è allora bornologique e tonnelé (tali pro-
prietà sono invero verificate per spazi e si conservano passando al li-

mite induttivo), in quanto spazio (7J) ed ( ~~ ), esso è completo (vedi [8],
Corollario 2 della Prop. 4, pag. 311 : gli spazi riflessivi sono completi)
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Infine la proprietà (b) è sempre valida per spazi (É£F) completi ([8], Co-
rollario 2 del Teor. 1, pag. 270).

Per una diversa dimostrazione vedere [17J.

Vedremo che la maggior parte di queste proprietà si conserva anche

nel caso generale (A insieme qualsiasi).

PROPOSIZIONE 1. « Sia A un sottoinsieme qualsiasi di R~ . Allora sil (A)
è uno spazio separato, bornologique, tonnelé, di tipo ( ,~~9 ) e inoltre gode della
.proprietà

b) un insieme L C !Il (A) è limitato se e solo se esiste un S~ ~ A, con-
nesso con A, tale che L C A (Q) ed è ivi limitato ».

PROVA : sil (A) è separato in quanto ha una topologia più fine di quella

e questa è separata, dato che ogni lo è.

A (A) è bornologique e tonnelé in quanto limite induttivo di spazi bor-

nologique e tonnelé.
È poi subito visto che dalla (b) segue che A (A) è di tipo ( ,~~~ ) ; resta

quindi da provare la proprietà (b).
Sia dunque L una parte limitata di sii. (A), si tratta di provare che

tutte le f E L hanno una estensione ad un aperto comune D =) A, e che L
è limitato in A (S~).

Ora, con un ragionamento del tutto analogo a quello fatto nella seconda
parte della prova del Lemma 1, § 1, si vede che una tale proprietà basta
verificarla localmente e quindi basta provare che, se una successione

di punti di A convergente ad un punto le funzioni f E L ammettono
una estensione f ad un intorno comune di K _ (x,0) U (x,,1 e che 

n

è limitato in Ma poichè g è un compatto, la proprietà (b) è valida

per sil (K) (Lemma 1) e questo prova l’asserto.

COROLLARIO isomorfo (arcche senso topologico) ad sii." (A)»,
[riflessività]

(Esso è infatti di tipo ( ~~ ) e tonnelé).

COROLLARIO 2. « ~ (A) ed sii’ (A) hanno la topotogia dz MAOKEY »

(A) è infatti bornologique (vedi [8], prop. 6, pag. 200). Dal Cor. 1 segue
poi che anche A’ (A) ha la top. di MAcKBy).

7. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pita.
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COROLLARIO 3. « Sia ~ lfn) una successione di .~ (A) convergente ad f. Al-
lora esiste un aperto connesso con A, tale che :

PROVA: L’insieme L = ( f ) U ( f" ) è limitato in 9i (A) quindi (i; segue
n

dalla Prop. 1, parte (b) ; poichè A (Q) è di tipo ( ..L), ogni sottosuccessione
di t~,,) ha una sottosuccessione convergente, il cui limite non può essere

che f ; ma allora (fn) stessa converge ad f in A (~).

§ 4. Formula d i dualità.

Sia e (x - t) la soluzione fondamentale, relativa al punto t E del-

hoperatore y infinitesima all’oo ; precisamente

dove mn è una certa costante.

Indicheremo Pk (x~ t) i polinomi, armonici nella t, che compaiono nello

sviluppo in serie di LAUEENT, relativo all’origine, di e (x - t) :

Data una superficie orientata 1, unione di un numero finito di superfici
chiuse e regolari a pezzi di y tra loro disgiunte, e date due funzioni u e v
di classe C~i in un intorno di y, porremo

Cos  se D è un aperto limitato di R" la cui frontiera éD è regolare a
pezziy e g2, ’~P sono due funzioni di classe ~ in un intorno di S~, si ha :

pur di assegnare a aD l’orientazione tale che la sua normale sia interna
ad S2,

Si può osservare che la formula precedente vale anche per D illimitato2
purchè si facciano opportune ipotesi di decrescenza all’ oo, snlle g2, g.
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LEMMA 1. « Sia A un sottoinsieme di R’b , sia u una funzione armonica
su un aperto Dj D A, v una funzione armonica su un aperto D2:J C A. Al-
lora è _possibile costruire una superficie r, unione di un numero finito di

superfici chiuse e regolari di R", a due a due disgiunte, in modo che 1 separi
C Di da C D2 (cioè in modo che y sia la frontiera di un aperto D C R" per
cui ~2~,~~~~~~i)».

PROVA : É una classica costruzione.

Con le notazioni del Lemma I, diremo che 1 separa le singolarità di u da
quelle di v.

#"V

2. « Sia A C R" , vEA(CA). Allora se Ut è una

funzione rappresentatrice di u, v, una funzione i-appresentatrice di v (vedi
Oss. 1, § 1) e 1 una superficie separante le singolarità di u~ e orientata

in modo che la sua normale sia esterna alle singolarità di il numero

non dipende dalla scelta di u, , Vi e y.
Tale numero si indicherà allora :

PROVA : i) Fissati ul e roi , Gy (u~ , v,) non dipende dalla scelta di y.

Infatti, sia y’ un’altra superficie separante le singolarità di ul non è

restrittivo supporre che y’ non intersechi y (infatti ci si può ridurre ad una
terza superficie y" che non interseca nè y nè y’y

In tal caso si ha :

dal momento y è la frontiera di un aperto su cui ul e v. sono en-
trambe armoniche.

ii) Cambiando poi il rappresentante di u, sia questi 2 si ha che ui
ed u. coincidono in un intorno D::&#x3E; A, ed allora basta scegliere, per la (i), y
tutta contenuta in D perchè si abbia :

La tesi è cosi provata.

TEOREMA 1 (di dualità)
 Sia A un sottoinsieme di
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i) Esiste una funzione UT, armonica su C A, il cui sviluppo in serie

di Taylor in un intorno del punto 

e il cui sviluppo in serie di LAURENT in un intorno di 00 (se oo E ~ A) è ;

ii) L’applicazione

de, finita da un isomorfismo tale che

iii) Vale la formula :

PROVA : i)

a) Nel caso che A sia aperto, dato T E sil’ (A), sia 
funzione tale che (Lemma 1, § 2) :

una

Allora (se e (~) è la soluzione fondamentale di A~ relativa all’origine e nulla

all’oo) la funzione z e E C°° è tale che

In particolare è armonica al di fuori del supporto di z, e quindi

Inoltre ’t. e ha proprio lo sviluppo di TAYLOR (a) in un intorno del

punto A - oo :

e lo sviluppo di LAURENT (a’) in un intorno di oo~ se

Ciò prova (i) nel caso di A aperto.
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b) _Nel caso generale (A qualsiasi) non può ripetersi lo stesso ragiona-
mento.

Assumiamo allora come definizione della in un intorno di (Do E C A,
le serie formale (a) se xo # 00, e la (a’) se xo = oo.

Perché in tal modo si possa dire di aver definito una funzione 

occorre verificare i due fatti seguenti :
I) Le serie (a) ed (a’) convergono uniformemente, in un intorno di xo,

ad una funzione armonica E sil (xo).
II) Le funzioni per xo E C A sono estendibili ad una funzione

comune ur E ~ (C A).
Per provare (I), fissato xo E C A, e dato che Rn - Xo è connesso con A

(quindi sil - xo) C 9~ (A)), restringiamo T ad un funzionale TE (Rn - xo).
Ora un - xo è aperto, quindi si può costruire, come in (a) una funzione

uT E A (xo) avente lo sviluppo (a) od (a’) in xo.
Provare (II) equivale a mostrare (vedi seconda parte della prova del

Lemma 1 § 1) che, se una successione di punti convergente ad

un Xo E C A, le funzioni

hanno una comune estensione armonica su

Ora Rn - K è aperto connesso, quindi, detta T la restrizione di T ad
A - l~), la funzione uT E A (.g), costruita con il procedimento (a), fornisce
una comune estensione delle e della 

ii) Proviamo che, se

è l’applicazione definita da essa è lineare e biunivoca. È cer-
tamente lineare ; per la biunivocità basterà costruire una applicazione inversa

Deóniamo 4YA attraverso la formula :

Ora si tratta di provare che PA o 4YA = Id, cioè che, se v E ,~ (C A), le due

funzioni ve PA o 4YA (v) coincidono in un intorno di C A’, ovvero hanno le stesse
derivate in ogni punto xa E C A.

per la classica formula di GREEN, è proprio (Dk ro) (xo) . 
’


