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SOPRA ALOUNE PROPRIETÀ
DELLE ESTREMALOIDI RELATIVE AD UNA CLASSE

DI PROBLEMI VARIAZIONALI (*)

Nota di i NATALIA BERRUTI ONESTI (Pavia)

In una recente Memoria (1) ho esteso alle estremaloidi relative agli in-

tegrali curvilinei dipendenti dagli elementi differenziali di ordine superiore

alcuni teoremi stabiliti da altri Antori per certe classi di problemi varia-

zionali che riguardano il caso piano (2).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di ricerca n. 19 del Comitato
per la Matematica del CNIt per l’anno accademico 1961-62.

(1) N. BRRRUTI ONESTI, Sopra le estremaloidi i-olativ,9 ad iniograti curvilinei dello spa.-ío
in parametrica, Annali di Matematica pura ed applicata, S. IV, ’r. LII, (1960), pp.
219-246.. Per le generalità rinvio alla Memoria citata, facendo presente soltanto che, essendo
e la lunghezza dell’arco rettificato, è

(2) Per quanto riguarda gli integrali onrvilinei del piano in forma parametrioa vedi
L. TONELLI, Fondamenti dI Calooao dello Fai-iasioni, Vol. 11, Cap. II, n. 34, d). N. BoGo-

HOUBOFF, Su,, l’application dee méthod6’ !trec~a à quelquee du Caloui dce 

Annali di Matematica pura ed applioata, S. lY, ’1’. IX, (1931), pp. 195-241. S. CINQUIN1,
Sopra le estremaloidi di una classe di problemi variazionali, Rend. Accademia Nazionale dei
Linoei, S. VIII, vol. XXIII, (1957), pp. 116-120. Sopra un teorema ralativo a1l6 di

una classe dv pí-obliemi variazionali, Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, S. III,
vol. XI, (1957), pp. 137-147.
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Facendo seguito a tale lavoro, nella presente Nota si dimostra (n. 1)
una condizione sufficiente, alfinchè sopra un’estremaloide d  ordine 2 le de-

rivate x’ (s) y’ (s), x’ (s) siano a rapporto incrementale limitato ; 1’efficacia di

tale teorema, che, in confronto al caso parametrico piano, si presenta in
forma più complessa (cfr. Osservazione al n. 1), viene posta in luce mediante
alcuni esempi (n. 2).

La condizione stabilita al n. 1 viene estesa (n. 3, a)) alle estremaloidi
di ordine 3, per le quali- inoltre si osserva (n. 3, b)) che Iti proprietà rile-

vata è verificata anche sotto altre ipotesi.
Infine, iii base ad uno dei teoremi di esistenza del minimo assoluto che

figurano in una recente Memoria di S. CINQUINI (~), e tenendo conto sia di

quanto si è dimostrato al n. 1 della presente Nota, sia di alcuni dei risultati
conseguiti nella Memoria citata in (1), viene stabilito (n. 6) un teorema di

esistenza di un’estremale di ordine 2 congiungente due punti assegnati. Di
tale teorema viene indicata in breve l’estensione al caso del terzo ordine.

1. Se in ogni campo limitato A appartenente ad A e per ogni terna

nurmatixxata (x’~ y’~ z’) t’espressione

tende uniformemente a + oo per u2 -- v2 -- a2 - allorasu ogni estrema-
loide di ordine 2, relativa alla funzione F y, Z ; Y’9 z’; u2 , ’Va w2) ed

appartenente ad A, le derivate del primo ordine x’(9), y’ (s), z’(s) sono a rap-
porto incrementale li1nitato.

Infatti (4) F30

è un’estremaloide appartenente ad ~. e relativa alla funzione

y’, x’; ~~~ ,172, w2), dalle equazioni delle estremaloidi di ordine 2 (5)

(3) S. CINQUINI, sopra l’esistenza dell’estremo per una classe di integtOali curvilinei 11&#x26; forma
parametrica, Annali di Matema,tioa pura ed applicata, S. IV, T. XLIX, (1960), pp. 25-71.
In particolare vedi Cap. Iy § 3. n. 16.

(4) Il procedimento è analogo a quello seguito da L. ToNxLm per il_ caso ordinario
del primo ordine. Vedi L. TONELLI, Sulle proprietà delle estremanti, Annali della R. Souola
Normale Superiore di Pisa, S. II, Vol. III, (1934), pp. 213-237, Cap. I, n, 3.

(5) Vedi N. BERRUTI ÛNICSTI, luogo oit. in (1), n. 2, a).
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segue, in quasi tutto (0, L) (6),

dove H1 (i), H2 (s), 83 (’&#x26;) risultano funzioni. continue in tutto (0,L), ec1 

indicato con H il massimo di Hi (e) - H2 (s) - .H3 (s) in (0,L), e tenendo

presente che è identicamente in (0,L) x’~ + y’~ + z’2 == 1,

D’altra parte, fissato un campo limitato A~ contenente tutti i punti
dell’estremaloide ii, al possiamo, in virtù delle ipotesi fatte,
subordinare un numero reale positivo N, tale che per ogni terna di numeri
reali U2 v~ , w~ con 

--- ----------------

sia

Allora in quasi-tutto (0,L), poiché è verificata la (2), deve essere

da cúi, poiché in quasi-tutto (0, L) valgono le identità

segue

Pertanto l’asserto è immediato.

(6) Nel presente numero indichiamo brevemente oon x’, y’, x’, FN! ,1 , P rispettiva-
mente le derivate del primo ordine di x (s): y (8), z (s), e le funzioni caloolate

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,, 
’ ’ ’
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OSSERVAzIONE I. L’espressione (1) si presenta in forma notevolmente

diversa da quella che si considera nel problema del secondo ordine relativo
alle curve piane. Peraltro dalla condizione relativa alla (1) si ottiene, come
caso particolare per le curve piane, F,~~ ~ -~ + 00 (7).

OSSBRVAZIONE II. Rileviamo inoltre che nel , caso particolare in

cui è F z; i -V’9 Y’2 z’; i n2 W2) « 4Y (x, yl, ZI (7’), dove
» = + v2 + w2 (vale a dire nel caso in cui la funzione F dipende, anzichè2 2 2
iu modo qualunque dalle variabili u2 , ,’v2 , w2 , dalla flessione + W2)@ 2
la ipotesi relativa alla (1) si riduce alla condizione l’Øro 1- -~- oo per cu -~ -~- oo,
la quale è analoga a quella, ricordata nella precedente Osservazione, che si
presenta nel caso piano.

2. ESEMPI. a) La funzione

soddisfa alle condizioni del teorema del n.. 1.

Si ha infatti in questo caso

dove, essendo per ogni a reale &#x3E; 1

l’espressione

(7) Vedi S. CINQUINI, lavoro cit. per primo in (2), n. 4~ p. 120.

(7’) Vedi N. BERRUTI ONESTI, Sopra le estremali i-olativ6 ad integrali curvilinei dello spa-
,e’to in /ofmt parametrica, Annali di Matematica pura ed applicata, S. IV, T. LII, (1960),
pp. 79-106. Quanto si afferma per questo caso particolare segue dalle (51) del n. 8, § 1 di
tale Memoria, le quali, per ogni estremaloide di ordine 2 relativa alla funzione T, sono
soddisfatte in quasi-tutto (0,L). 

’
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tende a zero, per

l’espressione
qualunque sia a reale &#x3E; 1, mentre

per

Quindi si conclude immediatamente che la somma

tende uniformemente a

Si ha inol tré,

e poiché su ogni estremaloide relativa alla funzione F è identicamente

ed è, tenendo presenti le (4),

la + y’ ~’w, ~ su ogni estremaloide relativa alla funzione

F, è identicamente nulla se è a = 1, e tende a zero, per
quando è a &#x3E; 1.

È pertanto evidente che è verificata la condizione del n. 1.

4. Annali’ della Scuola Norm. 
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b) Anche la funzione

soddisfa alle ipotesi del teorema del n. 1, come facilmente si verifica.

3. - a) Se in ogni campo limitato A ed in corrispondenza ad ogni nu-
mero reale positivo M, per ogni terna normalizzata (x’, y’, z’) e per ogni terna
di numeri reali t’espressione

tende uniformemente a + oo, per allora su ogni estre-
maloide di ordine 3, relativa alla funzione
F (x ~ y, z ; x P9 Y’2 z’; U2 ,V2 , W2; Va w3) ed appartenente ad A, le derivate

del secondo ordine x" (s), y" (s), z" (s) sono a rapporto incrementale limitato.

Per dimostrare quanto si è affermato, basta ragionare come al n. 1.

Ci limitiamo ~t rilevare che, in questo caso, si ha in quasi-tutto (O,L)

da cui, in virtù delle (3), segue l’asserto.

b) La condizione sufficiente data nel capoverso a) del presente n° 
valida anche quando in ogni limitato AA ed in corrispondenza ad ogni
coppia di numeri reali positivi in, M, per ogni tet-na normalizzata (x’, y‘, x’) e

per ogni terna, di rea li u2 , va , za2 , con -~- v2 -~- W2 2-  M, tende
uniformemente cc + 00, per 2 + V2 + W2 - + in luogo della (5), la

espressione 
’

Infatti dalle equazioni delle estremaloidi di ordine 3 (8) segue, in quasi-tutto

(8) Vedi N. BERRUTI ONESTI, luogo Cit. in (i), n. 2, b).
(9) Faooiamo una convenzione analoga a quella indicata in (6).
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dove Ki (s), K2 (8), gs (s) risultano funzioni continue in tutto (O, L), e anche,
ricordando le espressioni di W2 ,

Allora, procedendo come al n° 1, si dimostra l’asserto.

4. ESEMPI. a) Le funzioni

soddisfano alle ipotesi del teorema che forma oggetto del n. 3, a); ciò si
verifica in modo analogo a quello seguito al n. 2, tenendo presente che su
ogni estremaloide di ordine 3 è identicamente

b) Le funzioni

soddisfano alle condizioni del n. 3, b).
Si ha infatti, per la prima di tali funzioni,

e quindi, essendo



334

Alla medesima copclnsione si perviene, in modo analogo, a proposito
della secondri funzione. 

’

Osserviamo che, per le funzioni considerate nel presente capoverso, il

teorema del n, 3, a) non risulta efficace, nella forma in cui è stato enunciato.

5. a) Tenendo presente quanto è stato dimostrato al n. 9, 2°) della
Memoria citata iu (i), è evidente che, se l’integrale 22 è qnasi-regolare po-C(2)

sitivo normale e sono soddisfatte le , ipotesi del n. 1 della presente Nota,
ogni estremaloide di ordine 2 è anche nn’estremale di ordine 2.

b) P pure ovvio che dal n. 10, 2°) della Memoria sopra citata segue
che, se-l’integrale J7(3) é quasi-regolare positivo normale e se sono-soddisfattec(B)
le ipotesi del n. 3 della presente Nota, ogni estremaloide di ordine 3 è anche
un’estremale di ordine 3.

6. ESISTENZA DELL’ESTRRMALE DI ORDINE 2. Si supponga il 

costituito da tutti i punti dello spazio (x, y, e) e siano soddisjàtte le condizioni

in base alle quali è valido, nel caso di un campo illimitato (1°), il 

(i°) Per comodità del lettore enunciamo il teorema di esistenza in campi illimitati,
al quale ci riferiamo, facendo presente che la sua dimostrazione è del totto analoga a

quella del caso piano (cfr. S. CINQUINI, Sop1’a i variazionali in fol-Ma parametrica
dipendenti dalle derivate di o1"dine Annali ~eHn. Scunla Norinale Snperiore di 1’iea.,
S. II, vol. XIII, (1944), § 4, n. 23).

Supponiamo che :
10) esistn.no un numero R &#x3E; 0 ed una funzione V (u) definita e continoa per 

positiva e non decrescente e tale che sia

in modo one in ogni punto (x, y, z) del campo 4 eeterno alla sfera x2 + y2 + Z2 = 1?2, per
ogni terua normalizzata. (x’p yl, z’) e per ogni terna di nnmeri reali u2’ sia

2°) l’integrale  sia quasi-regolare positivo, ed in corrispondenza ad ogni com-
c(2)

po limitato tutto oostitnito di punti di Al esista una funzione 4$ (t), (0 c t  +00)
crescente, ooncava verso l’alto, e tale che sia ~(0) = 0 e O(t) : t -· + oo, per t -· + oo, in

modo che in tutto il campo per ogni terna normalizzata (x’, y’, z’) e per ogni terna

di nnmeri reali 1t2, v2 , sia
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di esistenza (o una sua e8tensione) che foi-ma oggetto dec 1&#x26;. 16 della Memoria

citata ira (3), sia le ipotesi del n. 3 della citata iaa (1) e quelle del

n. 5,1 a) della presente Nota. Allora, considerati due puutz qualsiasi (Xl yi , Zi)’
(x2 , y2 , dello spazio (x, y, z) e ,.fi88tlt6 due tet-ne normalizzate (xí zD,
(x2 , y2 , ,Z2), esiste almeno un’estremale di ordine 2 avente i punti terminali ri-

spettivamente in (X2’ y2 , z2) , la cui tangente in ciascuno di questi
punti ha per coseni direttori rispettivamente i valori x1, 1/1 , zl e x2 , y2, x2 ·

ESEMPIO. La funzione

soddisfa alle condizioni del 11. 6, coine facilmente si verifica.

7. ESISTENZA DELL’ESTREMALE DI ORDINE 3. Si supponga il A

costituito da tutti i punti dello spazio (x, y, z) e siano soddisfatte sia le con-

dizioni in base alle quali è valido, nel caso di un campo illimitato (t1), il teo-

del n. 34 (o aua estensione) della Memoria citata in (3), sia le con-

dizioni del n. 6 della Memoria citata in (1) e quella del n. 5, b) della pre-

sente Nota. considerati due punti qualsiasi (x, y, x), (x, y, z) dello spa-

zio (x, y, z), e fissate due terne normalizzate (x’, y’, z’) (Xï, y,z) e due di

nU1neri real i (u , (U2 , 9 v 2 w2), esiste almeno un’estremale d  3

dove s é la rettificato, avente i punti terminali riapettiva-
in y, x), (X9 y, x), la cui tangente in ciascumo di questi ha per

rispetticamente x’, y’, z’ e x’, y’, z’, e per la quale le ttOe 

renze

assumono, per s = 0 e s = l; rispettivamente i valoi-i

Sotto queste ipotesi esiste il minimo assoluto di el (21 in ogni classe, completa di ordine
. 

.

2, di curve ordinarie C(2), ognuna delle quali debba passure per almeno un punto di un
dato insieme limitato e chiuso dello spazio (x, y, z).

(ií) 11 teorema cui faociamo riferimento si può enunciare in modo analogo a quanto
abbiamo fatto in (iu).

(!2) Tali digerenze, oom’è noto, rappresentano, nei punti in cui la flessione non è

nnlla, i prodotti dei cosèni direttori della binormale per la flessione.

(13) Rileviamo ohe, tenendo conto delle (3) del n,1 della presente Notn, l’insieme delle
curve ordinarie C(3) soddisfacenti a tale condizioni cost  tuisoe una classe completa d’ordine 3.


