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LA TEORIA ALGEBRICA DELLA MISURA
E DELLA. INTEGRAZIONE,

E SUO RAPPORTO CON LA TEORIA CLASSICA

FERNANDO BERTOLINI (a Roma).

In un’opera postuma di recente pubblicazione ([1]), C. CA.RA.THÉODORY
espone una teoria « algebrica » della misura e della integrazione, che risulta
più generale (almeno potenzialmente) della ordinaria teoria quale s’è venuta
configurando in questi ultimi anni (cfr. ad es. [2], [3], [4], [5], ecc.) ; la dif-

ferenza essenziale tra le due teorie può esser formulata, nei suoi termini

più semplici, cos  :

dato un a-anello di sottoinsiemi d’un dato insieme ambiente, la

teoria ordinaria ,studia le funzioni d’insieme non negative e numerabil-

mente additive definite su A (funzioni « misura »), nonchè certe funzioni

di punto individuate da A (funzioni i «~nisurabili»);
dato un reticolo booleano generalizzato 92, numerabilmente completo e

dotato d’elemento nullo, la teoria algebrica studia le funzioni definite su
~ ~ non negative e numerabilmente additive, nonchè certi enti [detti «fun-
zioni di luogo » = « Ortsfunktionen », ed introdotti con i soli mezzi della

teoria dei reticoli] l’ufficio dei quali è analogo a quello delle funzioni misu-
rabili di punto nella teoria ordinaria.

È evidente a prima lettura che la teoria ordinaria rientra (almeno po-
tenzialmente) in quella algebrica come caso particolare ; un controesempio
dello stesso C. CARATHÉODORY mostra poi che le due teorie non sono equi-
valenti. Si pone allora la questione : come va modificata la teoria ordinaria
per ottenere, ove sia possibile, una teoria equivalente o magari più generale di
quella algebrica ?

Nel presente lavoro si risponde completamente a tale domanda ; preci-
samente si fa vedere che, per ottenere una teoria equivalente a quella di
C. CARATHÉODORY, basta indebolire opportunamente le ipotesi sul sistema
d’insiemi e modificare in conformità la definizione di funzione misura-
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bile. La teoria cos  ottenuta pare altrettanto semplice di quella ordinaria,
e dà iinlidea esatta della entità della generalizzazione conseguita da

C. CARATHÚODORY.

Veniamo ad esporre ora a grandi linee la teoria ordinaria della misura
e della integrazione, generalizzata al modo accennato dianzi, e confrontia-
mola passo per passo con la teoria algebrica. ,

1. Il sistema fondamentale d’insiemi. È assegnato un insieme am-

biente X (il cui elemento o « punto » generico indicheremo con x) ed un

sistema A di sottoinsiemi di X (insiemi « fondamentali ») verificante le pro-

prietà seguenti :
1) sfl è chiuso alle operazioni di unione (u) e di inter-sezione (n) finite,

nonchè rispetto alla operazione di di ferenza (-) ;
2) data una successione d’insiemi fondamentali, esiste sempre

00 ,

un insieme fondamentale contenente U An , e tra gl’insiemi fondamentali con-
n=1

00 00 
,

tenenti U An ve n’è uno U An « congiunzione » della succes-
n=1

sione ossia tale che :

(tale congiunzione è univocamente determinata da
Si osservi quanto segue.

a) .L’insieme vuoto Q~ è fondamentale ; infatti, se è A si ha

b) Data una successione d’insie1ni fondamentali, tra gl’insiemi

fondamentali contenuti in
00

ve n’è uno « massimo » n An (interferenza»
n=1

della successione difatti, detto B un insieme E .~ e contenente

, abbiamo :
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se allora si ha, successivamente,

il che appunto prova che l’interferenza cercata

in modo analogo potrebbe provarsi che

e) caso che la successione consti di non più di due elementi

distinti A e B, appartenenti a avremo

ossia congiunzione e interferenza finite coincidono,

rispettivamente, con unione e intersezione finite..
d) Dati l’insieme fondamentale A e la ~ successione d’insiemi, pure fon-

damentaLz, (A,&#x26;)- 1 9 si ha :

Dimostro la (ii). la dimostrazione della (i) essendo analoga. In primo luogo

si ha e quindi per ogni indice k;

ne segue ed infine

condo luogo, posto si ha successivamente
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per ogni y quindi ed in-

fine .

Con ciò la (ii) è completamente dimostrata.
e) Gli assiomi (1) e (2), y dunque, in virtù delle osservazioni prece-

denti, caratterizzano s!l come un reticolo d’insiemi (rispetto alla relazione
d’inclusione c intesa come relazione d’ordine E del reticolo, e rispetto alle

operazioni - e o di congiunzione ed interferenza) booleano generalizzato,
dotato d’eleiiiento nullo e nunaerabilmente conùpleto ; inoltre, in A l’elemento
nullo è l’insieme vuoto, e nel caso finito le si identifi-

cano colle operazioni n , u rispettivamente.

2. Confronto tra il sistema fondamentale d’insiemi A e l’anello
fondamentale di somi di C. Carathéodory. A base della sua teoria,
C. CAR9.THÉODORY considera (1) un reticolo booleano generalizzato nu-

merabilmente completo e dotato di elemento nullo (2). Gli elementi del reti-

colo 92 (« somi ») possono essere di natura qualsiasi, in particolare si può
assumere come reticolo il sistema d’insiemi nl introdotto al paragrafo
precedente : la teoria algebrica può dunque essere particolarizzata al caso
R=A

Vogliamo dimostrare in questo paragrafo che tale particolarizzazione è
solo apparente, e che supponendo sistematicamente 92 === ~ la teoria non
sarebbe meno generale.

In base ad un noto risultato di teoria dei reticoli (3), al reticolo distri-

butivo R (quale che sia la sua natura) può sempre associarsi un insieme

ambiente X’ ed un sistema A’ di sottoinsiemi di X’, in modo che:
i) assunta in come relazione d’òrdine E llínelusione c , -ci’ risulta

un reticolo isomorfo ad 92 rispetto a tale relazione, e quindi rispetto alle
operazioni di interferenza e congiunzione ;

ii) in fl’ l’interferenza e la congiunzione finite si identificano rispet-
tivamente con la intersezione e 1’unione finite.

Dimostriamo ora che fl’ può essere preso in modo da soddisfare le

condizioni (1) e (2) che nel paragrafo 1 sono imposte al sistema A.

( ) Cfr. [1], assiomi 1 - 4, pp. 18, 19, 20 e 24, che appnnto caratterizzano i reticoli

booleani generalizzati, nnmerabilmente completi, con elemento nnllo.
(2) In [1] la congiunzione tra d e B è indicata con -4 -~ B , l’inter-

ferenza con AB anziché à i , B; nel caso nnmerabile è usato inveoe di 1 
k k

IIAK invece di n .Âk; la relazione d’ordine E del reticolo cT è indicata con C ,k 
" 

k

(3) Cfr. [6], teor. 20’ 1, p. 106. Si può prendere la totalità degli ultrafiltri

propri di Cf2, associando ad ogni Ì~ l’insieme A’ degli ultrafiltri propri contenenti 1.
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1) In primo luogo, possiede un elemento nullo 0’ (in quanto 0~ ne
è dotato), ossia un sottoinsieme di X’ contenuto in tutti gli insiemi appar-
tenenti ad -2i’; questo elemento nullo è uni vocamente determinato. Ad ogni
insieme A’ E A’ associamo Finsieme A’ - 0’ ; al variare di A’, l’insieme

A’ - 0’ descrive un sistema d’insiemi tale che :

i) assunta come relazione d’ordine E l’inclusione c, y esso risulta un
reticolo isomorfo ad A’ e quindi ad 92 (difatti, per A’ E B’ E si ha

A’ c B’ quando e solo quando è A’ - 0’ c B’ - 0’, essendo 0’ contenuto

sia in A’ che in B’) ;
ii) in esso l’interferei za e la congiunzione finite si identificano

rispettivamente con la intersezione e l’unione finite (difatti, per 
si ha

e quindi necessariamente si ha B" = B", A", , .B" = A" u .B"
per

iii) il suo elemento nullo 0" non è che l’insieme vuoto 0 (difatti è

Si conclude che, senza alcuna restrizione, possiamo supporre eguale
all’insieme vuoto già l’elemento nullo di fl’ (in caso contrario basterà sosti-
tuire A’ con in ciò che segue).

2) La proprietà (ii) implica che il sistei ia s/l’ sia chiuso alla unione

ed alla intersezioite finite ; avendo poi supposto 0’ = ø , ne segue che s/l’
è chiuso anche rispetto alla differenza (difatti la differenza tra due insielni,
C’= A’- B’, è caratterizzata dalla proprietà ~ = 0 ~ C’ u B’ = B’ ;
detti A e B i somi corrispondenti in 92 rispettivamente ad A’ e B’, posto
D=A-B,avremo
-D’ , B’ == j6~ A’ per il corrispondente di D in s/l’, 1)’ : si conclude C’ _

=D’eA
3) Data una successione (A’,)’, di insiemi del sistema detto

An il soma che in 92 corrisponde ad A~ (rc = 1 , 2 , ...), y detto A’ l’insien e
00

che in fl’ corrisponde al soma avremo:
11=1

in quanto dalla segue per ogni

indice lc ;

iii) se ed è detto B il soma che in 92 corrisponde

all’insieme B’, avremo An E B per ogni indice n, e quindi
u

da cui A’ c B’,

8. Annali della Scuola Norm,. Sup. - Pisa.
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Si conclude che A’ è congiunzione (in della successione (
In conclusione :

non soltanto è vero che il sistema di soddisfa gli assiomi
che C. CARATHÉODORY iinpone al reticolo di somi astratti C’f2;

ma è vero altres  che qualunque ieticolo di sarrii soddisfacente
gli assiomi di C. CARATHEODORY è isomorfo (rispetto alla relazione d’ordine

E e quindi rispetto alla interferenza 7-, ed alla congiunzione i) ad un
sistema d’insiemi vei-ificante gli assiomi (1) e (2) del paragrafo 1 (nel
sistema come relazione d’ordine va intesa l’inclusione e) .

L’assunto è pienamente provato.

3. Funzioni d’insieme fondamentale e funzioni misura. Dopo quanto
esposto al paragrafo 2, è evidente che le definizioni ed i risultati esposti
in [11 possono applicarsi e (rispettivamente) dedursi supponendo sistemati-

camente senza perder di generalità. Per quanto riguarda il conte-

nuto dei capitoli I, II e V di [1] (funzioni di somi = funzioni cl’insierne fon-

damentale, 9 e funzioni misura) non si ottengono con ciò sostanziali semplifi-
cazioni logiche (a differenza. di quanto riguarda -il contenuto dei capitoli III,
1V9 VI2 e sgg. di [1]), ma soltanto una maggiore intuitività del discorso.

Le definizioni e i risultati principali sono i seguenti.
DEFINIZIONE. Una funzione reale d2insieme, ,u (A), definita sul sistema

R (e suscettibile anche dei valori - co , + oo) si dice una funxione misura
quando :

ii) dati ad arbitrio l’insieme B E A e la successione d’insiemi

pure E sfl , dalla relazione segue sempre la diseguaglianza J

Dalle condizioni (i) ed (ii) segue subito che ogni funzione gnisui-t è non

negativa e 

DEFINIZIONE. Data una funzione misura ~C (A) , si dice (p)
ogni insieme y che goda della proprietà seguente : preso ad arbitrio un
insieme allora é p i

Si dimostra che :

(a) gli insiemi mi-sui-abili (,u) costituiscono un siste1na chiuso alle

operazioni di differenza nonchè di congiunzione e interferenza numertbili, su

A; pertanto il sistema verifica gli assiomi (1) e (~) del pa1’agrafo 1;

(4) Ammesso, beninteso, che la serie
7

converga, o diverga, assolutamente
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(b) alti-ettaitto _può dirsi per il sisteii a degli insiemi A E sil per i

= 0, nonchè per il sistema insiemi di misura a-finita
(ossia eguali alla congiunzione d’una successione ci’insiemi misurabili (p),
per ciascuno dei quali !-~ è finita) ;

(c) inoltre, i sistemi sono contenuti nel sistema e su 

sono chiusi alla relazione (sistemi i « e edital’i &#x3E;&#x3E; sn 

(d) la funzione misura p (A) risulta itumeí-abilme ite additiva su 

ossia, data una successione ( An)°° 1 d’insiemi iitittuaií e tte disgiunti e misura-

bili (p), y si (
Eccetera.

Si deve’ osservare in tutto ciò soprattutto una cosa : questa teoria è
perfettamente analoga a quella ordinaria, con la sola avvertenza di sosti-

tuire « congiunzione » e « interferenza » nurnerabili l  dove nella teoria ordi-

naria sono 1’unione e la intersezione numerabili.

Una seconda osservazione è questa. La teoria ordinaria è stata costruita
auche partendo da un ó-anello d’insiemi (sistema numerabilmente n-completo)
anzichè partendo da un a-anello (sistema nnmerabilmente completo, ossia
v ~ L’analogo consisterebbe nel porre in luogo dell’assioma

2 del paragrafo 1 il seguente, più debole,
2’) data una (A,,)w 1 d’insiemi foitdaiiieittali, tra gli insie-

00 00

mi fondamentali contenuti in n An ve uno massimo n (« interferenza »
n=1

della successione data), e modificare in conformità i risultati (a), (b), (c) e

(d) di questo paragrafo.
La cosa è perfettamente fattibile,’ come osserva lo stesso C. CARA-

THÉODORY (v. [1], pp. 148-149) ; i ci siamo attenuti alla formulazione (2) del
paragrafo 1 al solo scopo di ottenere una teoria direttamente confrontabile

con quella effettivamente costruita in [11. ’

Una osservazione più o meno dello stesso tenore della precedente va
fatta a proposito dell’introduzione di, funzioni misura di segno qualsiasi
(cfr. però [1], cap. X, p. 274 e sgg.).

4. Le funzioni di punto fondamentali. Per definire 1’operazione di

integrazione, C. CA.RA’1’HÉODORY si serve della nozione (piuttosto vrtificiosa ’
e poco intuitiva) di  funzione di luogo » = « Ortsfnnktion », di cui tratta

(5) Cfr. r5].
(6) A ( f  y] indica, al solito, quel sottoinsieme di A sn cui è f  y; analogamente

(7) f n g (f u g) rappresenta quella funzione che, per ciascun x E A y ha valore

egnale al minimo (al massimo) dei d118 numeri f (x) e g (x).
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in [1], capp. III e IV. Se si prende 92 == gt , si ha il notevole vantaggio
di poter impiegare~ invece di queste « funzioni di luogo », certe funzioni di
punto individuate del sistema ciò che consente una maggiore intuitività
nella trattazione, facendosi a meno dei faticosi algoritmi introdotti in ~1~~
cap. IV.

Introdotto al paragrafo 1 il sistema fl degli insiemi fondamentali
introduciamo in corrispondenza la classe 9X delle funzioni di punto « fon-

damentali ».

Una funzione di punto f si dirà « fondamentale » se :

1) il suo insieme di definizione A è fondantentale ;
2) pe1. ogni numero reale y esiste almeno un insieme

fondamentale A f (y) tale - che

ovvero, in altre parole, tale che

implichi

Sussistono i teoremi seguenti :
I..È fondamentale ogni funzione costante, definita .su un insieme fonda-

mentale. Banale.

II. Dato un nU1ue’fO finito di insiemi fondamentali, Ai, i .A 2 ~ 9 ...9 An , 9
è fondanaentale qualsiasi funzione definita su A2 u , , , An e costante
su ciascuno degli insiemi A 1 , A2 , ... , An. Banale.

III. Date due funzioni f e g, ent’ra1ube fondamentali e definite
sítllliitsieme A , risultano fondamentali a,nche le funzioni f n g e g (1).
Difatti si ha, per ogni y reale,

ed è

IV. hate due funzioni f e g, enti,ambe fondamentali e finite sull’in-

sieme A di definizione, risitltaito fondamentali le funzioni f + g ed f g , - f,
e (se è g (x) ~ 0 in tutto A) llg (8).

(8) Con f + g, f , g , - f ed 1/g si intendono quelle funzioni che, per ciascun x E A,
hanno rispettivamente il valore f (x) + g (x), f (x).g (x), - f (x) e 1/g (x). Analogamente
per f - g ecl flg.
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1) - f E $ difatti si ha~ per ogni y reale,

e quindi

2) E 95 ; difatti, si ha (essendo sempre g (x) # 0)

e quindi

3) f -~- g E 9N ; i per dimostrarlo fissiamo ad arbitrio il numero reale y.
Prendiamo in primo luogo un x E A , tale che sia f (x) + g (x)  y; pos-
siamo allora trovare due numeri razionali u e v tali da aversi f (x)  u ,
g (x)  v , 2c + v  y ; ne segue che è x E A f (u) n Ag (v), y u -+- ro  y ,
e quindi 

’

In secondo luogo, prendiamo a piacere quattro numeri razionali 
con it + v  y  r + s ; necessariamente sarà ~~ r ovvero v  s, e quindi

ovvero Ag (v) c Ag (s), y in ogni caso 
data l~arbitrarietà di u, v, r, 8 , avremo successivamente
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Quest’ ultima relazione permette di completare la dimostrazione della tesi (3),
provando che è

difatti, se in un punto x di A si ha , possiamo trovare

due numeri razionali r ed s tali da aversi

In conclusione per ogni numero reale y si ha. (con u, v, r, s razionali)

4) f . g E 9K. Se le due funzioni f e g sono entrambe non negative
su A 9 la dimostrazione è analoga a quella della tesi (3) ; se ciò non accade,
ponendo

2013j~..~-2013~L~ e quindi i 
Il teoremi. IV dimostra in sostanza che la totalità delle funzioni finite

fondamentali, definite su un dato insieme A, 9 è chiusa alle operazioni
+, -, , X , : , definite nel modo più ovvio, con la solita eccezione, per
la divisione, che il divisore non assuma in A il valore zero.

Il teorema III dimostra che la totalità 9MA delle funzioni fondamentali
su un dato insieme A E y costituisce un reticolo rispetto alla relazione
d’ordine E cos  defiuita (in modo ovvio) :

f E g significa f  g, ossia f (x)  g (x) per ogni x E A.

In tale reticolo la congiunzione i e 1’ interferenza,, finite s’identificano

rispettivamente con le operazioni u e n .

(9) Con 0 s’è indicata, al solito, la funzione denticamente nulla; è ovvio che

f +, f -, 9+2 9- sono oon negative. ,
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Il reticolo risulta anche completo numerabiliiiente, coine dimostra

1 seguente teorema
V. Data successione (f.)"O 1 di funzioni fondainentali, definite sullo

~tesso insieme A, 9
tra le funzioni fondanientali su A maggioraníi la successione ve n’è una

00 

minima I ( fsz «congiunzione » della successione ( fn)a°° 1) ;
n=1

tra le funzioni fondameníali stc A minoranti la successione ve una

massima n In « interferenza » della successione };=1).
n=1

In altre parole esistono due funzioni fondarnentali e definite su A ,

tali che

") se ovvero ne segue, 

tivamente, ovvero

Dimostriamo la metà del teorema, e precisamente completezza
numerabile del reticolo l’altra metà essendo analoga.

00 
°

Per costruire la funzione U in, consideriamo per ogni punto x E A,

il grnppo @ (x) degli insiemi fondamentali contenuti in ...4. e contenenti x (11),
e poniamo

1) Fissato il numero reale y, dalla diseguaglianza g(x)  y

segue 1’esistenza d’un insieme fondamentale B, contenuto in A e contenente

x, tale che sia e quindi

(10) Con s’intende qnella funzione che, per ciascun x E ~. , y assume

valore egnale all’estremo superiore (inferiore) della successione numerica 1
Cfr. [5], pag. 6 e sgg..
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dunque

In secondo luogo, fissato il numero reale y, y dalla

segue subito, per ogni indice n, e per ogni quindi

da cui, immediatamente,

dunque c.d.d.

Fissiamo ad arbitrio x E A ed il nnmero reale y mag-

giore di g (x) ; come abbiamo visto al punto precedente, dalla g (x)  y

segue e da questa segue per la arbitrarietà

di y, l’assunto è provato.

3) Se allora è anche g  f. Per provar

ciò, essendo

che è

su tutto A , basterà mostrare

Ma, con lo stesso ragionamento del punto (1), per ogni numero y maggiore
di f (x) abbiamo x E A f (y) c A [ f  y], e quindi lim" f (z)  y : per

z su 9 (x)
la arbitrarietà di y segue l’assunto.

In conclusione ponendo si soddisfano le

condizioni dell’enunciato, le quali d’altronde non ammettono più d’ una

funzione che le soddisfi.

In modo analogo avremo
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OSSERVAZIONE. Si noti, che nel dimostrare il punto (3) del teor. V ~

nonchè 1’analogo relativo alla funzione si è provato che :

allora si ha per ogni x E A.

OSSERVAZIONE. Si noti ancora che il teorema V consente di introdurre

le seguenti nozioni di limite, per qualunque successione fn ~~ 1 di funzioni

fondamentali sullo stesso insieme A :

Il teorema V ha dimostrato che, dato un insieme fondamentale A ~ 9
il reticolo MA è numerabilmente completo ; il teorema seguente dimostra

che esso è (a meno di isomorfismi) il minimo reticolo numera~bilmente com-

pleto contenente come elementi le funzioni fondamentali «costanti a tratti»

su A.

VII. Daio l’ insieme fondamentale A e la funzione f E esiste

una successione fn ~~ 1 di funzioni E tali che :

i) per ciascun indice n, si può decomporre A nell’unione finita
d’ insiemi fondanientali, su ciascuno dei quali fn sia costante;

VII’. Dato l’insieme fondamentale A e la funzione f E esiste

una successione di funzioni E tali che :

i) per ciascun indice n, si può decomporre A nella unione finita di

insiemi fondamentali, su ciascuno dei quali fn .sia costante;

Dimostro solo il teorema VII, l’altro essendo analogo. A questo fine,
sia una successione di numeri reali densa su tutto 1’asse reale, e

poniamo, per ciascun indice n, y

È immediato che per ciascun indice n si ha
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D’altra parte, per ogni x E A e per ogni numero y minore di f (x) ,
. esiste un indice k tale da aversi y /(~) ? ~ quindi (teor. VI) esiste
un insieme fondamentale B, y contenente x e contenuto in A, y tale da aversi

yk  f (z) per ogni z E B ; ne segue

da cui

data l’arbitrarietà di y, 9 si conclude

È opportuno qui osservare che l’insieme delle funzioni fondamentali

«costanti a tratti » su un dato insieme fondamentale A ~ 5 è chiuso alle

operazioni di intersezione e di unione finite, e quindi costituisce un reticolo
subordinato a 01lA.

Concludiamo questo paragrafo notando che la teoria qui delineata delle
funzioni fondamentali è perfettamente analoga alla teoria ordinaria delle

funzioni misurabili, con la sola avvertenza di sostituire « funzione inter-

,ferenza » e «funzione congiunzione », l  dove nella teoria ordinaria com-

paiono, rispettivamente, «funzione estremo inferiore » e «funzione estremo

superiore » d’una successione di funzioni.

5. Funzioni fondamentali e funzioni di luogo : confronto. Veniamo

ora a dimostrare l’eqnivalenza tra la nozione di « funzione di luogo » di

C. CARATHÉODORY e quella di « fnnziqne fondamentale» introdotta al

paragrafo 4, sempre ammettendo di aver posto A in luogo di 92 nella
teoria « algebrica ».

Secondo C. OARA1.’HÉODORY, una funzione di luogo g , definita sul

soma (= insieme fondamentale) A si individua assegnando una scala di

somi [S~ (y)] contenuti in A, ossia una legge che ad ogni numero reale

improprio y faccia corrispondere un insieme fondamentale (y) c A , y con

la proprietà che

dalla y’ __ y" segua sempre (y’) (y").

Cominciamo con lo stabilire il lemma :

I. Fissato in A il purcto x, e data la scala di somi (y)] L contenuti

in A ~ y si ha

(12) Al solito, sup ( y : (y) } designa 1’estremo superiore dell’ insieme dei numeri

(reali impropri) y tali che x ~ eco..


