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DETERMINAZIONE DEGLI STATI
DI TENSIONE PIANA IN UN CILINDRO ELASTICO
A SEZIONI ELLITTICHE (¥

di LEsKY PETER (Roma)

1. — A. GHIZZETTI dimostra nel suo lavero « Sugli stati di tensione
piana in un corpo elastico » (1) che il problema elastico piano, nel quale le
componenti degli sforzi verificano le

(1) toe — tye == t,; = 03 lyptyy tey indipendenti da 2

& piu elementare di quello delle deformazioni piane e dipende soltanto dalla
determinazione di una funzione armonica e di tre costanti arbitrarie,
Tenendo conto della (1) le componenti u,v,w dello spostamento sono

e ocz2—-ocw2+2%xy__§_y2+

, L—o o 1+o & _ .
Fe et 2 Sy PRy ey
(2) v:ﬂzz—--—g—x?_{_2_j_xy__lgy2 =

1—o¢ 1—0o 9
Ty 2 o, @y v @y);

w=—2z(@x+py—+7)

R (*) Lavoro eseguito presso 1'Istitnto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo —
oma,

(*) Aunnali di Matematica pura e applicata 1949, Vol. I, Serie IV.
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e i corrispondenti sforzi sono dati dalle formule:

_E o d B b9

o= @AY+ D)+ 250 — T G

B ELY ) B 99

3) = Ges ) =2 Ty G

L i E b9
W oyl da® 140 oy

Perche il sistema degli sforzi (3) sia in equilibrio, deve essere, per le
componenti delle forze di massa X(xy), Y(vy),Z(xy),
__ o=y L Y= o F(xy) . Z=0.
oy ox

Nelle formule (2) (3) « 8y sono costanti arbitrarie, @ (xy) & una qual-
siasi soluzione dell’equazione

4, & =F (zy)

e ¢+ iy & una arbitraria funzione analitica di # 4- iy, o & il coefficiente
di PoissoN e F designa il modulo di YoUNG.

Facendo seguito al lavoro di M. G. PLATONE « Sugli stati di tensione
piana in un corpo cilindrico elastico» (%) nel quale si trova la soluzione di
un problema particolare di tensione piana in un cilindro retto elastico le
cui sezioni con i piani 2z — cost. (0 << 2 < h) sono cerchi, mi propongo di
risolvery il problema per il caso, ove queste sezioni sono ellissi.

D sia il dominio piano sezione del cilindro coi piani 2 — const.,, F D la
sua frontieia, s Pascissa curvilinea su F D e n la normale interna su F I).
Calcoliamo in tutto il cilindro Pespressione degli sforzi sotto 1’ipotesi che .
sia assegnata in ogni punto di FD la componente normale dello sforzo

(4) tun = T(s) .

In virti della nota formula

Tun = tae CO8% (n ) - 2 Ly, COS (n &) cOS (n y) + £, cO8? (n Y)
———e——n

(®) Annali della Scuola Norniale Superiore di Pisa 1951, Vol. V, Serie III,
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ponendo
d 0 o 9
iy = oa cOSA(nx)-{-—a—y—sen2(nm)
d 9 8 ;
v = e sen2(na‘)—}——a—y—cosz(nw)

si ottiene, usando le (3)

t,m:—loi[2awsen2(nw)+2/3ycos2(nw)—I—y]—{—

d 20 a 35 E dg
+dv 8y+dv' ox 140 dv '

Sulla frontiera F D & data t,, = T(s), ne segue quindi

d 1 B
df: _11;6 ; [2 o« xsen? (na) -} 2 By cos? (nx)+ y] |-

i 90 4 9O N
+3, 7y a9, 5a — LO=S0;

Y

ciog il problema & ridotto alla costruzione di una funzione armonica ¢ in
D, 1a cui derivata obliqua su F D secondo la direzione » & data dalla (5).

2. — Fra le coordinate confocali ellittiche sussistono le relazioni
1+ 1—9q 1

1+g¢ 1—q 1 - <
( g @ 3 Q)sene 0=6=2nm

Per o —1 si ottiene ellisse F D il cui asse maggiore & uno e l’asse
minore & q. Il valore

izt
= V144
corrisponde all’ellisse degenerato nel segmento focale F F'. Ponendo
_ 144 l—g 2+ _149¢ _ 1—q 1 -
U= 2 Q + 2 Q ’ Y= 2 Q 2 . Q )
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si trova, tenuto conto delle (6)

iv 1 3¢ 8
dv  2cos?0 + u?sen?0 evcosb 30 + usen 6 2

<

|

)

Infine si pone
(7 F(6) = f(0) [q% cos? 6 - sen? 0]

e il problema in coordinate ellittiche confocali si presenta nella forma

=20 (per go <o <1)

=F(®) (ver g=1),

ove F(0)  una data funzione che supponiamo continua ed a variazione
limitata in (0,2 =) con ’ulteriore condizione F(0) = F(2x).

Le (8) non sono sufficiente per determinare univocamente la soluzione.
Come ha indicato A. GHIZZETTI nel lavoro « Sui problemi di DIRICHLET e
di NEUMANN per Dellisse » (3) la ¢ deve soddisfare alle ulteriori condizioni

per o = gy la @ (g 8) deve essere una funzione pari di 0
(9)

a—q;%g)« deve essere una funzione dispari di 6.

per o — g la

Inoltre la I'(6) deve soddisfare a delle condizioni di compatibilita, che
saranno indicate in seguito, le quali porteranno a fissare i valori di «,f e y
delle formule (5).

3. — Proponiamoci di determinare i coefficienti di FoURIER della
@ (0 0) come funzione di ©. Tali coefficienti di FOURIER sono

ak(g):—ilz—/<p(99)cos709d9 k=o0,1,2,...
1275
b,,(Q):—n—f(p(QO)senkOdG k=1,2,3,...

0

(®) Rendiconti del Sem. Mat. dell’Univ. di Padova, Vol. XX (1951).
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e soddisfano alle equazioni differenziali

1 k2
'Q)—i——g“k(e)——é’;ak(e):() k=0,1,2,...
” 1 ’ k2
bk(@)‘l“g"bk(Q)__éz—bk(Q):O k=1,2,3,...

le cui soluzioni sono

v

ax (@) = Ar o + Bx o™
ag (o) = Ao+ Bylog g k=1,2,3,.
br (@) = Cr0® + Dy o™

Per determinare le costanti arbitrarie Ay By Ox e Dj osserviamo che le
(9) si traducono nelle ag(gy) == 0 ; by (00) = 0 ; agx () = 0, vale a dire nelle

(10) BO =0 ; Bk fed Ak ng ’ Dk _— Ok ng

Rimane la determinazione delle costanti A; e O in base alla condizione
per o=1. Posto per o —=1

27

1 cos k O
n/[qcose—+sen989 senkede_
1 cosk d0—9 k=0,1,2,

9 sent Tk E=1,2,3,

si ottiene

qlar1 () Fapy V] —[(F 4D apys (1) —(k—Dap (1) =29 *k=0,1,2,.
q[0hg1 (1) F 0y (D] — [+ Dbppa (1) — (kK — D) by )] =21 k=1,2,3,...

e 8i trova per

9o gi
k= : = e k — Ay e
v 20 —9 P t—a+ed’
h
0, — — 1
# T—90—g)’
11)
2 gk
A+ —1) A — 1 —¢q) (k4 1) Agps = TR
k= 2
2 Iy
(1 +)(k—1)0k—1——(1——q (k4 1) Cpyy = T
0

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Si ricava facilmente

Ay — 1 Zl Jor—1 )
T O R A 94"—2) ’
. 1 9ok
oo =~ GTE TG FT TS FE T ol
(12) o .
o%—1
021 = — (l + q 2=‘ 2l—2k+2 (1 _ ng—2) ’
_ c, 2 ! hoy
02l+1"'(21_|_1)9§l_(2l+1 =

) (L 4 @) wm1 032 F2 (1 — o)

Osserviamo ora che per i coefficienti di FOURIER devono valere

lim ax (o) —0; lim by(o) — 0
k— oo k—oco

per ogni ¢ di (0,1). Siccome si ha ay(0) = Ay (o* + 0% 07%), by (0) =
= Ok (0¥ — 0% o) si vede che le predette condizioni sono verificate per

o0 = 1 soltanto se lim A, = lim C; = 0 e questo da le seguenti quattro
k— o k—o0
condizioni

=) =]
Gor—1 E—2 — () . 9o 9or E o .
ST 8 =0 Ty TR T 0
— ¢ -
13)
o hor_ 2 d h
21 1 ——2kg41k—2 et =0; € — Z = o r=0.
0

1T gim 1—ef ©
Le prime tre sono condizioni di compatibilith del nostro problema;
Pultima assegna il valore della costante C,. Tenendo conto delle (13) si

ottengono per le altre costanti le espressioni

2 oo

Jor
— 5 2k—2l—2
A = @214 1) 4 @) k=41 1+ o3 %
1 bt 9ok—1
e > %212
P Z T4 @) e 1+ o &0
—_ N Lok 2%—21—2
Cur = 214 1 (L4 @) k=1 1 — 0B i Qo ’

1 < hox— ]
C ! — — sz-——2l—-2
2 1 + q) k—it1 1 — ng 2 0
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e la soluzione del problema ha la forma

(0 0) = A, + E 3{4 o' e [ Ji+on—1 €08 1 6

+ hipop—; sen 1 0
k== | (1 - q) | 1 A g2tsk—2 1 — itz
(15)

4 ol g2ltok—2
-
(149

9142K—1 COS 16 hl—l—zk—l senlf
1+ 9(2)Z+4k—2 Ty = o2l H4k—2
0

e con una trasformazione formale

29l Q%k—z
'%(1 ) L (1 — girter—y) [COS 2k —1) v+ 1l(@c—0)]—
]

(16)

2 o1 g2Ho—2
_ le+4k—2 cos [(Zog—1) T+ 1 (z + 9)]} + TR 0_ Qél+8k—4) .

. [cos 2k — 1741+ 0)] —edt¥2cos [2k — 1)t I (z — B)JJ}

ove la serie doppia rappresenta la funzione di GREEN @ (o 6 7) del proble
ma. Seriviamo ancora le condizioni di compatibilita nella forma

27

© 4co82kt
F(@)| 2 ————— l}dr_—_—
0[ ()[k=1 1_!_931(; 90 —I—

© cos (2k 1
(17) /F()[k§1008(+ j,;rz)’( —|—Q§)Q§’“+cosr}dr-——'0,

fF(r) [E‘l = (_2_%:;—)—’(1 02) 0% + sent|d =0

4. — Percio se il nostro problema, con le tre condizioni di compatibi-
lita, ammette soluzione, tale soluzione ¢ necessariamente unica e non pud
che essere data dalla formula (15) o

(16). Stabiliamo ora il teorema d’esi-
stenza verificando che effettivamente la (15) o (16) soddisfano a tutte le
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condiziont del problema, nell’ipotesi che valgano le (17). A tale scopo dob-
biamo dapprima dimostrare che la serie che rappresenta ¢ (p 0) converge
uniformemente in D e su F D e che le sue derivate parziali del primo e
del secondo ordine convergono uniformemente in ogni insieme chiuso in
terno a D.

Consideriamo 1’espressione (15). Facendo l’ipotesi che F(0) sia a varia-
zione limitata, per i suoi coefficienti di FOURIER si hanno le maggiorazioni

C o
FARSE [l <+

ove (O & una costante positiva. Ne segue

4 o%—2 (ol 91y €08 1 0 hH_zk_1 senl6
T4gq (U [ 14 g2 T | — g2hik—

[ lié A cosl O
l 1 + 9(2]l+4k—2

(18)
h senlo

Pipop— PV T
—q1_= 2l+4k—2

[ 0! 2\ o
1(z+2k—1)+<‘5> I(l42k—1)

ove D & una costante positiva opportuna. Si vede immediatamente che la

serie (18) converge per gy = ¢ = 1. Ma questo significa, che la serie (15)

converge assolutamente e quindi anche nniformemente in D e su F D.
Per le derivate parziali rispetto g si ottiene

492k—2
° 1+q_{i<E %QJ_I__JF &Hl Qé__l‘
do l+2k—1 0 [+ 2k—1|’
492k-—2
0 ———{...]

E——A... [ 0\ HF2
2 0° <F [QH T (?) Q‘l’%}

ove K e F sono costanti positive. Analoghe formule si trovano per le de-
rivate rispetto a 0. Per gy = o = p* < 1 sono convergenti anche queste
maggioranti. Su F D invece (p —1) la maggiorante per le prime derivate
non e convergente.

Per verificare le condizioni sul contorno esistono due possibilitd. Si
suppone F (0) derivabile per O = 0 < 2 s, allora per i coefficienti di Fou-
RIER valgono le maggiorazioni
C

c
ARG H | <
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che assicurano ovviamente la convergenza uniforme delle serie che rappre-
sentano le derivate prime anche sul contorno.

Ma si pud fare a meno di questa ipotesi aggiuntiva, ragionando
come segue.

Ponendo

25
(o 9)::—]—fF(1)—d—G(991)dt
14 ar
0

si deve mostrare che vale la

(19) n u(P)= F(Q)

lit
P—Q

ove P indica un punto qualsiasi di D e @ un punto qualsiasi su ¥ D. La
derivata della funzione di GREEN rispetto a » in D @

da ®© @ cos (2k — 1 4 lyreos (I 1)0
ax__ 1 j2k—2
dy kil lil e QO [ 1 + le+4k_2 +
sen (2k—1-+ Hrecos(l-+1)6
-+ 1 — gorek—2
1120 4k cos(2k— 1+ l)zcos(l—1)6  sen(2k—1 4 l)rsen(l—1)0
—0 T 1| gtz - 1 — gHik—2
1 o |€O8(2E—1+Nreos(I—1)p sen(2k—1+4Ursen(l—1)0
—0o g 1+ le—i-uc—-z - 1 — Q{z)l+4k—2
11 aitok cos(2k—1-+lzeos(l+41)0 sen(2k—1 4 l)rsen(l41)6
+o e 1 oot - 1 — gutw-s y

Introducendo le condizioni di compatibilitd (17) si trova

27
1
u(ed)=j5- [F(r)dz—l—
0

27
1 ®© coskrzcos kO senkrsenkd
el 3 )k
coskztcos kO senkzsenk
+ 07" o} — dv
R T—ar [§*"
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ma questa formula da la soluzione del problema di DIRICHLET nel caso
dell’ellisse, ove sono dati i valori della funzione F(0) sulla frontiera FD (%).
Questo significa che la condizione (19) & ovunqne soddisfatta.

5. — Individuata in D la funzione armonica ¢ (¢ 6) a meno di una
costante additiva procediamo al calcolo delle tre costanti « gy . Consideria-
mo il caso di forze di massa nulle. Si pudo porre (vedi 1).

Fxy)=0; D(xy) =
in tale ipotesi per (5) si ha

F(6) = 1+

{sen 2 0 (B g3 cos O + o sen 6) 4 y (g2 cos? O |- sen? )}

_1+0
E

T(0) (g% cos? 6 - sen? ).

Applicando le tre condizioni della compatibilita si ottiene

27
._0(1+3q2) T(r) 2 ) ) COS(2k+1)~; .
o — 2@ n [ b7 (g% cos®z }sen®t) kil ng (1+Qg)+0()81 dz
A Gl k) 2 oy| § SeRZEA+ Ve
ﬁ - 2q3 f B (q CoS8 T+ sen-t) it Wgok(l_gg)+senr dz

(14 ¢% 4co82kz
ign f o (@ cos? T sen’r) le T T o ”“—{—l}dr

e la (o 0) diventa

27

plpf)=2A T (z) (¢° cos® 7 + sen®q).

0

o [ 2k 1 20 . .
|- 2 R e b feos o] PR 0 e fomt—at]

% [sen (2k+ 1)7 . sen - \
+k£1_ 1__03794_2—93}5(1—@3)4—86“48——(-1——[92(1+ q)?_g 2\1_q)]

© [4cos2Fk (1 — ¢? cos6 _
-2 T o 03’“+1}T[9(1+q)f9 1(1 —q)] — GO 7)ldr

(#) M. PICONE « Analisi superiore » pag. 361 e, s. or nota (3).
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Dalle espressioni delle

® o
oG 1 S 5.

EC (2 (Y- s remze 2

20 2

L1 2k—2 cos(2k— 14 lzcos(l—1)0 sen(2k—1+l)tsen(l—1)9
e & 1+ gite—e + 1 — g2

_1t1 aoi—s|CO8(2E—1 4-lreos(l41)0  sen(2k—1-+4 l)rsen(l+4-1)0
—e @ 2T ak—2 - _ peltak—2
1 + 90 1 90

1ok cos(2k—1—|—l)rcos(l+])6+sen(2k—1+l)zsen(l—|—1)6
2" 1+ o2 1 — gk

B [cos(Zk— 1+ Yzcos(l—1)8 sen(2k—1-l)zsen(l— I)OB

1+ 931-4-475—2 1 — Q2l+4k—2
aG___ 1 0o o
v (1 N (P = L gyeos20 2
2 ¢ T\ 2o ) 2

Sorr1 g2 sen(2k—1- l)tcos(l—l)O cos(2k—141 )rsen(l;-l)e
0 1] — Q2l+4k—2 1 + 92l+4k—2

141 ook sen(2k—1-l)zcos(l+1)0 cos(2k—1-1)zsen(l--1)0
—e ‘N 1 — gk + 1 F g2

_ oo {sen(Zk— 1+ l)reos(l4+1)6 cos(2k—1 4 l)rsen (I + 1)0]
0 1 — Q§l+4k—2 1 + 021+4k—2

i1 otk sen(2k—1-4l)rcos(l—1)0 cos(2k—1-+U)zsen(l—1)6
e % 1 — pfitik—2 + oI 4k—2
o 1+ 0}

si ottengono le espressioni degli sforzi :
27
o = -%— f T (v) (% cos® T 4 sen?® 7)
0

[Q (L+qP +073( l—9)3]cose—(l—q”)[g(l—}—q)«}—g—l(l-—q)]cos39,.

o[ (- pemenss
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[g, cos(2k+1)7

[ 3D ey gy oo

+3[93(l+q)3-——g"3(1——4)]sen9—3(|—q [e(L+9 —@—1(1—Q)]sent59~
8¢*[...]

® gen(2k 41
.[Z —————I_F—Z)ng’“(l—gg)—i—senr}—]—

=1 1 —0

1 [® 4cos82ke 0q
2 FOOBanrT ok L
+292[k£1 1 ofF % +]1+3W§dr’

L7
tyy — — / T (z) (¢® cos® 7 -} sen? 1)

_ 3[0*(14-9)° 4 0=*1—¢)*] cos 6—3 (1—¢*) [o (L+¢) 4 o' (1—g)] c0s 36
Kqu 9)+<12-—Qq)—%(1—-q4)cos29}

[3 cos (2k + 1)

) k=1——1——_}-@—4k_¢é__90 1+92)+0081]_|_

+[e“(1+q)3+9‘3(1—q)3] sen® — (1 —¢*[o(1 +¢)— o~ t(1 —¢)sen36
8q[...] '

® gen(2k+ 1)
.LZ ey — 0% (1 — 02) -}~ sen 4 +

=]

(=]
_,__1_[2 4c082kz
2 |k

0@
o
—1 1ot +l‘ §d1’

oy — — / ) (¢? cos? T -} sen? 7).

(lel+9—o* (1 —f(1 —g*)sen36 —[o3(1 +¢)* — 0 (1L — ¢)*]sen 6
2 —g\2
Sq’lKl _gqg)—k(lzgq)-—%(l——q?)cosZG
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® cos(2k 4 1)7 .

e +a+otl—g)l—g)eos30—[e® (1 + a0+ e 3 (1 —gP]eosb
8¢ql...]

+

o G
|3 A D e gy — g psen o] 4 5

k=1 1 Qé’H—Z 0

I immediato constatare, che per ¢ =1, g, =0 tutte le formule prece-
denti si riducono a quelle date da M. G. PLATONE nel vaso del cilindro a

gezioni circolari (vedi op. cit. in (?)).



