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SOPRA LA TEORIA DELLE CARATTERISTICHE
PER I SISTÈMI DI EQUAZIONI

QUASI-LINEARI ALLE DERIVATE PARZIALI
DEL PRIMO ORDINE

di MARIA CINQUINI CIBRARIO (Modena).

I sistemi di equazioni tl,lÌiF derivate parziali non lineari dei primo ordine

o brevemente

dove si t~ posto

sono stati ometto (~1 studio in due nostri lavori anteriori e), in cui è stato

risolto, nel delle funzioni di variabile realr, i prol)Ie na di 

« un sistenta di integrali del (a), qUltudo giano (Hilsegnati
i ~ Z2 ... , Zn su una data».

Il problen a di CAUCHY non è il solo clle si possa proporre per il si-

steema (a) ; per esso si possono proporre, per esem pio, problemi del tipo di

GOURSTAT, tra i quali il più semplice è il seguente : « determinare mi sistema

111 integrali z1, z2 , ... , z,, del sistema (a), quando alcune delle z2, ..., z,
sono s~~ arco di curvo, e le altro (freo di clre

il, in punto ».

(1) (M1) M. CINQUINI CiBRARIO, Sopra il problema di CAUCHY per t sistema di 

alle 
(1) (Mi) M. CINqUINI CIBHARIO, Sopra il problema di CAUCHY per i si8temi di eqiíazioni

alle derivate parziali del primo ordine, Rend, del Si ii ai-io iniitematico di Padova, A. XVII,
1948, pp, 75 9fi.

CINqUINI i 8i8temi di equazioni alle derivate parziali a carat-

reali e 11/ ultiple Rend A(,c, dei LINCEI, s, VIII, vol !V, pp. 682-688 . Nel seguito
questi lavori saranno citati con e 

Il. Annali.deila Scuola Norxo. Sup. - Pisa.
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Un problema di questo tipo e stato studiato da L. A. (2) per
un sistema lineare

mentre non mi sono noti lavori stilll,, i-goi ielito ieliit,ix.i al sistema generale (a).
Nel presente lavoro illizi,,t o questo (li 1’11’P1’(’IP, nel

campo delle fn zio i di 1111 li 

per un sistema quasi lineare dei tipo (3)

La risoluzione (1i tale problenHl è (li particolare Ìlii]&#x3E;liÌ’tllliZtl,, percl è 
ci permetterà (ii xlel presente lavoro un cO upíluto alla 

delle caratteristiche del si,ste7ftcr (I) nel delle di i-eale.

I risultati ottenuti iiel presente lavoro siii;i,iiiio estesi, 111 successivi lavori,

al sistema generale (11), e ad equazioni e sistemi di equazioni di ordine

su 

1, dopo aver definito ciò che si intende come sistema di curve

caratteristiche del sistema viene eiiiiii(-,i,,tto il risultato della

i-elitii-o di i un sistema di del (I ),
contengono una curva e in nei i&#x3E;ititti di 

(Iel piano x, y zcrrcr condizione lineare (i n una

delle Zj (x , y) si nlur, 

Nel § 2 1a dimostrazione di tale teorema viene ricoiilott«i alia 

zione di un problema studiato in due nostre note l’eenllti (4).
3 si dimostra un altro teorema di esistenza e (li nnieità e si prova

il risultato che ogni del di equazioni alle 

(1) appartitne (( si,,,teiiii di integrali del (I); si prova

pure un risultato negativo, e cioè che, in generale, per due 

date del (I) a due ti-« gli n (li

ni dtl 

(2) L, A MELTZRR. 1be Siatement of Reeneil n ,,ttbén ,- tiqiie.
nonvel e sèrie, T, 1R (60B 1046 e (Iii de (,Ioiii-sal, C. R

A cado Se. S , N. S, 30, 1~. ()96, 
(:1) Nel sonso che ammette ?l sistc ni (listil ti li cnrnth’ristic c tutte rcali.

(4) M. CINQUINI CIBRAIO, alcuni Nota I P Kota 11, 

dellllstittito B’o]. 8:]. Essc sii,ai i o citate rispeitivamente con e (A’4)



163

Il § 4 »oiitieii. ;il«iii&#x3E;e alla detei’uiinazilliie delle

tifi e ai xixteiiii (li iutegrali del sistema (I), 
che 1(B »oiitengoiio.

si complement iiie(liaiite i riHultati l’l’esente lavoro, i nostri

teoremi, 111 e relativi iilla iixoliiziniie del di CAUCHY

per i 1 sistema (I).
nei § 1.i) si è sempre supposto che il sistema (I) ammetta n

distinti e tutti reali (li cai,,, ttei-isti,,I e, il § 6 è dedicato al caso, già
studiato 111 iii cui vi sono (lei sistemi di caratterh,tiche multiple, 
(’l1È’ tutte reali e soddisfacenti una coiilizione, , intivdotta 111 (M2) (5) ;
alcuni risultati dei 1-f) valgono senz’altro; altri devono essere oppor-
t,iiiiaii&#x3E;eiite 111odificati.

Il § 7 Qj dedicato 111 caso, 111 cni  sistemi di carat,t.eristiclie distinti si

riducono a lue ; in questo caso infatti vi delle notPiY&#x3E;li seiiii&#x3E;lific;izioni
nelle il)()tesi e nei risultati. Infine nel 8 si studia il 111 cui vi è un

(11 n-pIe.

L - Posizione 

l. - Si snppong’a che siano definite 111 un campo 1) e ivi

ii])Fll’lÌitZitlllo. e che l’eqnazio]l(Å

in tutto J) xeinj&#x3E;re ?i radici reali f  distinte, cioè che il sistema (1) sia
del tipo iperbolico in tutto D .

liili.af&#x3E; l Ì detPl’Jninantp il cui termine g’ene1’ale è 111 tutto

I&#x3E; sia (~)

(5) Cfr. (J12), p. 683 Ipotesi A).
(6) Si vedrà in seguito (cfr. 2, n, 1) clie (1) non (B restrittiva, per quanto

i teorc ni, in qnni to pnò sempre essere soddisfatta nell’in-
torno di nn punto x , y , Ni , , , , , Nt, clel campo D.
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Posto allora (I I), nel co side ’eremo seiiij&#x3E;r&#x3E; la (II3
v..........

come una equazione 
Sia 

h

un sistema di integrali i (lel I sistema (i); nello spazio 2 cl i J) i 11 S i O]l i, i Il
cui z1, z2 ... , le (2) lefiiiis.niio una 

diremo superficie integrale del wiste a (I).
Nel i&#x3E;ii nio iiieinl&#x3E;i&#x3E; lel l’ùqiiiizi&#x3E;iir (1 1 ) s  j&#x3E;&#x3E;iig.&#x3E;iiio iil di z1,z2....zn

le funzioni (2), e sia

una radice dell’equazioii, ("os  ottenuta.
r

Im (3) definisce sii 1.." un sistema li che il sistema

ui relativo alla iadior o della (11); nei punti (li tali

valgono le dup (h(ÌllaZiolÌi 
’

dove le l ... , lr, sono funzioni di ,xy , z2 , ... , z" non t lltte nulle

contemporaneamente. le

2. - Si faccia ora astrazione dalla conoscenza iiel sistema (2) d  

gl’ali dei sistema (I), t:~ sia sistema diluizioni 

intervallo xi ~ a7 .::;: ,v,

t)irelno che il sistema (T) (li funzioni costitiiisce una 

sticadel sistema alla della (Il), Sp tiitt,i i sistema di

valori x f’ (x), ’1 (x’) , ... , 11 (a’) , otteimti i al L variare di ,i- nell’intervallo

ordine n incluse. e fiii .-i(-í)e - L nna fanz une 1)" , le cui derivate sono 

lipschitzi aine,
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, -._. ,z., appartengono al campo ]), e SÙ le funzioni (IV) soddisfano il
sistema di equazioni differenziali (111). Si dice che una superficie integrale
2’ del sistema (I), avente equazioni le (2), contiene 111 curva caratteri.

stica se la curva y = f(r) appartiene al campo b di definizione delle

t°iinzioni zj (x , y), e se è (8)

3. -- Si indic tino ora con ‘., , . , , , le n radici distinte de ia (II) ;

=- 1 2 . , , n), che soddisfano gli it siatemi di equazioni analoghi al si-

stema (4):

Si indichi con J il determinante, il cui teermine generale è

e con 11 il determinante, il cui termine generale e hi" ; poiché

e si è dimostrato iii (9) clie

questa c segue che

IDdieliei,eii-io con il algebrico in j 

4. -- Si = o ; ; sia assegiiata, mediante la (IV), una curva ca
ratteristica 7’ dei sistema (I), relativa alla radice o1 della (11); nei punti di
I’ le Oi, h~.’) , ’Yrj, (i ~j 3 = 1, 2 , sono tutte fun-

zioni note di ,x .

--- ----- -

(8) Può darsi che il campo curva Y =f (x), ma soltanto nu
di in tale caso si intende che le (1’) sono soddisfatte soltanto su tale arco, e

quindi L  superficie integrale E contiene non l’intera cur a I’ data. ma soltanto nlB

di Questa osservazione ne] 

(9) Cfr (J1~), ~ ;j, n, 2,
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Si s n p p o II g a poi i che le iiiuzioni i 1?jj , 1 () i, Z , = J , 2 , ... , &#x3E;i) siano

funzioni -- L in tutto il campo P e le funzioni (LV) siano L

nell’intervallo Sia xo un punto interno all’iutervall o 

e siano Y1 e y2 dne valori di y, tali che sia

Posto una funzione DII - L definita nell’inter-
vallo e tale che sia xo (yo); nel punto comune (xo , yo) le. due
curve y = f’(x) , x = g (y) non siano tangenti, cos  che

Siano assegnate, inoltre Il + 1 funzioni

definite nell’intervallo , e soddisfacenti le condizioni

Si può allora enunciare il seguente :

TEOREMA 1. 1 Nelle ipotesi esiste e no solo sisteuto

di z del (1)

che definiti in del y, 
D~~2013L, (V) (1°).

e condizione (11)

Geometri caiiiedte il assicura che «Esiste e una sola

superficie integrale M del sistema (1), che per la citrva M, 5
e inoltre contiene curva A, che si s2tl x, y rtellcc 

x = g’ (y), nei punti  della quale (12)

Si intende che le (V) sono soddisfatte soltanto Sull, arco della curva 
a

contenuto nel campo d (cfr la precedente nota (8»).
(11) Si intende che la (VI) è soddisfatta nei punti della curva x = g (y), appartennti

al can1po O.

(12) Si intende (cfr. le precedenti i ote (8), (10), (11)) che queste condizioni sono 

disfatte in piccolo, cioè sono relative agli archi (lene curve 1° e Li f che si proiettano sl11

piano x, y in punti del campo ó . Analoga osservazione si intenderà fatta nel seguito.
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In le qj (y) possono ussole costanti per Y1 ?12 
le (12)) (1, ancora piu in particolare possono essere tutte

nulle, tranne una, p, es. la Ti (y) ; posto

le (11) e (12) divengono

caso particolare si ha dunque dal I il seguente

I. del I (sostituendo le (11’) e

(1), sono in un piccolo del x, y, con-

¡vi soddisjano le
(V) e 

SullaB curva y =,f’(x) sono dunque assegnati i valori di tutte le zj (x ? y)
(111 insieme alla y -,f(x), costituiscano nello spazio a n -j- 2
dimeusioui delle variabili x, y Zl 5 -2 1 Zi  una sulla

x=y(y) sono dati i i va ori (li i uua sola z1 (x , y) , e cioè, della

’~1 y) (13). » nna sola integrale
~~ del (I) , che lcc cc T", c~ iitoltre contiene

il , che si ric llo spazio delle variabili x, y ,z1 in una curva

di equazioni x == g (y), z, 1 === Z, 1 (Y) ».

Q 2- Dimostrazione l.

1. 2013 spazio i 
2 dimensioni delle variabili x,y,z1,z2.......,zn

si porti l’origine nel punto yo , (l’o)’ ... , (,, ((’o), che appartiene alla

caratteristica T assegnata; ; in questa ipotesi è

(13) Siilla cnrva x -= fl (y) si dare soltanto i valori di rttta sola qualunque delle

t purchè per talc indice sia (xo), (2 (X) 1 - - -
... , (H, x)]+ p  che è la coudizione 2’) se j0 -- 1 .; certamente vi 1’ almeno un valore jü

per .ii questa il deritminamte A è 

ela zero.
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e quindi

Si prenda come asse x ]a alla curva caratteristica I’ 

gine ; ne segue subito clie

Dalle condizioni e dalle (2) E, (3) segue che le ,})2’..’ sono

tutte nnl!e i ellloi-igine; della condizione (VI) (lerivaii(lt) e tenendo conto

delle (2) f~ dal t’atto clie le sono tutte nnlle, segue che,

. 

Poichè anche nelloi»igiiie valgono le (VII) più oltre n. 2) lp 

soddisfano anche le -

che si ricavano f’acilmente dalle tenendo presente, che per l’ipotpsi
latta che il sistema (I) sia del tipo iperbolico e per l’ultima delle (3) è certo

e che per l’ipotesi (1) 1 del § 1 nessuna delle 02, ... , può diventare in-
finita nel campo D. Il determinante dei coefficienti del sistema delle (4) e

(5) è diverso da zero per la condizione (12) del § 1, perchè tale detemi-
nante è uguale al primo membro della (12), come si può vedere facilmente.
Ne segue che nellloi-jgiiie i dati determinano immediatamente i valori di

tutte le derivate prime degli integrali cercati zj (x , y) del sistema (I) ; non
è restrittivo supporre che tali derivate prime siano tutte nulle, cos  che è

anche

Il piano tangente nell’origine alla superficie E richiesta coincide allora
con il piano x ~ y ; tale piano contiene tutte le direzioni caratteristiche nel-

(14) Colla notazione indicheremo, qui e in seguito, il valore della funzione F,

quando tutte le variabili, da cui essa dipende, sono nnlle.
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per l’ipolesi (1) del § 1, nessuua di tali direzioni coincide con

l’asse y (15).
Si fissi l’atteuzioiie sopra una radice qualsiasi della distiiituda,,o, 9

e sia 8’ ponga

l’i]Joteii (1) 1 è certo

Non è restrittivo supporre che sia (16)

2. ---- Supposta nota 8uperficie integrale 2 che soddisfa il 

l~ si prendano Sl~ di essa come linee coordinate Å ’ cost., ~t = cost. due si-
stemi distinti di curve caratteristiche, e precisamente come sistema ,u = cost.
quello relativo alla radice o1= o della (11), a cui appartiene la caratteristica

1
data Ii e come sistema fi = cost. il sistema relativo alla radice Q2 =- 

6

della (11). Si prenda poi l’origine come cos  che la carat-

teristica F abbia equazione u = 0 ; si scelga il parametro A in modo che nei
punti di 1-’ sia = x, e il parametro ,u in modo che nei punti della curva

A (cfr. § 1, n. 4) sia Nelle coordint+te À , p la curva A ha equazione,
che si può porre nella forma dove una funzione 

definita nell’ intervallo (con /101 , y2 = u2), intervallo che con-
tiene il punto u --- 0 come punto interno ; è

Nei puuti della siiperfi;ie Z le x ? y ? z1 (x, y) t ... (x, y) si riducono

cL funzioni di 

(15) Ne segno che la condizione ( 1 ) del 1 non è restrittiva, almeno per quanto con-
cerne teoremi che xi dimostrano in piccolo

(i6) Se la conlizi&#x3E;iiv (9) soddisfatta, basta fare il cambiamento di variabili

e scegliere por le un valore opportnno.
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Come si è visto in esse soddisfano il sistema (17)

dove si è posto 1, u, 4) &#x26;&#x3E;1 = o , dove inoltre

in cui il rapporto tra è determinato dalla

e infine le (i =1 2 ; ... ; &#x3E;i , o = 1,2 , ... n) soddisfano gli n sistemi
di equazioni (5) 3.

La condizione che la superficie 2 contenga la curva caratteristica r

(cioè le condizioni (V) 1) diviene

e Id (VI) diviene

3. - Si faccia la posizione

(17) Cfr. (M1), tS 6, 11. 2, p. H4, form. (IX) ; nel presente lavoro qualche 1iev.e dif-
ferenza di notazioni.
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Il sistema (16) è risolubile (a , ,cc), perchè il detei-niiii,.Inte dei suoi
coeficienti è (J)) = CL)ü (II)0 , dove A . , Il sono i determinanti, definiti nel
§ 1 (n. 1 e 11. 3 rispettivamente), e valgono le (1), (8) e (9) del § 1.

I1 sistema (VII) si trasfornia allora in un sistema del tipo

dove si è posto per brevità

e, tenuto conto delle (:3), de le (7) e delle posizioni (16), è

mentre valgono le (6) e (8).
Posto

le Ur. (),) sono tunzioni note, definite nell’intervallo 11  . î,2 (con )1 = x 1 5
,, - x2), contenente iill’inteiiio il punto À === (l, sono L in tale 

vallo, e per le (1) e (3) si anIlullano iiell’origiiie, assieme alle loro derivate

prime La condizione (15), tenuto conto della (121 del § 15 si trasforma in

una relazione ch ’) si può porre nella forma

dove ø (p) , k2 (u), ... , )c" (,u) sono funzioni -note, definite nell’intervallo Pt 
iv  DII --- 1~ P la 0 ~; nulla ~~ - 0 alla sua de-

rivata prima (cfr. le (2) e ( ( )),
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Se dunque esiste un sistema di integrali del sistema (I), che soddisfa
il I, aJ10rH ammette in iiii ben determinato sistema
di soluzioni il seguente :

PROBLEMA a). - Detterminare un sistema di 

definite per i ( abbastanza l)iccoli, ivi 1)11 ---- 1~, e 

il szstetttcc e ttrzct ’fittizio e (u) definita all HJnO per i I 
Ii ; zta 1uodo clie seguenti condizioni

4. - Il L PROBLEMA a), quando si 

è stato risolto nel nostro lavoro già, citato (J/a) (18); ivi è xta,t&#x3E; provato che
il problema in questione aiiiiiiette nno e un solo sistema di soluzioni, Si ve-

ritica immediatamente, tenendo conto anche delle (9) e (10) e del fatto che

nel caso presente è

che tutte le condizioni i imposte nel lavoro citato sono soddisfatte.
Come si è ivi osservato’ (19), se

(18) Cfr. (M3), n 4, TEOREMA I ; nel caso presente è «=0=()7 U()=9 i)t )
e le y, sono tutte identicamente nnllN,

(19) Cfr, n 2 e H. a alla fine - i è TI’ (A) = f (),,) (si ricordi ;lio

le funzioni (IV) assegnate soc1disfano le (1]1))
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è un sistema di soluzioni PROBLEMA «), nel campo di esistenza di tali

funzioni (2°) valgono anche 1(1

Dal sistema (2:~) di soluzioni del PROBLEMA tenuto conto delle (21)
e delle (16), si ricava i ediat,,, ineiite un sistema di funzioni (11), che sod-
disfano le (VII).

Dal confronto delle j161 e (19) e (lelle prime Il tra ie condizioni (IX),
tenuto conto anche delle (21) e (24) e del fatto che il determinante dei coef-
ticienti sia del sistema (16) che (lel sistema (19) è che P (liverso da zero,

segue che valgono le (14). Dalla (20). per il modo in cui é stata nt,teiiiita,

Si ricava subito la (15).

determinano iiii e,, i bia eiito di variabil, che invcrHbi e in uii intorno

nell’orig’iJ}; si ottengono cos  le 
°

dove le À (.r , y), /1- (,x , y) sono lefiiiito I , ; , i y I 1)lcc{)li e sono

])’I -L; sostituendo 1~ funzioni (26) nelle
si otteligollo le funzioni

che sono definite in un campo o contenente l’origine come punto interno e

sono ivi 1)Ij I,. Dalle (14) segue che sono soddisfatte le (V), cioè che la

superficie 2’ di equazioni (27) passa per la curva caratteristica 1-’ (li 

zioni dalla (15), tenuto conto (Iel modo in cui sono state introdotte le

coordinate % il, Segue che le funzioni (27) soddisfano la relazione (N" 1). Con
l’agionaJnenti simili rl quelli tenuti 111 (M1) si prova (21) che le funzioni (27)
costituiscono un sistema di integra!! del sistema (1).

Il cosi coi ipletatiieiite dimostrato.

(2°) Circa camnpo di esistenza cfr. : M. CINQUINI CniaAmc&#x3E;, pro-
ai limiti cii equazioni tille pfi»ai«li, lteiid. Istituto vol

LXXIX. nn 6 e 7.

t~1) Cfr. Mi), § 6, n 1, p 95-96
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iS - Altri teoremi (li esistenza.

l. - Si suppongano soddisfatte tutte le ipotesi nel § 1, n, 4,
tranne quelle relative alla x=- fi (y). allora il :

11. - uno e solo il del (I)

qoito piccolo del x, y, conte-

nente il punto (xo , yo), sono vi ,funzioni i D~r ~-- L, le 

e inoltre nei della (J, per il punto

ben i 

tieite la caratteristica T, soddisfano 1«

Groineti,icaiiiriitr : una (’ sola integrale 2.’ del 

(1), che passa lo I"’, e è tale che lungo 
sua ciíí@v(t ca,ratteri,;tic« C, (vv, ntt con I’ un punto in e appartenente
a u,rl ben determinato da quello, (i cui appartiene lt F,
è soddisfatta lcr (X) ».

Si tenga presente crle la aa,i,atteristica C non è dato ,snltcrrato

il a cui appartiene. Anche (lui, in particolare, le (y) possono
essere tutte costanti per Y1 y :!::-~ Y2 , e, più Ü~ particolare ancora, tutte

nulle, tranne una. per es. la or (y) (piiichè va,lgai o le (11’) e ( 2’) del § 1,
n. 4). Si 11a cos  il:

OOROLLA.RIO II. -- « Nelle ipotesi d el II e8iste uno e solo si,-

.gte1Yta di del sistema (I), che sono definiti in un 

piccolo contenente il (xo , y o) sono ivi 1)11 - L, sod-
disfano le (V), e inoltre nei punti della caratteristica, C, nel TEOREMA

li, la

Geometricaineiite : una e una sola super,ficie del si-

(I), che passa per la, c(u’atteristica r, e inoltre è tale che nei

della, curiya è la (X*), cioè contiene 
caratteristica C d i cui è La nel piano y, Z1 ».
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2. - Si l)orti. anche nei caso presente. l’origine 111 un punto della curva
e si prenda come asse v la tangente alla curva I’ nell’origine ; valgono

allora le (1), (2), e (3) del § 2 n. 1 - eo~ne 2, n. 1 ~ anche nel caso pre-
sente i dati permettono 111 ca colare immediatamente le derivate prime delle
funzioni cercate z1 (x, y) , Z2 (,x , y) ? , , , zn (X , y) nell’origine. Ci si può ricon-
durre al caso in cui tali derivate sono tutte nulle; valgono allora anche le

(7) 2. Si indichi i la radice dell’equazione (II), relativa al siste-

ma, a cui si impone che caratteristieH C ii&#x3E;togiiita; ]ungo 1!1

quale lai (X)? e si ponga

Come iiel § 2, n. 2 si introducano le coorliiiiite À ; nel caso presente
si C()111(’ xis«eniii di curve %. - (,ost. il sistema a cui deve appartenere
la caratteristica C, y ehe ha (iiiii(4iie (éflll*ZiOIÌQ À = () j il ])lil’tilÌleÌlo ,u si Scelga
111 modo che iiei punti di C sia # y. Ragio aii(lo e0111e nel 2, nn. 2, 3

e introducendo le 1lr (1 , ii&#x3E;ediante le (16) del § 2 e IP TJr (1,) iiieliaiite le

(19) del § 2, si vede faciliii.ii«e che se esiste il1 sistema (li integrali del si-

stema (1), soddisfa il 11, allora aiiiinette anche un sistenia (li

soluzioni il :

’ 

PROBLEMA b). -- un di j1lllzioni

definite per i ~~ ~ , ~ ~ Il 
i 

T-- 1.4, tl

(VIII) e le

Ora in (M 4) è stato dimostrato (22) il PRnBIjR;iA b) amniet,te uno e

un solo sistema di soluzioni ; rag’ionando in modo simi e al § 2, nn. 4 e 5y
dimostra comp etamente il TEOREMA IL

~ 

t:~:!) C ir . (..V4), H. 9, II.


