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SOPRA ALCUNI PROBLEMI

DELLA

TEORIA DEL POTENZIALE

ESTRATTO DELLA TESI DI ABILITAZIONE

PRESENTATA ALLA R. SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISI

VITO VOLTERRA





Mi sono proposto lo studio di potenziali indipendenti
da una delle coordinate (*), introducendo delle funzioni
che facciano 1’ ufficio della funzione di Green. Perciò nel

§. 2. ho considerato in generale delle funzioni analo-

ghe alle funzioni di Green, le quali possono servire nei
diversi casi di elettro-statica, di calore, 3 di idrodinamica
e di magnetismo , e mediante le quali è possibile nei
vari problemi che consdero adoperare soltanto due coor-
dinate in luogo di tre. Per queste funzioni ho sempre
trov,-tto veri ficato un principio di reciprocità, di cui è facile
pervenire al signiS alo nsicö.

Ai potenziali indipendenti da una coordinata corri-

spor dono 1e funzioni associate cos  chianmte dal chia-
risdmo Professore E. Beltrami nei suoi dottissimi lavori

’ 

(*) Il considerare in generaln il ca’=o di potenz ali indipendenti da
una ddle coordinate in luogo di quello particolare dei potenziali sim-

metrici non arreca compiicazione nè ditncolta . Mi sono

quiudi attenuto il più possibile al caso generale benché per quanto è a
mia cognizione non sia stata chiarita completamente la questione in-
torno al numero dei casi possibili dei potenziali che ho preso a

considerare.
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sui potenziali simmetrici. Le ho considerate nel §. I , ed
ho trovato che anche nello studio di esse è possibile ~n-
trodurre delle funzioni che facciano l’tifficio delle funzioni
di Green .

Nel §. 3. mi occupo della determ i nazione di tali

funzioni.
I vari problemi stucliati corrispondomo ad altri sulla

distribuzione della elettricità o del calore in mezzi non

omogenei a due dimensioni. Lo stu,lio di tali problemi
viene fatto nel §. 4.

Finalmente nel §. 5. ho fatto vedere 1’ impiego che
può essere fatto di potenziali negli spazi a più di tre

dimensioni alla risoluzione di alcuni problemi sulla distr -

buzione dell’ elettricità in curpi i a tre o a due di mensi oni
non omogenei, quando i potenziali di cui si fa uso sono

indipendenti da una o più coordinate.

§ 1. Funzioni associate.

L’equazione diiferenziale ~2 U-0 trasformata in coor-
dinate orto.onali 01 1 P2 1 P3 prende la forma

quando 1’ elemento lineare assume la forma

Se la V è indipendente da una coordinata, per esem-
pio dalla p,, la equazione (1) diviene
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Tutte le volte che la H, sa~ à uguale al prodotto di
una funzione del la per una funzione H1’ di P e

H
, e il rapporto H2 sarà indipendente da p,, la equazio-H3
ne precedente diverrà

e in essa non comparirà più traccia y quindi se

la (2) arnmetterà degli integrali, questi saranno indipen-
denti dalla coordinata (J~. Questo sarà uno dei casi in cui
potrà dirsi che al sistema di coordinate p, P2 P3 corri-

sponde un sisterna di funzioni potenziali indipendenti da
una delle coordinate .

La (2) prova F esistenza delta funzione associata W
definita dalle equazioni

Siano &#x3E;v e w due funzioni che soddisfano le equazioni
precedenti, avretno per il determinante funzionale rispetto
alle P2 e p3
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o v ) 15
Se lunLjne , , 2013 saranno diversi da zero il deter-

")P3
minante fanzionale sarà pe diverso d,-t zero e poti-eno
considerare p, e Og come funzioni di v e Avremo perciò

Qt iíidi le (3) diventano

onde, poichè il deter--minanto (4) è ditferente t t zeto

Sopra una superficie P1 === consideriamo un sistr-
n1a di linee ortogonali e isoterme
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Avremo

Consideramo P2 e pa come funzíoni 1 e p., sarà

le (3) diventano quindi

e poichè abbiamo supposto di poter esprimere n. e P2
come funzioni di ~ dovrà essere diverso da zero il
determinante
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e per conseguenza

’B .

Affinchè un sistema di linee V ~ cost, W==cost possa
essere un sistema di linee isoterme della superficie 
duvremo avere, scegliendo convenientemente A e lA ,

quindi a causa della relazione

resulterà

cioè la B~ dovrà essere il prodotto di una funzione di À

per una di i ~ , o anche 
.
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Reciprocamente se la H, si potrà mettere sotto la for-
ma (6), si potrà prendere una funzione di 2. e una di j
in modo che soddis6no alle (5), quando le funzioni y e t
siano continue sia diversa da zero .

Basterà infatti prendere .

Sulla superale A, ===== cost consideriamo la linea

(p ( ~ , [J~) ~ cost, di cui 1’ arco sia s. Iudichiamo con n
una normale alla s; avremo

quindi scegliendo convenientemente le direzioni pósitive
di s ed n
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Le dlxe fiinzion  V e W secondochè si considerano
come fi t- zloni di P2 e o, , y v e w , e p., y soddisfano
al1e e(ivi-izioti Ì

Dalle (y) si deduce per le V e W un altro signifi-
cato. Esse rappresentano, eguagliate a delle costanti, le
linee di livello e le linee di flusso della elettricità o del

calore sulla superf cie se in essa la conducibilità

;iene espressa per la funzione H,’?,, ( Vedi al ~. I~V).
Quando la H~ ha la (6), allora oltre i valori

(7) per V e NV, si possono trovare alcune di queste
funzioni che si possoiio esprimere per il prodotto di una

fiitizione di ?, per una funzione di P., o anche per il pro-
dotto di una funzione di V, per una funzione di ivi.

Infatti la prima delle (y) diviene, ponendo
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e supponendo sempre 9(?,) e ~(~) diversi da zero

e questa sarà verificata prendendo

in cui a è una costante.

Analogarnente si ha per la W.
S a K1 (J.. ap) il valore di K~ quando a assume il

valore ap 1 avremo

quindi integrando a tutta la supponendo ehe

questa linea sia chiusa

Analogamente supponendo la linea , chiusa, abbiamo
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Riprendiamo le equazioni (’() nel caso in cui sia

Hz ~ ~(i~.) ’~(p.). Avremo .

e questa equazione può scriversi, prendendo

in cui con (a.1) e ft({.L) si intende H result codetta so-
stituzione di .(À) e in y().) e §(F).

Ponendo invece

si ottiene

La funzione associata W verifica le equazioni
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Seconrlochè si considera come funzione di )’1 e op-
pure di ?,2 e ~u2

§.11. Funzioni analoghe a ciuella di Green.

In uno spazio a tre dimensioni S si abbia uno spazio
s che possa essere a una, dne o tie dimensioni.

Per il teorema di Green avremo se V rappresenta
una funzione che in S non ha alcuna singolarità e che
verifica 1’ equazione Al V=-0,
..

in cui r rappresenta la distanza del punto x’, y y’, z’

appartenente ad s dal punto x y z della superficie a
contorno di S; í¡ è la normale a a dritta verso l’interno
di S. Sia p una funzione continua dei punti di s. Molti -

plicando ainbo i membri della equazione precedente per
p(s) d s e integrando a tutto lo spazio s, avremo 

Il
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Ora

è la funzione potenziale di una n1assa di densità p distri-

buita nello spazio s , Chiarnando questa [uuz:one p(x,y,z)
avremo

Posto

cioè la massa distribuita nello spazio s, si

avrà, supponendo la massa rn diversa da zero,

* si i ha

(’) Se lo spazio s è a tre o a due dimensioni la ( 1 ) si deduce

subito dalla formula di Green.
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e

in cui V‘ rappresenta la rnedia dei valori che ha la fun-

zione V nello spazio s. Se V è costante (*) ed eguale a
v~ ~ lungo lo spazio s, si trova cornunque sia p

Sia la una funzione finita e continua in- .
sienie alle derivate prima nello spazio S, e nello

spazio stesso all’ equazione differenzíale 2 0.
Ée (2), (3) e (4) dànno luogo subito alle altre

(") Questo caso non si presenterà altro che quando lo spazio s é
a una o due dimensioni , altrimenti la V sarebbe sempre costante.

S. N. L ib. 
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Nella (zi’) la p va considerata cortie costante.

Sia ~~~~) una funzione dei punti del contorno Avremo
evidenieinente che la (T) la quale comprende le (3’.) e

(4’) potrà scriversi

Si abbia

le (2") diverrà

Se in S, oltre lo spazio s abbiamo un altro spazio s,
in cui sia distribuita una massa colla densità P~ e le

e §j sono le funzioni corrispondenti alle 9 e ~ per
questo spaz o e si ha
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Prendiamo nella (2a) V m- § e nella (2b) V ~- ~ ,
avremo

s sottraendo si ottiene, avendo riguardo al teorema di

Green

quindi per le (5) e (5’)

e sono due superficie che comprendono rispet-
tivamente lo spazio s e lo spazio s,, abbiamo
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e applicando alle due superf cie a’ e a/ la formula (i)
avremo

onde

Questa relazione comprende il di Gauss. Se

supponiamo infatti che lo spazio S si estenda indefinita-
mente si avrà che t.¥1 e ~ andranno a zero e la (6) diverrà
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La formula (6) si è dimostrata quando gli spazii s e
s, erano interni ad S, è evidente che essa vale anche

quando sono ambedue esterni.
È facile trovare i diversi significati fisici che può avere

la formula (12).

Supponiamo diviso’ tutto lo spazio mediante le super-
ficie al 2 0’2 ) ... ~~ parti 82 ... Sq. Almeno
una di queste parti si dovrà estendere indefinitamen-
te. Il contorno di Sr sia formato dalle superficie

9 ar ~ ~ ... - 

Se sr, in cui è distribuita una massa mr colla densi-
tà è interno ad Sr potremo applicare a questo spazio la
formola (2’) e avremo

la quale varrà anche se la massa ?1lr sarà uguale a zero.
Se le funzioni § e V e le loro derivate non hanno al-

cuna singolarità i n nessun punto interno agli altri spazii
avremo anche le q equazioni.

Moltiplicando qneste equazioni per i coefficienti costanti

5,t e somiriatitiole colla precedente nioltiplicata per J,r, si

deduce, supponendo V , 9 , ~ continue iu tutto lo spazio
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in cui sono mdicati con S1Id , i due divisi
dalla superficie Gv, con ,

le derivate della funzione prese rispetto alle norrnali
a (Iv dirette rispettivamente verso F interno dei campi

8V,2’ con ?.~,~ e ?.~s~ i coefficíenti i~. corrispondenti
ai 

, 

due campi 
’ 

S~~ .
Supponiamo sopra ogni superficie a’J

In tale ipotesi la (8)~ assume la forma

Se in Sr’, abbiamo un altro spazio sr’, in cui è di-
stribuita una massa di densità di cui la ftitizíoi e
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potenziale è 0/’, è una funzione finita e continua

in tutto lo spazio insieine alle derivate prime, escluse

le superficie a 
v 
ove si ha

e che verifica in tutto lo spazio (escluse le superficie 7 Y)v
alI’ equazione á" ’ ====== (), avremo evidentemente

Poniamo nella (8’)a

e nella (8’)b V  , avremo sottraendo
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onde

Questa equazione è del tutto analoga alla (6). Anche
questa comprende il teoremi, di Gauss ed è facile rica-
varne il signíficato .

Prendiamu Xr - Àr’, essa ci dice che se abbiamo due

corpi A , B elettrizzati in presenza di un numero qua-
, lunque di dielettrici, il potenziale di uno di essi A e della

elettricità iudotta da esso nei dielettrici su B e eguale al
potenziale di B e delle elettricità da esso indotte nei
dielettrici sull’ altro .

A questo teorema ne corrisponde tino analogo per il

magtn eti smo .
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Supposto (10) dà luogo anche all’ altra

analoga alla (6)

Prendlaino ~====1 , ).~====0 per tutti i valori di 1, 1,2...q
(escluso r ) e r ~°’, avremo che le equazioni scritte

divengono 
’

Se lo spazio Sr non si estende indefinitamente per le

(9~), e (9b), avremo
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Se la funzione V invece di verificare 1’ equazione

soddisfa all’ altra

allora le (~~j , (8~j e (8 a),, divengono

Queste formule possono servire a darci i valori di una

funzione incognita V che verifica Inequazione diiferenziale

in S o in tutto lo spazio, quando si conosca al contorno a i
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I 
. d. 

V 
...  

cl 
,

valori 1 V -4- Ocr - o valori a determinare
’ àn )"

la V sapendo i valori di

sopra delle superficie in cui le derivate della funzione in-

cognita non sono continue.
Il problema viene ridotto sempre a trovare delle fun-

zioni 9 e ~ che verificano alle relazioni (5), (cJ~) e (9a),
sopra le superficie in cui sono noti i dati caraneristici

della V. Le funzioni § vengono cos  ad essere determi-

nate in modo analogo alle funzioni di Green. Esse godono
anche di proprietà reciproche pure analoghe alle note

proprietà reciproche della funzione di Green espresse me-
diante le relazioni (6) , (~’) , (10), ( 1 i.~’) , (1°)1, di cui è

stato accennato il significato fis co. ,

Se nel campo s la densità è costante, le (11) ci da-
ranno subito la media dei valori della funzione incognita
nello stesso campo.

È più importante il caso in cui nello spazio s si sap-
pia che la V ha un valore costante. Allora le (11 ) ci

dànno subito il valore costante della funzione incognita
nei punti dello spazio s, l quale, come è già stato os-

servato, deve essere in questo caso a due o una di-

mensione. e

Si presentano spesso dei casi in cui si sa a priori
che lungo date linee il valore della funzione incognita
deve resultare costante ed allora per la 9 potreino con-
siderare la funzione potenziale di masse a una sola di -

mensione distribuite su queste linee 1181 modo il più
conveniente per la delermin,- zioiie della funzione .
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In questo caso rientra il problema della determina-
zione di funzioni potenziali che si sa essere indipendenti
da una coordinata e di ciii sono date delle condizioni
caratteristiche del genere di quelle indicate. Se la fun-

zione potenziale è indipendente dalla coordinata pj, do-
vremo considerare per la p la funzione potenziale di

masse distribuite con una densità qualunque sopra una
delle linee

e determinare convenientemente la ~.~. La legge con cui
deve distribuirsi sulla linea P2 == cost , p3 ::=:::2 cost la den-

sità, si potrà cercare, quanào’sarà possibile, in modo che

la funzione 9 + ~; venga a resultare anche essa indipen-
dente dalla coordinata p, . Il problerna in tal caso può
trattarsi coll’ irnpiegare soltanto due coordinate p, e p3.

Per potere applicare la terza delle (~3) ~ stato neces-

s,, r o ammettere che la massa totale distribuita in s sia

uguale allo zero, quando lo spazio S è fini o.
In tal caso po remo prendere per s due linee

e distribuire su esse due eguali e di segno oppo-
sto ; cos  la terza delle ( 11) ci fornisce la diferenza dei
valori della V lungo le due linee che si considerano e ci
dà quindi i valori (Iella V all’infi ori di una costante.

Se si osserva che nel caso delle coordinate cartesiane

si ha H1 = l, avreino considerando le funzioni potenziali




