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DIFFERENTIELLES NON COMMUTATIVES ET THEORIE
DE GALOIS DIFFERENTIELLE OU AUX DIFFERENCES

PAR YVES ANDRE

RESUME. — Nous montrons comment la théorie de Galois—Picard—Vessiot des équations différentielles
et des équations aux différences, et la théorie des groupes d’holonomie en géométrie différentielle, sont
des aspects d'une méme théorie galoisienne. Cette théorie générale est basée sur la construction et I'étude
du produit tensoriel de connexions non commutatives sur une base commutative (situation semi-classique),
sans hypotheése de courbure. Elle fournit par exemple un cadre algébrique d’étude de la confluence des
équations aux différences vers une équation différentielle lorsque I'incrément terid vers
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ABSTRACT. — We show how the Galois—Picard—-Vessiot theory of differential equations and difference
equations, and the theory of holonomy groups in differential geometry, are different aspects of a unique
Galois theory. The latter is based upon the construction and study of the tensor product of non commutative
connections over a commutative base (semi-classical situation), without any curvature assumption. This
theory provides for instance an algebraic frame for the study of the confluence arising when the increment
of a difference equation tends @o
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Introduction

La théorie de Galois différentielle connait un nouvel essor, devenant source d’inspiration et
d’applications dans des domaines de plus en plus variés : nombres transcendants, mécanique
céleste, calcul formel, rigidité de revétements, sommes exponentielles... Par ailleurs, la théorie
des groupes quantiques,dacombinatoire et le développement de I'analyse des équations aux
différences suscitent un renouveau d’'intérét pour la théorie de Galoisgaaiférences. En
amont, ce foisonnement d’ouvertures fait naitre un besoin de rénovation des fondements de la
théorie, comme lillustre le probléme concret suivant.

Considérons la sérig-hypergéométrique de Heine
3 : @5 n (@50 o
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Elle satisfait une équation auxdifférences d’ordre . Lorsqueq tend versl, cette équation
«conflue» vers I'équation différentielle ordinaire satisfaite par la série hypergéométrique de

Gauss—Barnes
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686 Y. ANDRE

On peut se poser les questions suivantes :

(i) comment comprendre la confluence du point de vue galoisien ?

(i) A cette déformation d’équation différentielle correspond-il de maniére naturelle des
groupes quantiqgues commedéformation du groupe de Galois différentiel hypergéomé-
trique ?

Aborder ce type de questions requiert clairement une description uniforme des équations aux

(¢-)différences et des équations différentielles.

Notre point de vue sera celui des connexions. Rappelons qu’en algebre, une connexion sur
un A-module est une application additivé: M — Q' ®4 M vérifiant la régle de Leibniz
V(am) = da ® m + aV(m), ol d: A — Q! est une dérivation convenable. La recette pour
traduire équations différentielles linéaires en termes de connexions est bien connue. Il s’avere
tout aussi possible d’interpréter équations aux différences linéaires en termes de connexions, en
considérant ded- A-bimodules de différentiellé®' non commutatifs, i.e. ol I'action dé n’est
pas la méme a gauche et a droite. Cela fournit un cadre commode pour étudier des problemes
mixtes différentiels-aux différences comme ci-dessus. Il y a donc lieu de se placer d’emblée
dans le cadre du calcul différentiel non commutatif, méme si nos applications se limitent au cas
«semi-classique » ou I'anneau de fonctichest commutatif.

Un autre avantage du point de vue des connexions est de faire le lien avec la géométrie
différentielle, et de prendre en compte certaines analogies frappantes entre la théorie de
I'holonomie et la théorie de Picard—Vessiot. En particulier, la possibilité de considérer des
connexions a courbure quelconque suggeére la question :

(iii) peut-on considérer un groupe d’holonomie comme groupe de Galois différentiel ?

Pour béatir une théorie du groupe de Galois différentiel suffisamment souple, nous aurons
recours a la théorie tannakienne sur les anneaux (et a un usage massif de la notion de platitude).
La premiere tache est de définir le produit tensoriel de deux connexions, 'anneau dé base

étant supposé commutatif. Lorsque le bimodQleest commutatif, la régle est bien connue :
V(m1 ® ma) = V(m1) @ ma + my ® V(mz), ol 'on permute tacitemer@! et M; dans

le second terme. Pour étendre cette régle au cas d'un biméluleon commutatif, on a

donc besoin d’une application «volted; ® Q! — Q! @ M;. Notre point de départ est
I'existence d’une tellevolte bilinéaire canoniqué¢g 2.4.1.1). Elle permet de munir la catégorie

des connexions d’'une structure monoidale. En outre, I'échange des fadtieurs My —

M, ® My est une contrainte de commutativité symétrique. Cela donne une réponse négative
a la question (ii) ci-dessus (si, en modifiant la contrainte de commutativité, on trouvait un groupe
quantique, il y aurait lieu d’aprés [11] de le considérer comme classique puisque sa catégorie de
représentations le serait).

On peut alors donner des critéres généraux qui garantissent que cette catégorie est tannakienne
(88 2.5.3.2, 3.2.1.3). Un des corollaires est gueX est une variété algébrique lisse sur un
corps de caractéristique nulle ou une variété analytique liggelle, complexe ow-adique
rigide), alors toutO x-module cohérent muni d’'une connexiemon nécessairement intégrable
— est localement librg8 2.5.2.2). On donne aussi une réponse essentiellement positive a la
question (iii).

Dans une situation a paramétres comme ci-dessus (paragj)étte groupe de Galois
différentiel obtenu est un schéma en groupes affine plat sur I'anneau des constantes, qui commute
au passage aux fibres (mais généralement pas de type fini). Ceci fournit une réponse, dans un
cadre général, a la question (i). On peut alors déduire de la connaissance des groupes de Galois
différentiels hypergéométriques des informations sur les groupes de Galoisdiffiérences
hypergéométriques pogrgénérique (8 3.3.3).
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On développe ensuite la «théorie de Picard—Vessiot» sans aucune hypothése d’intégrabilité
(i.e. d’annulation de courbure). Elle montre, en termes figurés, qu’'on peut toujours intégrer
symboliquemenin systéme différentiel ou aux différences linéaire, méme non intégrable.

Passons en revue les différentes parties de ce travail.

Le premier chapitre expose cing situations concrétes qui ont motivé la théorie, et l'illustrent.
Les seuls résultats originaux se trouvent en § 1.4. On y explique comment interpréter un
endomorphisme semi-linéaire comme connexion non commutative, et comment la recherche
de solutions d'équations aux différences se ramene a celle de sections horizontales de telles
connexions. Cette interprétation a été suggérée par un aspect du calcul différentiel quantique
d’A. Connes esquissé en § 1.5.

Dans § 1.1, on rappelle quelques points de géométrie différentielle classique : théoreme
de Frobenius, connexions sur des fibrés principaux ou vectoriels et groupes d’holonomie,
en insistant sur l'algébre du calcul différentiel extérieur. Outre le role d’exemples pour les
groupes de Galois différentiels définis ultérieurement, ces groupes d’holonomie fourniront une
interprétation géométrique suggestive des constructions algébriques abstraites de la théorie
(8 3.4.2.2). En 8 1.2, on traite dans le méme esprit la situation algébrique en caractéristique
non nulle : théoréme de Cartier—Ekedabhl, calcul différentiel a puissances divisées... .

Le paragraphe 1.3 rappelle brievement la théorie de Picard—Vessiot—Kolchin et sa reformula-
tion tannakienne.

Le second chapitre traite du calcul différentiel non commutatif et des connexions, et résout le
probléme du produit tensoriel. L'algébre différentielle extérieure est remplacée par une algébre
différentielle graduéé&)* arbitraire. En tronquant en degeg 1, on obtient une dérivationl
de A = Q0 & valeurs dans lel-A-bimoduleQ'. Ceci fournit une vaste généralisation de la
notion classique d’anneau différentiel, et un cadre commun aux situations de § 1. On définit
dans ce contexte les notions d’'idéal différentiel, d’extension différentielle, d’anneau différentiel
simple... . En § 2.2, on traite des connexions non commutatives. On y examine particulierement
le cas ou le module sous-jacelt est unA-A-bimodule et ou la connexiow vérifie la régle
de Leibniz a gauche. Motivé par les travaux de J. Mourad [38], M. Dubois-Violette et T. Masson
[21] en géométrie non commutative, on s'intéresse au cas ou le défaut de sujétion a la régle de
Leibniz a droite est donné par un homomorphisme de bimagl(We : M ® Q' — Q! @ M. On
dira dans ce cas qU€ est une biconnexion, de voltgV). On calcule cette volte dans le cas
particulier non trivial des équations aux différences.

En § 2.3, on définit le produit tensoriel de deux biconnexioRs= V; ® ids + (¢(V1) ®
ids) o (id; ® V2). On obtient ainsi une structure monoidale sur la catégorie des biconnexions,
et on discute la dualité. Dans ce contexte général, on peut s'attendre a ce que certaines sous-
catégories soier-équivalentes a des catégories de représentations de groupes quantiques non
classiques.

A partir de § 2.4, on se place dans la situation « semi-classiquebest commutatif mais ol
le bimoduleQ! n’est pas nécessairement commutatif. On prouve qu’alors toute connexion est une
biconnexion, et que I'échange naif des facteurs est une contrainte de commutativité (symétrique).
Le paragraphe le plus substantiel de ce chapitre est 8 2.5 : on y donne un critéte éu(dont
I'hypothése principale est la simplicité) pour que la catégorie des modules a connexion de type
fini sur A a volte inversible soit tannakienne sur le corps des constantes.

Le troisieme chapitre traite des aspects galoisiens dans la situation semi-classique. I
commence par une étude détaillée de la notion de solubilité d’'une connexion dans une extension
différentielle, nourrie de nombreux exemples. On y montre en particulier que solubilité et
intégrabilité (i.e. nullité de la courbure) sont des notions indépendantes.

En § 2.2, on considére, pour un module & conneXi¢e= (M, V) projectif de type fini sur a
volte inversible, la catégorie abélienne monoidai¢)® formée des sous-quotients des sommes
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de tenseurs mixtes suvt ; puis on introduit de maniére semi-axiomatique le groupe de Galois
différentiel Gal(M,w) de M attaché & un «foncteur fibrew. C'est un schéma en groupes
affine et plat sur 'anneau des constantesle type fini sik est un corps, mais pas en général.
L'exemple principal est celui ow est le foncteur solution dans une extension différentielle
convenable d’anneau de constante®©n introduit aussi le torseur des solutions, et le groupe
de Galois différentiel intrinseque (correspondant au foncteur oubli de la connexion), qu’on décrit
en caractéristiqup lorsqueQ!' est commutatif. On établit ensuite diverses fonctorialités des
groupes de Galois différentiels; on en déduit, en § 2.3, le théoreme de spécialisation, qui éclaire
les phénomeénes de confluence, en particulier la confluence d’équations Jliiférences vers
une équation différentielle.

Les deux derniers paragraphes généralisent la théorie de Picard—Vessiot. Une extension
différentielle(A’, d’) de (A, d) est dite de Picard—Vessiot pait si A’ est fidélement plate sur
A, (A, d’) est simple de corps de constanteg\1 est soluble dang4’, d’), et A’ est engendrée
commeA-algébre par M, (M @ A")V) et (M, (M @ A")V). Le théoréme 3.4.2.3 établit une
équivalence entre extensions de Picard-\Vessiot et foncteurs fibrésér. On donne ensuite
des critéres d'existence et d’unicité pour les extensions de Picard—Vessiot (elles apparaissent
comme algébres de fonctions des torseurs de solutions).

Etant donné une extension de Picard—Vessit d’)/(A, d) pour M, on identifie en § 3.5.1
le groupe des automorphismes(d€, d')/(A4, d) au groupe de Galois différentiel de( attaché
au foncteur solution dansd’, d').

Pour formuler la correspondance galoisienne, il y a lieu de suppbssgmi-simple (i.e.
produit fini de corps) et d'introduire la notion voisine et «birationnelle » d’extension de Picard—
Vessiot fractionnaire ; il s'agit essentiellement de I'anneau total des fractions d’une extension de
Picard—\Vessiot lorsque cet anneau est semi-simple. Si le corps des constantes est algébriquement
clos de caractéristique nulle, la correspondance galoisienne pour les extensions de Picard—Vessiot
fractionnaires a lieu sans surprise (§ 3.5.2). Elle unifie la correspondance de Picard—Vessiot
différentielle classique et son analogue aux différences, et englobe le cas de systémes mixtes
a plusieurs variables, éventuellement non intégrables.

1. Calcul différentiel, connexions et groupes de Galois. Cing situations concretes
1.1. En géométrie différentielle classique

1.1.1. Calcul différentiel extérieur de Cartan—de Rham—Kahler et théoréme de Frobenius
SoientX une variété différentiabl€> de dimensionmn, T(X) son fibré tangentA*(X)

I'algébre extérieure sur le fibré cotangdnt(X). L'existence du crochet de Lig, | surT(X)

permet de définir la différentiation extérieuteA? (X)) — APT(X) par la formule bien connue :

p+1
dw(Dl, ey Dp+1) = Z(—)ZDZ (w( cey Di> .. ))
1
+ Z(—)i”w([Di,Dj],. Dy, Dy, .7Dp+1).
i<j

Grace a lidentité de Jacobi satisfaite gar], on ad? = 0, ce qui fait deA*(X) un fibré en
algebres différentielles graduées (commutatives au sens gradué). Le lemme de Poincaré dit qu'au
niveau des faisceaux de sections, le complexe obtenu est acyclique en-degré

Un champ dep-plansy sur X est ditinvolutif si chaque fibreZ,, est stable souk, |. Sous
cette condition, le théoréme de Frobenius affirme Huest le fibré tangent d’'un feuilletage :
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par tout pointz € X passe une (unique) variété intégrale connexe maxitigle pour (de
dimension égale A).

Traduction en calcul différentiel extérieur : 'application qui assock son orthogonat+-
dansA*(X) est une bijection entre champsgplans et idéaux da*(X) localement engendrés
parm —p 1-formes indépendantes. De plXs. est stable soud si et seulement i est involutif
(cf.[49], p. 73). La condition qu&s, , est une variété intégrale se traduit pﬁ#)‘xw =0.

1.1.2. Connexions et holonomie

SoientG un groupe de Lie etr: P — X un fibré principal a droite sou§. On notet,
la translation paty € G sur P. Pour toutp € P, on noteV,(P) I'espace («vertical») des
vecteurs tangents a la fibre pnc’est-a-direKerr,,. Rappelons qu’une connexidhsur P est
la donnée pour toyt € P, d’'un supplémentaire (« horizontalH),(P) de V,(P) dansT,(P),
variant de manier&€®> avecp, tel quet, (H,(P)) = Hyy(P). Elle induit un isomorphisme
Hy,(P) = T, (X). SiC estune courb€> par morceaux suk', etz un point de cette courbe,
la connexion permet de relevéren une courbe « horizontaleﬁﬂp sur P passant par un point
p € P fixé au-dessus de : tout vecteur tangent 5‘,, est horizontal (on dit aussi « paralléle »).
onacC,, =t,(C,).

Si C est unlacetbasé env = 7 (p), I'extrémité de@, est un point de la fibre~!(z) ; c’est
donc le translaté - (p) de p par un élément bien défini(C) de G. LorsqueC varie, les
¢(C) forment un sous-groupe de Liol,(X) de G, le groupe dholonomiepointé enp. Sa
composante neutﬁéolg(N) estformée deg(C) avecC contractile. Lorsque varie, lesHol, (R)
sont conjugués dar, si X est connexe. On montre que le fibré principalP — X provient
en fait d'un fibré principai’ : P’ — X de groupdiol, (R) (cf.[36], [32]).

Soitg l'algebre de Lie de&7. Pour touts € g, notonsD,, le champ de vecteurs degénérateur
infinitésimal du groupe & un paramétfe— tey, so- C'€St un champ de vecteurs vertical, et
lorsqueaq varie, (D, ), engendrév,(P). On définit unel-formew & valeurs dang par : pour
touta € g, wp((Da)p) =a; wp(Hy(P)) =0.

Elle vérifiet} (w) = ad(g~")w. Dans tout ouvert/ trivialisant P (P = U x G), elle s'écrit
sous la formev; = g~ dg — ad(g~")7* 0y, ol fy est unel-forme a valeurs dangsurU. Il
est clair que la donnée deéquivaut a celle di.

La 2-forme decourburef? (a valeurs dang) est caractérisée par :

Q(D,D')=0 siD ouD’estvertical
Q(D,D")=w([D,D’]) siD etD'sonthorizontaux

On voit donc que la courbure est identiquement nulle si et seulement si popr IWtP) est un
champ den-plans involutif surP, ou encore, d’apres le théoreme de Frobenius, si et seulement
si N estplate i.e. (P, R) est localement du type prodyiX x G, priT(X)). Ceci équivaut aussi
a la trivialité deHol)(X).

Plus généralement, le théoréme d’Ambrose—Singer aﬁirm@bu}éolg(N) est le sous-espace
deg engendré par leQ, (D, D’), ou ¢ décrit tous les points dB qu’on peut joindre & par une
courbe horizontalddc. cit.).

1.1.3. Connexions sur un fibré vectoriel
Lorsque G = GL,,, une connexion suf induit une «connexion» sur le fibré vectoriel
standard® sur X associé &, c’est-a-dire un opérateur additif

V:I(E)—T(TY(X)® E)
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vérifiant la regle de Leibniz. Dans tout ouvéfttrivialisant P (donc aussF), il est donné par
V(ejw) = dejy — 0y ® ejy. On peut voirV comme une régle associant a tout champ de vecteurs
D sur X un endomorphism¥ p de E. Il est clair que la donnée dé équivaut a celle ds.

Le principe d’holonomieaffirme qu’un champ d'objets paralléles définit en chaque point un
objet invariant par le groupe d’holonomie et réciproquement. Par exemplé,pgisseéde une
métrique riemannienng, et E = T(X) muni de la connexion de Levi-Civitdfol,(X) est un
sous-groupe du groupe orthogo(T ) (X), g) (Holg(N) est un sous-groupe compact de
SO(Trp) (X),g)) (cf.[12] pour un récent survol).

La courburede V est la2-forme surX a valeurs dan&nd £ définie parRy(D,D’) =
Vb, V] = Vp,py. Elle sannule si et seulementiSiest plate ; on dit alors que estplate
ou intégrable Il revient au méme de demander que l'actionHtd, (V) sur E, se factorise a
traversm (X, z) (représentation deonodromieenz = 7 (p)).

1.2. En caractéristiquep

1.2.1. Calcul différentiel extérieur, puissance-ieme, et variantes du théoreme de
Frobenius

Soient X une variété affine lisse de dimensionsur un corpst parfait de caractéristique
p>0, T(X) l'algebre de Lie des champs de vected?$(X) I'algébre extérieure sur (X)
(formes de Kahler)T(X) est munie d'une-structure (I'application puissangeiéme). Cette
structure supplémentaire se reflete en calcul différentiel extérieur par I'existencepgdtion
de Cartier : un isomorphisme d’anneaux gradués H},(X) := H*(Q*(X)) — Q*(X),
d'inverse défini pa’—1(f) = [f?], C~1(df) = [P~ df].

L'analogue du théoréme de Frobenius en caractérisficest problématique (les feuilletages
ne sont pas déterminés par leur partie d’ordre un...). On peut toutefois obtenonrééet en
faisant intervenir la-structure ([24], 2.4) :

1.2.1.1.PrROPOSITION — Il y a une correspondance bijective entre sous-fibrés involtitide
T(X) stables par puissangeieme, et morphismes finis pldis X — X’ de hauteurl, donnée
par ¥ = T(X/X') (fibré tangent relatij.

Soit £ un fibré vectoriel sutX muni d’'une connexion algébriqué. Outre la courburdy,
il y a une autre obstruction a I'existence de sections horizontaleg-ctaurbure Ry ,,, définie
par Ry ,(D) = (Vp)? — V(pry. Ce sont les seules obstructions, d’aprés le résultat suivant de
Cartier :

1.2.1.2. PROPOSITION — SOitF': X — X' = X X}, ,4» k l€ Frobenius relatifélévation des
coordonnées d& a la puissance-ieme. Il y a une équivalence de catégories entre fibkés
sur X munis d’'une connexion intégrab¥é a p-courbure nulle, et fibré&” sur X’, donnée par
(E,V)— E'=F,(EV), E=F*(E').

Voir [30], 5.1.1. Le lien avec la proposition 1.2.1.1 est le suivant : saigntn fibré principal
sousGL,, associé &', P son image inverse suf via F', eth: P — P’ le morphisme fini plat
induit par . La connexiorV provient d’'un sous-fibré d&(P), involutif et stable par puissance
p-ieme.

1.2.2. Puissances divisées et lemme de Poincaré

Pour disposer d’'un analogue du lemme de Poincaré formel en caractérigtioure est
conduit a introduire des anneaux de séries de puissances diviséfd,(IV 5, [5], app.).
Soientz_un pointk-rationnel deX, ett,,...,t, des coordonnées locales enLe compléte
formel O,, de 'anneau local e s'identifie ak[[t1,...,tn]] = S(T-(X))", ou S désigne
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I'algébre symétrique. Le complété a puissances divigggsde O, est I'algebre topologique
(S(T(X)¥))".
On lui associe un complexe de de Rham

Op! =5 (A1 =5 (@ 5 -

qui est acyclique en degré 0. Lhomomorphisme natureD, — OP¢ a pour noyau l'idéal

engendré par leg’. On note0, — OPY 'anneau quotient d&),, et X, = SpecO,.. Bien

que X, soit non réduit, le calcul différentiel extérieur se comporte biéh (X,) = O, @

A*(TY(X)), Hig (X2) 2 A (@ k- 7" dt;), et QP2 (X ) admet des puissances divisées.
L'espace T(X,) est unep-algébre de Lie simple suk non classique (analogue en

caractéristique de I'algebre des champs de vecteurs sur un tore) ; la sous-algébre de Lie formée

des champs de vecteurs qui respectent I'idéal maximal s’identifie &ut (X ) (cf.[37]).

1.2.2.1. PROPL)SITION — Toute connexion intégrable sur X, est soluble dané)gd. Elle
est soluble dané,, si et seulement si sacourbure est nulle.

Ceci se démontre par le «télescopage » habituel : pour toute sect®n,

> HewmTI(v(4)) ©

est une section horizontale de® OP4 ([* désigne une puissance divisée); pour la seconde
assertion, on note quey , = 0 si et seulement si tous 1€¥ (> ))? s’annulent.

1.3. Théorie de Picard—Vessiot

1.3.1. Résumé

Soit K un corps différentiel de caractéristiq0e muni d’'une dérivatiord. On suppose le
corps des constantés= K? algébriquement clos (e.g¢ = C(z), 0 = d%). On considére une
équation différentielle linéaire

(%) 8“y—|—a18“_1y—|—---+a#y:0

a coefficients:; dansk.

Une extension différentiellel, 0) de (K, J) est dite dePicard—Vessiosi

(i) k=L2,

(ii) L est engendré par solutionsk-indépendantes dg) et leurs dérivées.

D’aprés Kolchin, il existe une extension de Picard—\Vessiot, unique a isomorphisme pres. Le
groupe de Galois différentighkal(x) := Auty(L/K) est un sous-groupe algébrique du groupe
des automorphismes duespacesol(x) des solutions déx) dansL. On a une correspondance
galoisienne entre sous-groupes fermés(e(x) et extensions différentielles intermédiaires
K C F c L. (Voir [35] pour un exposé concis et décanté de la théorie.)

1.3.2. Point de vue tannakien

Considérons I'anneau de polynémes tordi{d], et posonsQ! = (K9)V. Léquation
différentielle(x) donne lieu & urk[9]-module :

Homy, (K [9]/K[0](0" + a10" ™" + -+ a,), K).
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On noteM le K -espace de dimensignsous-jacent. L'action d@ surM se décrit encore comme
connexion : application additiveé : M — Q ®, M vérifiant la régle de Leibniz.

L'espace des solutions de) dans toute extension différentiellede K s’identifie & I'espace
(M ® F)V des sections horizontales dé @ F.

Le produit tensoriel d’espaces vectoriels a connexion est défini par la regle habituelle

V(mi ®@ms) = (V(m1)) @ me +m1 @ (V(mg)).

Le foncteur « solutions dans» établit alors une équivalence de catégories tensorielles entre la
catégorie tensorielle engendrée paf, V) et la catégorie des représentations de dimension finie

de Gal(x) surk (cf. [19], 9, [2]). Nous renvoyons & [43] pour une introduction élémentaire a

la dualité de Tannaka algébrique, et & [6] pour un exposé de techniques de calcul du groupe de
Galois différentiel.

1.4. Calcul aux différences

1.4.1. Différences finies et polyndmes tordus d’Ore
Le calcul aux différences au sens large fait intervenir un endomorphisdien anneau de
fonctionsA, et s'intéresse a I'opérateur de différence

0o:a — ’Y(ag —(l),

ou v est un élement convenable de La propriété fondamentale d'un tel opérateur est d’étre
unec-dérivation i.e. d’étre additif et de vérifier la régle

05 (ab) = 05 (a)b + a’dy(b).

Exemples de-dérivations —

— o = translation de pas, (6, (f))(z) = LeH1E)

— o = dilatation de module, (3, (f))(z) = %

— o =identité,é,(f) = % (correspondant au passage a la linkites 0 oug — 1).

La théorie degr-dérivations a été développée dans cette optique par Ore et d'afti@d];
citons aussi le calcul différentiel galoisien [27] qui S’y rattache). Dans cette approche, on
considére I'anneau de polyndémes towdilX |, s (avec la loi de commutatioRa = a® X + 6(a),
ou J est unes-dérivation). On associe alors a tout systéme linéaire aux différences attaché a
un A-module (de type fini muni d’endomorphismé pseudo-linéaire (i.e. vérifiant la régle
O(am) = d(a)m + a”6(m)), gu’on interpréte comme Ui [X], s)-module; on tire alors parti,
lorsqueA est un corps, du fait qué[X], s esteuclidien et que tou{ A[X ], s)-module de type
fini est somme directe de sous-modules cycliiu@f C’est ainsi, par exemple, que Praagman
établit, en prouvant un lemme de Hensel pour les polynédmes tordus, la classification formelle
des systémes linéaires aux différences [40]r(aussi [23]).

C’est un point de vue dual, en un certain sens, que nous adopterons : dans le ohntité,
il s'agirait du calcul différentiel extérieur de Cartan—Kahler—Koszul; dans le cas général, il
s’agira de ses généralisations non commutatives. L'idée de base est d’interprétdélagmtions
comme de vraies dérivations a valeurs dans des bimodules non commutatifs.

1.4.2. o-dérivations et sesquimodules
Soientk un anneau commutatif unitaire dtunek-algébre commutative unitaire munie d’'un
k-endomorphisme. Rappelons qu’ung-dérivationd de A a valeurs dans uA- A-bimoduleU
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est une applicatiok-linéaire vérifiant la regle de Leibniz
d(ab) =d(a)b+ ad(b).

CommeA est supposé commutatif, ces applications formemufi-bimodule not®ery (A, U).
SoitT un A-module a droite. Considérons-le commeAn-bimodule avec la regle

a.t=t.a° pourtouta € A ettoutt € T.

Nous appelleronsesquimoduleun tel bimodule. Les homomorphismes de sesquimodules
coincident bien entendu avec les homomorphismesidaodules a droite sous-jacents, et
forment eux-mémes des sesquimodules.

En particulier, soitAssq le sesquimodule provenant dd-module a droiteA. Alors
Dery (A, Asesq) N'€St autre que le sesquimodule desérivationsk-linéaires deA.

1.4.2.1.PROPOSITION — Il existe un sesquimodule’ et une dérivationl € Dery, (A, 2})
tels que pour tout sesquimodule I'application

Hom(QL,T) — Dery(A,T):h+ hod

est un isomorphisméde sesquimodulgsEn particulier, lesco-dérivations k-linéaires de A
s’identifient aux formesl-linéaires(a droite) sur ..

Démonstration. Soit I = Ker(4 ®x A — A) le noyau de la multiplication. On sait que
l'applicationd:z — 1 ® x — x ® 1 est unek-dérivation deA dans/, et quel = A- dA4; de
plus, f — f o d définit un isomorphism&loma, 4)(1,T) = Dery (A, T') (cf.[9], Ill, 10, p. 132).
CommeA est commutatif/ est un idéal ded ®; A. Utilisons maintenant le fait qu€ est un
sesquimodule. Soif l'idéal de A ®; A engendré par les éléments® 2° — = ® 1. Modulo
I'identification entreA- A-bimodules etd ®; A-modules, on a dondT = 0. Compte tenu de
l'identification del ®y, (A ®y A/J) etdel/JI, on obtientom(I/JI,T) = Dery(A,T), eton
voit queQ)} = I/I.J convient.

1.4.2.2.Exemples— (i) A = k[z], k(z), k[[2]] ou k((z)). Si 27 # z, A est stable paf —
0, (f) = i::z ; 0, est une base dd-module desr-dérivationsk-linéaires deA (a remplacer
pard% si 27 = 2). QL estleA-module libre de rang urz. 4, et la dérivationi: A — dz.A est
donnée pat(f(z)) = dz - d,(f).

(i) k estun corpsA = k[z1, 22], 2 = ¢;z;, avecy; € k. En développant I'égalité(z;z2) =
d(z221), on trouve la relationlzo (g1 — 1)21 = dz1(g2 — 1) 22.

Il'y a lieu de distinguer trois cas :

a) g =q@=1:Q =dz;A® dznA;

b) q1 751,(]2 :129;: dz A;

C) ¢1 #1,q2#1:Q} estlibre de rang un sut. Une basé, du A-module desr-dérivations

k-linéaires deA est donnée paf, (z1) = (q1 — 1)2z1, 65 (22) = (g2 — 1) 22.

1.4.3. Systemes linéaires aux différences et connexions
1.4.3.1. Dans la situation de I'exemple 1.4.2.2 (i), considérons un systéme linéaire aux
différences

(*%) oY)=AY
ouAeGL,(A).
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Pour une présentation plus intrinseque, [48] introduit I'anneau de polynémes de Laurent
tordu A[X, X Y], : Xa = a®X (anneau des opérateurs awxdifférences), et associe (@&x)
le A[X, X ~!],-moduleM = A*, ou X agit via un endomorphisme-linéaire® représenté par
A~! dans la base canoniqye:, ...,m,). Le systétmexx) équivaut a dire que ley_, Y;;m;
constituent une base formée de points fixe®de

Supposons qug}% soit a coefficients dand. Le systéméxx) s’écrit encore sous la forme :

-1 _
b, (V)= - —lye

29—z
En termes plus intrinséques, on muhitde la connexioV : M — QL ® 4 M définie par :

¢ —id

29 — 2z

V(m)=dz® (m).

En vertu de la structure de sesquimoduleéXje elle vérifie la régle de Leibniz
V(am) =aV(m)+ da @ m.

Réciproquement, la donnée Bepermet de retrouved ; le noyau déV est constitué des points
fixes ded.

Ce formalisme des connexions fournit non seulement un cadre algébrique unifié pour I'étude
des équations différentielles et des équations aux différences, mais encore un cadre algébrique
commode pour étudier la «confluence» des équationsqadiférences vers une équation
différentielle lorsque; tend versl : prendre par exemple= C[[g — 1]], A = k[[z]][2].

1.4.3.2. Dans un cadre plus général, soiehtune k-algébre commutative unitaire munie
d’un k-endomorphisme, v un élément de4, 4, - la o-dérivationa — v(a” — a), vue comme
un dérivationd — Agesq-

Soit M un A-module muni d’'un endomorphismelinéaire ®. On lui associe la connexion
Vi M — Agesq ®4 M définie par :

V(im)=1®~(® —id)(m).
Elle vérifie la regle de Leibniz
V(am) =aV(m) + ds(a) @ m.

1.4.3.3.Exemple F-isocristaux — Soientky un corps parfait de caractéristiqueA le corps
des fractions de I'anneau des vecteurs de Wittder I'endomorphisme de Frobenius de Un
F-isocristal surk, est unA-espace vectoriel de dimension finié muni d’un automorphisme
o-linéaire . lIs forment une catégorie tannakienne €. On peut les interpréter comme
connexions non commutatives, et considérer les résultats de [41], VI, 3.2, 3.4, comme des calculs
de groupes de Galois différentiels.

1.4.4. Equations linéaires mixtegdifférentielles-aux différence$

1.4.4.1. On considére uné-algebreA (commutative unitaire), munie d’endomorphismes
o1,...,0m. Pourtout € {1,...,m}, on se donne ud- A-bimodule quotient dé)},i. Onadonc
un homomaorphisme canonique deA-bimodules

I=Ker(Aop A— A)— P,
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dont on notera simplemef' 'image, et une dérivation canonique
d:A — O

telle queQ! = dA- A (= A- dA).

Cette situation correspond a la situation étudiée par Bialynicki-Birula [8], qui se limite au
cas ouA est un corps de caractéristiquiéoutre des endomorphismes decet auteur se donne
aussi une famille de dérivations;; elles sont prises en compte icitfgh<Elle recouvre, semble-

t-il, toutes celles ou interviennent des systémes linéaires mixtes différentiels-aux différences,
gu’on interprétera en termes de connexi®hsM — Q! ® 4 M en généralisant la construction
ci-dessus. On a donc codé une famille d’endomorphismes ou dérivatioAsesreune seule
dérivationd (mais a valeurs dans un bimodule qui n’est pas forcémegnt

1.4.4.2.Exemples— (i) A= k[z1, 22, ..., 2m] (OU UN localisé/complété convenable),z;) =
zj Si i # j, 0i(z;) est fonction de la variable; seule. Alors lesy;: f — i::f (resp. g—i
si o; = id) commutent deux a deux. On prefid = Q. = @ dz;.A, et d est donnée par

Comme cas particulier de cet exemple, en choisisshat Q(a,b, ¢, z), o1:a — a + 1,
oo:b—b+1,03:c—c+1,04=1id, 6 =0; —id (1 < 3), Iy = %, on traitera de maniére
uniforme les relations de contiguité et I'équation différentielle pour la fonction hypergéométrique
de Gauss Fi(a, b; ¢; z).

(ii) Généralisant § 1.4.3.2, leB-isocristaux sur une base affine lisse, ou (dans un langage
différent mais a peu prés équivalent) les équations différentielles linéaiagsques munies
d’'une structure de Frobenius forte, s’interprétent comme des exemples de telles connexions
«mixtes».

1.5. Apercu sur le calcul différentiel quantique d’A. Connes

1.5.1.L'idée générale ([16], IV) est de «quantifier» le calcul différentiel en remplagant la
différentielle classiquel f par une différentielle opératoriellef =i [F, f]. Ici, f est un élément
arbitraire d'uneC-algébre involutivg A, x) d’opérateurs d’un espace de Hilb&rtet F' est un
opérateur auto-adjoint de carré nul g§e On impose auxdf d'étre compacts (ou seulement,
suivant la situationp-sommables). Variant& /2-graduée $ = $H*, I est impair ef , ] est un
supercommutateur.

L'algebre différentielle gradué@* du calcul différentiel quantique s’obtient en pos&Xit=
{>ada'--- da", o' € A}. La trace (régularisée) des opérateurs remplace l'intégration des
formes.

L'exemple de base est celui ad = C>°(X) est l'algébre des fonctions sur une variété
spinorielle X, $ est I'espacd.?(X,S) des sections de carré intégrable du fibré des spineurs
sur X, et F est le signeD|D|~! de I'opérateur de Dirad (auto-adjoint et non borné). On
rappelle que la distance géodésique riemannienneXsstobtient par la formulel(z,2’) =
sup{|z(f) —2'(f)|. f € A, ||[D, f]ll < 1}, z etz’ étant vus comme caractéres de

1.5.2. Dans cet ordre d’'idées, Connes a donné une présentation géométrique du modele
de Weinberg—Salam des interactions électro-faibles ([15], V). L'espaashoisi est somme
disjointe de deux copiek! et M’ d’une variété spinorielle compacte de dimensigplacées a
trés courte distancé L'opérateur de Dirac est modifié en sorte que

. N d(a7a/) Z'(a/ —a)/f .
i[D,(a,a)] = (i(a—a/)/f d(a,a’) >’
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ainsi, la condition|[D, (a,a’)]|| < 1 équivaut, & une constante présqér) — a(a’)| < d(z, '),
la'(z) — o' (2')| < d(z,2'), |a(z) — o’ ()| < ¢ pour touse, 2’ € M.

Nous avons la une situation « semi-classique »et C>(X) = C>(M)? est commutative,
mais ol le bimodule2! ne I'est pas; I'apparition de différentielles discrétés’ — a)/¢ a
inspiré linterprétation des différences finies proposée ci-dessus (8 1.4) comme différentielles
non commutatives.

Dansloc. cit, les objets géométriques primordiaux sont le firéon trivial de fibreC
sur M et C? sur M’, 'espace des connexions unitaires sude «trace» nulle sui/’ (le
groupeU(1) x SU(2) de Weinberg—Salam apparait alors comme groupe de symétrie de ces
connexions), et une fonctionnelle d’action sur ces connexions construite a partir de leur courbure.
En collaboration avec Lott ([16], VI), Connes est ensuite parvenu a une présentation géométrique
du modeéle standard (groupe de symétfi@) x SU(2) x SU(3)), ou I'algébreA n’est toutefois
plus commutative.

2. Calcul différentiel non commutatif et connexions
2.1. Algébres différentielles graduées et anneaux différentiels généralisés

2.1.1. A.d.g.Le calcul différentiel non commutatif s’est beaucoup développé récemment a
partir de trois sources : topologie algébrique [28], [29], géométrie non commutative [15], [16]
— en particulier a propos du modele de Connes-Lott du modéle standard (Dubois—Violette [22],
Kastler, Kerner, Madore, Masson, Michor, Mourad [38], Testard...) —@iggs quantiques
(Cartier, Klimyk, Maltsiniotis, Schmidgen.).

Le cadre général est celui des algebres différentielles graduées (a.d.g.). On part d'une
k-algébre associative unitaité, non nécessairement commutative, et on considére une a.d.g.
Q= @@o On, avec® = A. Il est sous-entendu que la différentietleest de degré (et bien

entendul(k.1) = 0, d?> = 0 etd(w.w') = dw.w’ + (—1)48“w.dw’). Le noyauC de d dansA est
une sousk-algébre, I'algebre desonstantes

2.1.1.1.Exemples— (i) Il existe une a.d.guniverselleQ? .. = Q. (A/C) avecQ’ = A,

Kergo(d) = C : c’est'algébre tensorielle sur 1¢- A-bimodule2! ., = I = Ker(A®c A — A)
noyau de la multiplication (aved:z € A +— 1 ® =z — 2 ® 1). Comme A-module a gauche,
Q7 ., S'identifie 8A ®¢ (4/C) ®¢ --- ®@c (A4/C) par l'applicationagda; - - - da,, — ag ®
(a1 mod C)® -+ ® (an, mod C) (cf.[28], ).

Par exemple, sil est 'anneau des fonctions sur ubeariété algébrique affind’, etC = k,
alors les éléments de! . s’identifient aux fonctiong (z,2’) sur X x X qui s'annulent sur la
diagonale 3 adb correspond a la fonctiofi(x, 2') =Y a(z)(b(z’) — b(x)) ; on peut ainsi voir
Q7 ., comme un «calcul aux différences universel ».

(ii) Si A est commutative, il existe une a.dapmmutativdau sens gradué) universelle avec
Q0 = A, Kergo(d) = C : c’est le quotient d&2 . par l'idéal bilatére différentiel engendré par
I% C I, qui n’est autre que I'algébre antisymétrique sur le module des différentielles de Kahler
9,14/0 = I/I? (au niveau dd)i‘/c, lantisymétrie résulte de I'application dé a la formule
a.db = db.a). En caractéristique 2, c’est donc I'a.d.g. de de Rhaftji; (A/C) = A*QL/C.

(iii) Dans la situation de § 1.4.2, il est naturel d’introduire I'a.d(®f, quotient de{2? ;.
par l'idéal bilatere différentiel engendré par ; son terme de degréest le sesquimodul@!
considéré dans la proposition 1.4.2.1. RemarquongXjuest un sesquimodule relativement a
I'endomorphisme™ de A (point de vue proche de celui deslifférentielles de [34] voir aussi

[44]).
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Dans le cas «a une variable », exemple 1.4.2.2 (i), le caleullz = d(z.dz) = d(dz.27) =
—dz.dz.5,(27) montre qu’en caractéristiqyé 2, et sio(z) # —z, alorsQ>! = 0.

(iv) De méme, dans le cas «a plusieurs variables», exemple 1.4.4.2, on prend*plur
quotient de®, ;. par I'idéal bilatére différentiel engendré pier(Q2),;, — @ Q5,). DansQ?,
on observe alors quéz;. dz; = d(z;.dz;) = d(dzj.zf") = —dz;.dz; sii# j, et2dz;.dz; =0
si 0;(z;) # —z;; on en tire alors aisément, en caractéristigi®, que sio;(z;) # —z; pour tout
i, Q* =P, dz;.dz;. A (commeA-module a droite).

2.1.1.2. Ondit qu'une a.d.gQ* estréduiteou engendrée p&° si c’est la plus petite sous-
a.d.g. de cran égal a0°. Il revient au méme de dire qui&* est quotient d&)*

univ*

2.1.2. Anneaux différentielsgénéralisé}

2.1.2.1. Larecherche d’'un cadre unifié ou inscrire les exemples de § 1 incite a généraliser la
notion d’anneau différentiel. Nous appellerameau différentie{généralisé€) la donnée d’'une
dérivation

d:A — O

d’'une k-algébre associative unitairé a valeurs dans ud-A-bimoduleQ! (il est sous-entendu
que lek-k-bimodule sous-jacent@' est commutatif ; autrement df?,' est und ®;, A°?-module
a gauche). La notion usuelle d’anneau différentiel correspond al'casA.

Par abréviation abusive, nous parlerons quelquefois de I'anneau différéntiel), ou
mémeA. Nous noterons courammefitla k-algébre des constant&sr(d).

2.1.2.2. On dit que I'anneau différentig]lA 4 O estréduit si 'image de d engendre
2! commeA-module a droite. Par la regle de Leibnigab) = d(a)b + ad(b), on voit qu’elle
engendre aus$§t' commeA-module & gauche, i.e.

Q'=dAA=A.dA=A.dA.A.

2.1.2.3. Un morphismed’anneaux différentiel§ A 4 O — (A LN '1) est un couple
u = (u°,u') formé d’un morphisme dé-algébres unitairesA “> A et d'une application
Q! % ' vérifiant

uod=d ou’, u'(awb)=u’(a)u'(w)u’(b)

pour tousa, b € A, w € QL.

L'un des objets de la théorie de Galois différentielle (généralisée) est I'étude des automor-
phismes de certains anneaux différentiefsinfra 3.3.2.

Toute a.d.qg. fournit, par restriction a ses termes de degté, un anneau différentiel au sens
ci-dessus. Ceci définit un foncteur «d’oubli».

2.1.2.4.LEMME. — Le foncteur d’oubli{a.d.g. réduites — {anneaux différentiels réduits
admet un adjoint a gauche «a.d.g.», qui associe a I'anneau différentié ! l'algébre
différentielle graduée)* = «a.d.g. A4 4 Q') quotient deQ* . (A/k) par lidéal bilatére
différentiel engendré paker(QL . — Q).

En effet, pour toute a.d.§)'*, la surjectivité de
Hom, a5 («a.d.g. {4501, Q") — Mor(4-3 0!, 4’40
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résulte aisément de la propriété universell@de. (A/k), etl'injectivité de ce qu’un morphisme

«a.d.g.$A 3 Ql) — Q" est déterminé par sa valeur St = A et surQ! = A.dA.A. Noter
qu'on aurait pu remplace®;, . (A/k) parQY ;. (A/C).

2.1.2.5. Uneextension différentiellest un morphisme d’anneaux différentiels= (u°, u')
avecu? injectif, et ouQY'! =2 Q! ® 4 A’ commeA’-module a droite (la dissymétrie est liée a notre
choix de privilégier, ultérieurement, les connexions a gauche).

2.1.3. Idéaux différentiels
2.1.3.1. Le lemme précédent suggere de définir la notiadé#l différentiel généralisée

(A it Q') comme trace en degré 1 d’'un idéal différentiel (bilatére) de
(«a.d.g. %A 4 b)),

ou ce qui revient au méme, comme noyau d’un morphisme d’anneaux différeémiéjtlﬂl) —

(A LN '), Explicitement, c’est donc la donnée d’'un idéal bilatérde A et d’'un sousA- A-
bimoduleI' deQ! tel quedI C I'.

2.1.3.2. Cette notion naturelle du point de vue catégorique semble peu utile en pratique.
Aussi réserverons-nous le nomid€al différentiel(au sens strict) aux idéaux différentiels
généralisésl 4 I') qui vérifientI! = Q'.1, l'image deQ2! @ I dansQ! (noter la dissymétrie
droite-gauche). C’est donc le noyau d’un morphisme d’anneaux différentieléu®, u') avec
' ®1: Q' A" — Q'Y bijectif. Comme l'idéal différentiel est alors déterminé panous dirons
aussi, par abus, gqueest un idéal différentiel dd.

Considérons le cas particulier ot 4emodule a droite?! est projectif de type fini (c’est le
cas dans tous les exemples intéressants). Il admet donc un «dual & gaithegui est un
A-A-bimodule. On dispose des homomorphismesgleé-bimodules habituelscf. [11], 1)

e: V'@, Q' — A (évaluation, notée auséi ))
n:A—Q'®,4V0Q"  (coévaluatioh
vérifiant
(id®e)(n®id) =idq:, (e ®id)(id ®n) =idvar).

2.1.3.3.LEMME. — Supposon$! fidéle et projectif de type fini a droite sut. Un idéal
bilatereI de A est un idéal différentiel si et seulement'$2t, dI) C I, ou encore si et seulement
si (VO dI.A) = 1.

Il suffit de prouver la seconde assertion. Remarquons fue (VQ!, dI.A) = ¢(VQ! @
A.dI.A) estun idéal bilatére dd. On aAdl. A= (e ®id)(id ®n)(Adl.A) CQ @ J = QL. |l
reste a démontrer quBcontient/. Puisque! est fidéle et projectif de type fini a droite sdril
suffit de faire voir que?! ® I C Q' ® J. Or pourtousy, b€ A, i € I, adb.i = ad(bi) — ab.di €
A ®J.

Dans le cas classique oliet Q' sont commutatifs, les élémentsd@' s’interprétent comme
des dérivations del, et on retrouve une notion familiére d’'idéal différentiel : idéal stable sous
VO C Der(A).

2.1.3.4. Un anneau différentiglA, d) est ditsimplesi ses seuls idéaux différentiels sdnt
et A.
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Exemples— Les anneaux différentiels de fonctions analytiques sur une variété analytique lisse
(réelle ou complexe, voirg-adique rigide) sont simples, mais pas les anneaux différentiels de
fonctionsC® (les fonctions infiniment plates en un point forment un idéal différentiel).

— De méme, les anneaux locaux d’'une variété algébriqsair un corpsk de caractéristique
nulle sont différentiellement simple®{ étant pris égal au module des différentielles de Kéhler)
si X est lisse, mais pas en général.

— Les anneaux différentiels (de caractéristigyeO, et OP4 considérés en § 1.2.2 sont
simples.

— Dans la situation d’'un anneau aux différendeso) (1.4.2), on prendra garde que la
simplicité deA — QL n’équivaut pas a ce que les seuls idéauxidtables pas sont0 et A. Par
exemple, cet anneau différentiel est simple dans le cas€é:[z] muni de la dilatatiow z = ¢z,
bien quez A soit un idéal stable sous

— Si (A, d) est extension d'un anneau différentiel simplé, d) (cf. 2.1.2.5), tout idéal
différentiel de(A’, d’) distinct de A’ évite A privé de0; en particulier(4’, d’) est simple si
A’ est une localisation dd.

= Soitk = C[[z,y]], A= kl21,20]/ (221 +yzo — 1), Q' = Q) ;. Alors C = k et ldéal
maximalp dek vérifiep A = A. On a toutefois le résultat suivant :

2.1.3.5.LEMME. — Supposons qué est commutatif.

(i) Si(A, d) est simple, alorg” est un corps.

(i) Soit Q(A) l'anneau total des fractions del (i.e. le localisé deA par le monoide de
tous ses éléments non-diviseurdleAlors d admet un unique prolongement en une dérivation
d:Q(A) — Q(A) ® Q' ® Q(A). Supposons en outre @& soit un A-module a droite sans
torsion, queQ ®4 Q(A) — Q(A) ®4 Q' @4 Q(A) soit surjectif, et qu& A, d) soit simple.
Alors (Q(A),d) est simple, et son corps de constanteg’est

Démonstration. {i) Si ¢ est un élément non nul d&, la simplicité de(A, d) entraine que
cA = A, doncc a un inverse, qui est nécessairement une constante.

(i) On peut voir A comme sousgsalgébre de&)(A). L'existence et I'unicité du prolongement
de d a Q(A) sont claires : pour inversible, on a la formulel(a=!) = —a™! ® da ® a~*.
Sous les hypothéses q@E soit un A-module a droite sans torsion et g8 ®4 Q(A4) —
Q(A) @4 Q' ®4 Q(A) soit surjectif, onal: Q(A) — Q' @4 Q(A), etQ! — Q' ®4 Q(A). On
voit alors que l'intersection de tout idéal différentiel @¢A) avec A est un idéal différentiel
de A. Si (4, d) est simple, on en déduit qu'il en est de méme@¢€A), d). Par ailleurs, soit
une constante non nulle d¥ A). Alors cA N A est un idéal différentiel non nul dé, donc égal
aA;onendéduil/ce A,d'oul/ceCetceC.

2.1.3.6. Pour traiter du cas oul est commutatif mais o' n’est pas un corps (c’est-a-
dire, en pratique, du cas de familles d’équations différentielles ou aux différences), il y a lieu
de remplacer la notion d’anneau différentiel simple par celle d’anneau différentiel « simple par
couches». Pour tout idéal premjede C, notonsx(p) le corps de fractions d€//p.

Nous dirons qué A, d) estsimple par couchesi A est fidelement plat suf, et si pour tout
idéal premierp de C, I'anneau différentiek(p) ®c A — x(p) ®c A.dA induit est simple, et
anneau des constantes dé) ®¢ A estx(p).

Exemples— Tout anneau différentiel simple est simple par couches.

— Si (4, d) est simple par couches, il en est de méme de I'anneau différédtiel) ® C’
obtenu par changement d’anneau de constatitesC’, dés lors qu&’ est une localisation ou
un quotient de”'; en effet, tout idéal premier d&’ provient alors d’un idéal premier d&.

— Soit A = (CJ[g — 1]])[2] (ou un localisé),c = dilatation de module;, Q' = Q! (cf.
exemple 1.4.2.2 (i), 2.4.3; situation correspondant a la confluence des équatigrditiéren-
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ces vers une équation différentielle). C'est un anneau différentiel simple par couches : le point
est Qued, (z") =ng.2" "t etng=1+q+---+¢" ! estune unité dan€[[qg — 1]]).

— Les anneaux différentiels dont 'anneau des constantes est de caractéristique mixte ne
sont généralement pas simples par couches,ZE{zg.i Z[z]dz (l'anneau des constantes de
(Z2/pZ)|z] est(Z/pZ)[=")).

2.1.3.7.Remarque— Toutes ces notions se faisceautisent sans difficulté. En fait, la plupart
des constructions qui suivent gardent un sens dans tout topos.

2.2. Connexions

2.2.1. Défin(iltion
SoientA = Q! un anneau différentiel (généralisé€),son anneau de constantes. Saitun
A-module a gauche. Urmbnnexiorsur M est une applicatiok-linéaire

VM — Q'o@s M

vérifiant la regle de Leibniz
V(am) =aV(m)+ da @ m.

On peut aussi, selon Atiyah, définir une connexion en introduisant le m@le ) desjets a
gauche d’ordre uj28], 1.8 : commeC-module,P! (M) n'est autre quéil & (2t @4 M) ; on
le munit d’'une structure dd-module & gauche en posant

a(m,w®n) = (am,da@m+ aw @ n).

La donnée d’'une connexioW équivaut alors a celle d’'un scindade = (id, V) de la suite
naturelle deA-modules

pry

0— Qo4 M — P (M) =5 M—0.

Un morphisme ded-modules a connexion est un homomorphismeddmoduleshorizontal
i.e. compatible aux connexions. Lesmodules a connexion forment une catégorie abélienne
k-linéaire (et méme’-linéaire a gauche).

2.2.1.1.Exemples— A 4 Q1 définit une connexion sufl, appelée connexion triviale. Plus
généralement, on qualifie daviale toute connexion isomorphe a une connexion de la forme
d®idy surA®c N, ouN est unC-module & gauche quelconque.

Pour tout A-module & connexionM,V), on peut identifierMor((4, d),(M,V)) au
C-moduleM Y :=KerV. Les éléments d&/ " sont ditshorizontauxen souvenir de la situation
géométrique rappelée en 1.1.2).

— SiQ! est projectif de type fini a droite, alors les idéaux différentielsidé 0, § 2.1.3.2,
correspondent exactement aux sous-modules a connexion de la connexion(tdyidJe

—SiQ! = A, la notion de connexion se spécialise en la notion usuelle de module différentiel :
un endomorphismé-linéaireV de M vérifiantV (am) = da.m + aV(m).

2.2.1.2.Remarque— Lorsque)! est projectif de type fini a droite (de dual a gauci§g'),
la donnée d’'une connexioW équivaut a celle d'une applicatidrlinéaire VQ! — Endy M,
D — Vp vérifiant
Vp(am) =Vp.a(m)+ (D,da).m (enposan¥p(m)=(D,V(m)) € M).
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En général les opérateuk8p ne vérifient pas la régle de Leibniz, d’ou la supériorité de la
formulation en termes de connexions.

Rappelons, pour mémoire des signes, le lemme bien connu suivant :

2.2.1.3.LEMME. — Pour toute a.d.g2* «prolongeant»A 4 Q!, V s’étend en une unique
applicationC-linéaire 2* ® 4 M — Q*+t! ® 4 M, encore noté&, vérifiant pour toutu, w’ € Q*,
et toutm € M l'identité

V(w.(w' ®@m)) =dw.(w' @m)+ (—1)d8“y, V(W' @m).
L'existence se déduit facilement du calcul
V(w.(w'@m))=V((ww)om)=dww)@m+ (—1)degwtdess’ ) (/7 (m)
= dww @m+ (—1)98dw’ @ m 4 (—1)de8wtdes’y, (/T (m)
= dw.(w' @m) + (—=1)%8“L V(W' @ m).

2.2.1.4.Remarque— Dans le cas des connexions sur les modules a droite ([28], 1.10, [39],
2), la régle des signes définissant I'extensidip 4 Q* — M ®4 Q* ! est

V(mow)w)=V(mew)w + (1) (m @ w).dw'.

Ily a donc lieu de prendre garde, méme dans le cas classicqué est graduée commutative, aux
changements de signe lorsqu’on écrit les connexions comme applications a vale$ gans
ou dansV ® Q1.

2.2.2. Fonctorialité
Considérons un morphisme d’anneaux différentiels

w= (W ut): (A-5 o) — (4L o)

(cf. 2.1.2.2). A toutA-module & connexiori)M, V), on associe urd’-module & connexion
u*(M,V)=(A"®4 M,V’), o0V’ est définie par

V'(d'@m)=d . (u' ®@idr)(V(m)) + da’ @ m.

On le note aussiM 4/, V 4).
Le scindage correspondaiid, V') de la suite naturelle d¢-modules

0 — Q/1®A M — 'Pl(A/®AM) LN A@aM — 0
n'est autre que le prolongemedt-linéaire de I'applicationd-linéaire composée
M Y Py s PYA g, M.

2.2.3. Courbure, intégrabilité, descente
Le lemme suivant ([28], 1.13, [39], 2.5) est bien connu, surtout dans le cas commutatif

2.2.3.1.LEMME. — La compositiorvV2 de V par elle-méme

QA M — Q*+2®AM
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est un homomorphisme de*-module a gauche, uniquement déterminé par sa restriction
M — Q2 Qa4 M.

Lorsque2* estl'a.d.g. canonique attachéela®: 0!, 2.1.2.3, on appelle cet homomorphisme
M — Q% ®4 M (lacourburede V).
Le lemme suivant est immédiat :

2.2.3.2.LEMME. — Soitu = (u®,ul): (4 % Q) — (A’ LA ') un morphisme d’anneaux
différentiels. La courbure de* (M, V) est 'homomorphisme composéida: ® V?: A’ @ M —
A’ @ 0% ®4 M et de ’homomorphisme naturdl @ Q2 @4 M — Q2 @4 M.

On dit queV estplateou intégrablesi sa courbure est nulle.

2.2.3.3.Exemples— Une connexiotriviale, i.e. de la formel ® idy surA @ N, ou N est
un C-module a gauche quelconque, est toujours intégrable.

— Si A est commutatif de caractéristiqete2 (cf. 2.1.1, et si2' est un bimodule commutatif
projectif de type fini, l'intégrabilité d’'une connexidown équivaut & ce que I'applicatioslinéaire
VOl - End, M, D — Vp commute au crochet de Lie.

Examinons la situation de 2.1.1.1 (iv) : calcul aux différences a plusieurs variables, en
caractéristique 2, aveco;(z;) # +z;, de sorte qué)? = P dz;.dz;.A. Considérons un
systeme linéaire aux différences

(* x %) oi(Y)=Aw).Y,

i<j

ol Ay € GL,,(A). Suivant 2.4.3, 2.4.4, associons-Iui le module libfe= @} =+ A.m;, muni
de la connexion suivantef{ 1.4.3) :

1
-/4 )lk lk

’L

R
Un calcul direct montre que sa courbure est donnée par

@dzl dz) @ gy,

T w)E —7)

OUR(;j) = A@;Aam - A&;A@;Uj, i < j. La connexion est donc intégrable si et seulement si
AT Agy = A7) Ay, pour tous, j.

2.2.3.4. Dans le cas intégrable, on dispose d'un complex€'daodulesQ* ® 4 M, appelé
complexe de de Rham non commutatif#g V). Sa cohomologie apparait par exemple dans les
travaux d’Aomoto sur les systemes hypergéométriquestogpergéomeétriquest. e.g. [4] fvoir
aussi [46]).

2.2.3.5. Dans [39], 3.12, on trouve un dictionnaire entre données de recollement pour un
A-module M relativement a4/C, et connexionsV sur M (avecQ! = Q! . (A4/C)). La
condition de cocycle pour la donnée de recollement correspond a I'intégrabilté de obtient
alors une donnée de descente effecti¥é provient d’'unC-module.

2.2.4. Biconnexions et voltes
Supposons maintenant qué soit un A-A-bimodule, tel que leé-k-bimodule sous-jacent
soit commutatif. Rappelons qu'wpérateur d’ordre urde M vers un autred- A-bimodule N
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est une applicatio-linéaire D: M — N telle que pour touts € A, m — D(am) — aD(m)
est un homomorphisme dé-modules a droite ; il revient au méme de dire que pour bauti,

m — D(mb) — D(m)b est un homomorphisme démodules a gauche ([21], Lemma 1; le point
est qu’une translation a droite arbitrajgiecommute & toute translation & gauehiede sorte que
[[D,al],|b] =][D,|b],al]). Le résultat suivant est un cas particulier de [21], Theorem 1 :

2.2.4.1.PROPOSITION — Il existe un unique homomorphisme de bimodulg®) : Q! . ®4
M — N (resp.eq(D): M @4 Q,;, — N) tel que I'on ait

D(amb) = aD(m)b+ ¢s(D)(duniva @ m)b+ apq(D)(m @ dunivh).

Par exemplep (D) est induit par 'homomorphisme de bimodulk®,, Q. — N défini
parm ® db.a — D(mb)a — D(m)ba.

Il est clair que toute connexion (a gauche) gudrest un opérateur d’ordré de M vers
N=Q'®4 M, avecps(V) =7 @idas, ol est ’lhomomorphisme canoniq@¥, ;. — Q'.

Démonstration de la proposition 2.2.4.1Abrégeons provisoirement I'expressi@i{am) —
aD(m) (resp.D(mb) — D(m)b) ena | m (resp.m | b). PuisqueD est un opérateur d’ordre un,
ona

D(amb) — D(am)b— aD(mb) + aD(m)b =0,
c'est-a-dire
D(amb) = D(am)b+ (a| m)b+ a(m | b).

Rappelons quel . =~ A/k ®, A comme A-module a droite. Puisque I'application
m— (m | b) est A-linéaire & gauche et nulle polre k, on peut définir un homomorphisme
de bimodules);(D): M @y, QL . — N en posant),(D)(m @ dunivb ® ¢) = (m | b)e. Pour

univ
toutae A,ona

Ya(D)(m ® adunivd ® ¢) = 1¥a(D) (M @ duniv(ab) @ ¢ — dyniva @ be)
= (m|ab)c— (m]a)bc= (ma|b)c=1vq(D)(ma @ dynivb ® ¢).
Donc ¢4(D) définit bien un homomorphisme de bimodulgg(D): M ®4 Q! . — N. On

procede de méme de l'autre cOté pour défipi( D), et on a bienD(amb) = D(am)b +
©s(D)(duniva®@m)b+ apq(D)(m® dunivb). Lunicité deps (D) (resp.pq(D)) se voit en posant

b=1 (resp.a = 1) dans cette formule).

A la suite du travail de J. Mourad [38] sur I'adaptation en géométrie non commutative
du concept de connexion linéaire en géométrie différentielle (connexion sur le fibré tangent),
M. Dubois-Violette et T. Masson [21] ont dégagé la notion de «bimodiseonnection ».

Nous reprendrons cette notion dans une tout autre perspective, en la rebaptisant simplement
biconnexion :

2.2.4.2. DEFINITION. — On suppose que I'anneau diﬁérenﬁﬁlg O est réduit, i.eQ! =
dA.A (ainsim est surjective). Undiconnexion(d gauche) est une connexi®8hpour laquelle
»a(V) se factorise a traversl,; ® . Il donne alors lieu & un homomorphisme canonique de
bimodules

¢(V):¢D(V):M®A91 — 0t ®a M

gue nous appelleronsielte (droite-gauche) de la biconnexidn
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2.2.4.3.Exemples— (i) La connexion trivialel: A — Q! : la volte est I'unique prolongement
bilinéaire de I'application 4 ® w — w ® 14 (en particulier, c’est un isomorphisme).

(ii) Le cas classique of2* est graduée commutative, &f est un bimodule commutatif; la
volte est alors Iisomorphisme naif d’échange des factdfig 4 Q' — Q' @4 M.

(iii) Si (A’, d’) est une extension différentielle del, d) (cf. 2.1.2.5), on peut considérer

(A’, d") comme unA- A-bimodule a biconnexion; sa volte est I'unique prolongement bilinéaire

de I'applicationl 4 @ w — w ® 1 4.
(iv) Systemes aux différencgis4.3) : A = k(z), o = endomorphisme dél avecz? # z. On
peut écrire toute connexion sous la forkign) = dz® 24 (m), ou®: M — M esto-linéaire.

C’est toujours une biconnexion, dont la volte s'écrit

H(V)(m @da) =da @ P(m).

Dans le cas triviall = A, ® = o, on observe que c’est bien un isomorphisme, ménaersest
pas injectif.

Revenons au cas général.

2.2.4.4.LEMME. — Soit f:(M;,V1) — (M2,V2) un morphisme de biconnexior{se.
homomorphisme dei-A-bimodules horizontalV; et Vs, étant des biconnexiohsOn a

P(Va)(f @idar) = (idar ® f)¢(V1).
Cela résulte immédiatement de la définitipp(V)(m ® db.a) = D(mb)a — D(m)ba.

2.2.4.5.LEMME. — Soit (M', V') L (M,V) % (M”, V") une suite exacte del-A-bi-

modules a connexion. On suppose §uest une biconnexion. Alors

(i) sig est surjectiveV” est une biconnexion. De plus,8i est une biconnexion, et si les
voltes deV et V' sont inversibles, il en est de méme\dé;

(i) si f est injective, et fait du bimodul&/’ un facteur direct deM, alors V' est une
biconnexion. De plus, sV” est une biconnexion, et si les voltes ¥eet V" sont
inversibles, il en est de méme Wé;

(i) si Q! est plat a droite surd, les A-A-bimodules a biconnexion forment une catégorie
abéliennek-linéaire;

(iv) si Q' est plat aussi a gauche, alors la sous-catégorie pleine formée des biconnexions a

volte inversible est stable par sous-quotients.

Démonstration. Via ¢4, on obtient un morphisme de suites exactes de bimodules

M/®Q1 4>M®Ql 4>M//®Ql

univ univ univ

! l |

Ql®M'4>Ql®M4>Ql®M”
Si g est surjective, il se compléte en

MO — MW . — =M'Q. —=0

univ univ univ

| | ]

VoM —QUReoM—QeaM'—0
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CommeV est une biconnexion, ce morphisme se factorise garz Q! . — M ® Q! —
M" Q' -0 (resp. parM’ @ Q' = M @ Q' - M” @ Q' — 0 si Q! est plat & droite ef
est injective, puisqu'alor8 — Q! @ M’ — Q' @ M — Q! ® M” — 0 est exacte). Une chasse
au diagramme aisée prouve alors (i) et (iii).

Si f estinjective, et sf fait du bimoduleM’ un facteur direct dé/ (ou siQ' est plat & droite
et a gauche), on a un morphisme de suites exactes

O*>M'®Ql *)M@)Ql *)M//@)Ql

univ univ univ

| | i

0——=Q M —Ql oM —Qlo M"

CommeV est une biconnexion, on voitimmédiatement qu'’il en est de méni& get que siv”
est une biconnexion, le morphisme de suites exactes précédent se factofise pare QF —
M ® Q! — M"” ® Q. Une chasse au diagramme aisée prouve alors (ii) et (iv).

2.2.4.6.Remarque— Voici un léger raffinement, utile plus bas (2.4.5). Supposon§fgué’,
V" sont des biconnexions. Supposétisplat a droite surd, f injective, g surjective. On alors
un morphisme de suites exactes

MW —MU — M0 —0

L

0O—=QloM — QoM ——=QeoM'—0

Supposonsp(V) inversible. Alors pour quep(V”) soit inversible, il faut et il suffit que
I'homomorphismdm (M’ ® Q' — M ® Q') — Q! @ M’ induit parg(V’) soit inversible.

2.3. Produit tensoriel

2.3.1. Définition

Dans le cas classique commutatif, la connexion canonique sur le produit tensoriel de deux
modules a connexion est donnée par la regle bien coRhug id + id ® Vs, I'isomorphisme
naif d’échangé/; @4 Q' — Q' ® 4 M, étant sous-entendu dans le second terhie Vs.

Dans le cas of2! est un bimodule non commutatif, il N’y a plus d’'isomorphisme d’échange
et la formule perd son sens. On peut toutefois la « sauver», dans le cas des biconnexions, en
remplagant I'isomorphisme naif d’échange pév ).

Soient dond M, V1) et (M2, V) deuxA-A-bimodules & biconnexion.

2.3.1.1.LEMME. — Il existe une(uniqug connexion(a gauche V sur M; ® 4 M, telle
que V(m1 @ ma) = Vi(m1) ® ma + (¢(V1) ® id2)(m1 ® Va(mz)) (en d'autres termes,

C’est une biconnexion, dont la volte estV) = (¢(V1) ® ids) o (id; ® ¢(V2)).

Démonstration. Pour prouver la premiére assertion, il est commode d'utiliser la définition
des connexions en termes de jets : considérons les homomorphisriesdeéules a gauche

Dy =(id,V1): My — PH(M;) et PHM)© My = PYMy @ Ms).
Alors D = (id, V) n’est autre que la composition
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(D1,V2) (id,¢(V1)®id2)
= ( PREAA M Al

My @ My PUM) @ Ms) & (My @ Q' @ My)

— (PY(My) ® M) @ (Q' @ My © M) — PLYM;) @ My — PY(M; ® Mo)

qui est clairement une sectiotrlinéaire deP*(M; @ M,) — M; ® Ms. On obtient donc une
connexion bien défini¥ . La seconde assertion résulte du calcul

V((ml X mg)a) — V(ml X mg).a = Vl(ml) ® moa + (Qb(Vl) & ldg) (m1 X Vg(mga))
- Vl(ml) & moa — (¢(V1) ® ldg) (m1 ® Vg(mg)a),
ou deux termes se compensent.

2.3.1.2. LEMME. — Le produit tensoriel ainsi défini est un bifoncteur sur kesA-bimodules
a biconnexion.

Cela résulte immédiatement de la définition du produit tensoriel et du lemme 2.2.4.4.

2.3.1.3.Exemples— Dans la situation de 2.2.4.3 (iii), et &4/, V) est unA-A-bimodule &
biconnexion, I'image inverse* (M, V) peut étre vue comme produit tensoriel de biconnexions
(A, d)® (M,V).

— Systémes aux différences (1.4.3) \&j et V5 sont deux connexions correspondant aux
endomorphismes-linéaires®; et ®, respectivement, leur produit tensoriel est la connexion
correspondant @; ® ®,.

J'ignore si, en général, le produit tensoriel de deux (bi)connexions intégrables est intégrable.

2.3.2. Contraintes d'unité et d'associativité

Ce sont celles induites par celles désd-bimodules.

— L'unité est la connexion trivialeé = (4, d). OnaEnd1=CnNZ(A) D k, ouZ(A) désigne
le centre deA.

Le End 1-End 1-bimodule sous-jacent@' est commutatif, en vertu du calautia = d(ca) =
d(ac) =da.c,ce CNZ(A).

— Pour I'associativité, on remarque que

V1 ®idas + (6(V1) @idas) (idy © (Vo @ids + (¢(V2) ®ids)) (id2 ® V3))
=V1®idsg + (¢(V1) & ldg) ((ldl & VQ) & 1d3) + (gzb(Vlz) & 1d3) (id12 ® Vg),

compte tenu de(Viz) = (¢(V1) ®idz) o (id1 ® ¢(V2)).
On résume ces résultats comme suit :

2.3.2.1. PROPOSITION — Les A-A-bimodules a biconnexiof@ gauchéforment une catégo-
rie k-linéaire monoidale.

2.3.3. Dualité
Ce point est un peu plus délicat. Il y a lieu de distinguer entre duaux a gauche et acfroite (
[11] pour une discussion générale des duaux).

2.3.3.1. Préduaux. Soit (M4, V4) un A-module & connexioa droiteavecM projectif de
type fini. Le A-module a gauché&M, = Hom 4 (Mg, A) est muni d’'une connexion (a gauche)
*V, de la maniére suivante. Identifiant ldsmodules & gauch@! @* M, et HomA(Md,Q}i)
(homomorphismes dé-modules a droite), on définitV,(*m) € Q' @* M, par
(*V(*m),m) =d{*m,m) — (*m,V4(m)) € Q.
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Plus précisémentidg: @ )(*V,(*m) @ m) =d(e(*m @ m)) — (e ®idg1 ) (*m @ V4(m)), ou
¢ est 'hnomomorphisme d’évaluation.

On vérifie immédiatement que c’est une connexion a gauth¥;, “V,) est le prédual de
(Mg, V).

De plus, siM, est sous-jacent a ufi- A-bimodule et sV, est une biconnexion, alot§/; est
une biconnexion a gauche, dont la volte vérifig(*V,)(*m ® da),m) = (*m, ¢s(Va)(da &
m)).

Partant d’'unA-module & connexion a gaucli@/s, V), on définit de méme son prédual
(M}, V3),; Vi estune connexion sur lé-module a droité\/; = Hom 4 (M, A).

2.3.3.2. Des hiconnexions a gauche aux biconnexions a droit€Considérons a présent un
bimodule & biconnexion (& gauch@)/, V) dont la volte¢,(V ;) estinversible On peut alors
munir M d’une connexion a droit®¥ ; définie par

Va=(¢a(Vy) 0V,

C’est bien une connexion (a droite) :
Va(ma) — Vg(m)a= (¢a(Vs)) - (Vs(ma) — Vs(m)a) =m @ da,

et méme une biconnexion (& droite), de vahgV,) = (¢a(V,)) 1.
Partant d’'un bimodule & biconnexion a drojfe, V) dont la volteg, (V) estinversible on
construit de méme une biconnexion a gauvhesur M.

2.3.3.3. Duaux. Soit (M, V) un A-A-bimodule a biconnexioa gauche On suppose que
le A-modulea droite M, sous-jacent &/ estprojectif de type finiSoitV M son dual; c’est un
A-A-bimodule, projectif de type fini a gauche.

Une connexion a gauchév = vV, sur VM est diteduale a gauchele V si c’est une
biconnexion, et si les homomorphismes d’évaluation

VM@ M — A

et de coévaluation
A — M®s'M
sont horizontauy, i.e. induisent des morphismes de connexion.

2.3.3.4.LEMME. — Une connexion duale a gauch& existe si et seulement si la voltéV)
est inversible. Elle est donnée par la formll& = *V,, ou*V, est la préduale de la biconne-
xion a droiteV 4 sur M attachée a la biconnexion a gaucke On a donc

(YV (), m) = d(m,m) — (1, (V) 'V (m)) € Q.

Sa volte vérifie
(6(VV) (m ® da),m) = (i, (V)" (da @ m)).

Démonstration. -Supposons d'aborg(V) inversible, et définisson$V par la formule ci-
dessus. Un calcul direct montre que c’est une biconnexion, de volte donnée par la formule
indiquée. Il s'agit de faire voir que etn sont horizontaux. Posong(m) => w; ® m;. Ona:
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(id @ e) (Vv mer(m @m))
= ([d@e)('V(m)om) + ([dee)((6('V) @ida) (@ V(m)))
= dfoi,m) — (1, (6(9) 7 (D ws @my ) ) + (Do V)t @wy) ) m; )
= d(rm, m).

Il s'agit d’autre part de faire voir qug(1) = > m,; ® m; est horizontal. Or,

En «évaluant» contre un élément quelcongue M, on trouve

>V (ms) (i, m) (Zmz®dmu ) (Zm@(mm )>)
:ZV(mi)<mi,m>+ZV mi (i, m)) =Y V(my).(nii,m) — V(m) =0.

On conclut que la connexiofV est bien duale a gauche 8e

Réciproguement, supposons que la biconnexion duale a gd8ckaiste. Soiy " n; ® w; un
élément deM @ Q' tel qued(V)(Y. ni ® w;) = 0, et soitri un élément quelconque deVl.
Ona

Z(m,m>wi = (idg1 ®¢€) o ((¢(VV) ®1idas) o (idvy @ (V (Zm Rn; ® wl) =0;

on en tire qué_ n; @ w; =0, et l'injectivité dep(V).
D’autre part, en écrivant comme ci-dessiis) = > m, ® mi;, on a pour touin € M,

w@m=3 {wm; @i, m) = ((ide @)(w),m) = ((idor ©)(w),m)
= ((#(V) @ idvar) o (idn ® 6(V)) (1(1) ©w),m) € (V) (M © Q).

ce qui montre la surjectivité de(V). Ainsi ¢(V) est inversible. Or, la biconnexion duale a
gauche’V est unique, elle est donc donnée par la formule du lemme.

Une construction symétrique associe a tout bimodule a biconnexion & gaucRe) tel que
M soit projectif de type fini commel-modulea gaucheet tel que la volte du prédud™ soit
inversible, une biconnexion & gauche duale & diGitesur le dual a droitéd/"¥ = Hom(Mj,, A).

2.3.3.5.Exemple— Systémes aux différencgls4.3) : supposons pour simplifier quesoit
un automorphismeale A. Un module & connexioi}/, V) admet un dual si et seulement si
I'endomorphismes-linéaire ® de M correspondant est inversible. Dans ce cag, = VV
correspond 4®~1.

2.4. La situation semi-classique

2.4.1.Nous appelleronsituation semi-classiqueelle ou I'on considére un anneau différentiel
réduit A — Q! = dA.A avec A commutatif et ou lesA-modules a gauche munis d’'une
connexion sont toujours considérés comel-bimodules commutatifs ; lel- A-bimodule!
n'est toutefois pas supposé commutatif. En termes imagés, on a un espace de base classique, la
« quantification » ne portant que sur I'espace cotangent.

2.4.1.1.PrROPOSITION — Dans la situation semi-classique, toute connexion est une bicon-
nexion.
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Démonstration. Par définition des(V), il s’agit de montrer que s}, m; ® da; = 0, alors
>: V(m;.a;) = V(m;).a;. Tout A-module a connexion étant quotient d’'uamodulelibre a
connexion, on peut, d'aprés le lemme 2.2.4.5, se limiter au ca®/ agst libre. On peut alors
remplacer la conditio) ", m; ® da; =0 par)_, b;.da; =0, avech; € A, et il s’agit de montrer
que pour toutn € M, >, V(m.b;.a;) =Y, V(m.b;).a;. Or Y. b;.da; = 0 entraine que, pour
toutc € A, Y7, biaide =3, bid(aic) = >, bid(ca;) =, bide.a;, dou Y, bjaw =, biwa;
pour toutw € !, et en particulied . bia; V(m) =>",b;V(m)a;.

En combinant ceci aux égalités

et
Z V(m.b;).a; = Z V(b;.m).a; = Zdbi.ai.m + Z b;V(m).a;,
on obtient le résultat voulu.

2.4.2. Contrainte de commutativité
C’est celle induite palféchange des facteur®our vérifier la cohérence, écrivons

Vl(ml):Zdaié@mi, Vg(mg)ZZdbj ®mg;
i J

alors

V(mi ® mg) = Zdai ® m’i ® <m2 — Zbﬂné) + Zb]—dai ® mi1 ® mé
% 7 17
+ Z dbj XM & m%
J
= Z[bj,dai} ®m§ ®mé + Zdai (X)mfl ®@mo + Zdbj ® my ®mé.

ij i j
La symétrie voulue résulte de la formully, da;] = [a;,db;] (qu’on obtient en développant
d(albj) = d(b](ll))

Notons d’autre part quEBnd 1 = C.

Du fait de la contrainte de commutativité, les duaux a gauche sont aussi des duaux a droite
(lorsqu’ils existent). Plus précisément, 'isomorphisme canoniqué-dedules’ M = MV est
horizontal. Compte tenu de cette identification, nous note(disV) plutét que (¥ M, V)
ou (MVY,VV), et nous I'appellerons alors simplement «dual»(8& V) (lorsqu'il existe,cf.

2.3.3.3).
Un objet est ditigide s'il admet un duat . Il découle alors de 3.3.4 que

2.4.2.1.LEMME. — Un A-module & connexioiM, V) est rigide si et seulement 3i est
projectif de type fini et la volte(V) est inversible.

Lil s’agit de la notion usuelle d’objet rigide dans une catégorie monoidale symétrique. Cette notion n'a bien entendu
rien a voir une notion homonyme classique en théorie des équations différentielles linéaires, liée a I'absence de
« parametre accessoire ».
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Rappelons que la volte est automatiquement inversitflg sist un bimodule commutatiéf,
2.2.4.3 (ii)).
Le théoréme suivant résume nos résultats :

2.4.2.2. THEOREME — Dans la situation semi-classique, ldsmodules a connexion forment
une catégorie abélienn@-linéaire monoidale symétrigug '-tensorielle, dans la terminologie
de[11], 50). La sous-catégorie formée des objets rigides est autonome.

2.4.3. Puissances symétriques et alternées

Compte tenu de la contrainte de commutativité, elles s’obtiennent a partir du produit tensoriel
par les constructions quotients standard. Dans le cas d’'un systéeme aux différences décrit par
une matricer-linéaire® inversible €f. 1.4.3), elles correspondent aux puissances symétriques et
alternées d@.

Examinons le cas particulier de la puissance altepaé&me d’'une connexio/ sur A*
correspondant a une équation aux différences

oMy +au10" Y+ +agy =0, a; €A,

mise sous forme de systéme

0 1
0 0 1
—ap —aq e —ay

Soity = (y1,...,y.) la premiéere ligne d@’. Le déterminant de Casorati gieest

yl y2 S y#

Y7 v o Y

Cas(y) =detY = ] g
- —1

y7 5" v

Si k est 'anneau des constantes (supposé intégee) /) s'annule si et seulement si lgssont
linéairement dépendants sturll vérifie 'équation aux différences d’ordre un

o(Cas(¥)) = (=1)*ao.Cas(¥)
qui correspond &#V.

2.4.4. Hom interne

SoientM’ = (M', V') et M" = (M",V") deux A-modules & connexion. On suppose que
0! est plat surd a droite, queM’ est de présentation finie, et que la volte\deest inversible.
On peut alors identifier led- A-bimodules?! ® Hom 4 (M’, M) etHom 4 (M’, 2! @ M") (cf.
[10],1.2.9).

On définit une connexion stfom 4 (M’, M) en posant, pour touf € Hom 4 (M', M") et
toutm e M’ :

V(f)(m) =V"(f(m)) = o(V")(f @ 1a1)p(V') (V' (m)).
Vérifions la régle de Leibniz :
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V(af)(m)=V"(af(m)) — ¢(V")(af @ 1o1)p(V') " (V'(m))
=aV"(f(m)) +da® f(m) — ap(V")(f @ 1g1)p(V') ™ (V'(m))
= aV(f)(m) + da® f(m).

On note ce module & connexi@hom(M', M"). LorsqueM” = (A, d), on le note aussi par

abus M’ = (M’, V') (méme siM’ n’est pas projectif de type fini). Dans le cas dif est
projectif de type fini, 'isomorphisme canonique demodulesHom o (M’, M") — M" ® M’
est horizontal, i.e. induit un isomorphistkom(M’, M") = M" @ M.

Il découle de 2.2.4.4 que tout homomorphisme horizomtl— M’ définit un élément de
Thom(M', M)V

2.4.5. Changement d’anneau différentiel
Considérons un morphisme d’anneaux différentiels réduits

u:(uou) (A—>Q) (A/iﬂll),
A et A’ étant supposés commutatifs.

2.45.1.LEMME. — {A-modules a connexi(}nL {A’-modules a connexigrest un fonc-
teur monoidal.

En effet, soientM;, V1) et(M,, V) deuxA-modules a connexion. Soieff @ my € u* My,
ah ® ma € u*Ms. NotonsV (resp.V") la connexion produit tensoriel d&; et V, (resp.
de Vi = u* (V1) et V§ = u*(Vz2)), et posonsV’ = u*(V). ComparonsV’ et V" sous les
identifications

't & A u*(Mz) = (u1 & idi) (Ql ®a Mz) et u*(Ml) & A ’LL*(MQ) = u*(M1 XA Mg).
Ona:

V" ((ah @m1) @4 (a5 ®ma))

=V"(V)((alay @m1) @ (1 ®m2))

= Vi (ajah ® m1) ® ma + ajab(u' ®idi2) (¢(V)) ®@ida) (my @ V5(1 @ ma))

= ajab(u! ®id12)Vi(my) @ mo +d'(a)ah) @ (my @ ma)

+ ahab(u' ®idi2)(¢(V1) ®idz) (m1 @ Va(ms))

= alah.(u' ®@idi2)(V(mi @ mo)) +d(ajah) @ (m1 @ mo)

=V'((ay ®@m1) @ar (ay @ ms)).
Par allleurs, il est clair que* est compatible aux contraintes d’unité, d’associativité et de
commutativité.

[l découle du lemme que* transformeA-modules & connexion rigides eff-modules a

connexion rigides. Si I'applicatiofd’ ® ! @ A’) — Q'! induite paru® est surjective (ce qui
est le cas lorsqu@'! est un bimodule commutatif, ou, plus généralement, un sesquimodule), il

est facile de calculer la volte def (V) en fonction de la volte d&, et de voir quep(u*(V)) est
inversible sip(V) I'est; en particulierp* commute & la formation d&.om.
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2.5. Localisation et rigidité

2.5.1. Passage a I'anneau total de fractions
Soit (A4, d) un anneau différentield étant commutatif. On not€)(A) comme en 2.1.3.5
'anneau total de fractions dé.

2.5.1.1. PROPOSITION — On suppose que
(i) 'anneau différentiel A, d) est simple
(i) Q' = dA.A estfidéle et projectif de type fini & drojte
(i) d(Q(A)) c dA.Q(A).
Soit M’ = (M’,V’) un A-module de présentation finie muni d’une connexion de V(%)
inversible. Alors pour toutd-module a connexioo\l” = (M”,V"), I'application naturelle
Mor(M', M") — Mor(Mg 4y, M 4)) €st un isomorphisme.

Démonstration. -Commencons par quelques remarques. Lhypothése (i) entrairn@'gest
sans torsion a droite. LhypothedéQ(A4)) C dA.Q(A) équivaut a dire que 'homomorphisme
naturel deA-A-bimodulesQ® ® 4 Q(A) — Q(A) @4 Q' @4 Q(A) est surjectif (elle est tri-
vialement satisfaite sR! est un bimodule commutatif, ou, plus généralement, un sesquimo-
dule). CommeR! est sans torsion a droite, on a finalemé®(A)).Q(A) = Q! @4 Q(A), i.e.
(Q(A), d) est une extension différentielle dd, d).

Prouvons l'injectivité déVior(M’, M") — Mor(Mp, 4y, M) 4))- Considérons pour cela le
A-module a connexiohom(M’, M"). On aMor(M’, M") C Thom(M', M")V. D’autre
part, comme\/’ est de présentation finie, I'application naturelle

Q(A) ®a Homa (M', M") — Homga) (Mg 4y, My ay)
est bijective. Il suffit donc de faire voir que I'application
Thom(M', M")Y — Q(A) @4 Thom(M', M")

est injective, c’est-a-dire que I'annulatelirc A de tout élémentf € Zhom(M’, M")V C
Thom(M', M") est0 ou A. SoientD € VQ! etie I. On a0 = Vp(if) = (D,di)f +
Vp.i(f)=(D,di)f, ce qui montre qué est un idéal différentiel (2.1.3.3). On conclut par la
simplicité de(A4, d).

Passons a la surjectivité. Softe Mor(M’Q(A), g(A)). Soit 1 ® M’ I'image de M’
dans Mg, 4. Alors f(1 ® M') est un sousd-module a connexion deM¢, ,, (vu comme

(Q(A),d) ® M"), de méme que I'imagé ® M" de M”, et f induit un morphisme de
A-modules a connexion

M — N=fleoM)/(fleaM)n(1eM).

Or, Ng(a) = 0, donc I'image def dansMor (M, 4),Ng(a)) estnulle. D’aprés ce qui précéde,
ceci entraine qug = 0, donc quef € Mor(M’, M").

2.5.1.2. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses #6.1.1 le foncteur de localisation
{A-modules a connexion rigides— {Q(A)-modules a connexion rigidgs
est pleinement fidele.
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Le foncteur est bien défini compte tenu de la remarque suivant 2.4.5.1. L'assertion est
une conséquence immédiate de 2.5.1.1, puisque Aemodule projectif de type fini est de
présentation finie.

2.5.2. Le théoreme de rigidité

2.5.2.1. THEOREME — Ajoutons aux hypothéses @e5.1.1que Q(A) est semi-simpléi.e.
produit fini de corpy Soit(M, V) un A-module de présentation finie muni d’'une connexion de
volte inversible. Alors\I est projectif(et (M, V) est donc rigidg

Démonstration. -Soit M le dual deM = (M, V) au sens de 2.4.4. On dispose du morphisme
d’évaluations : M @ M — (A, d).

D’autre part, commeQ(A) est supposé semi-simple, tod@(A)-module est projectif.
D'apres la remarque suivant 2.4.5.1, la volte 8,4y est inversible. On en conclut que
Mga) est rigide et que(/\?l)Q(A) = M(:?(A). En particulier, on dispose de la coévaluation
NQ(A) (Q(A),d) — MQ(A) & MQ(A) vérifiant (id ® €Q(A))(77Q(A) ®id) = idJVIQ(A>- Selon
2.5.1.17¢(4) provient d’'un homomorphisme: (A, d) — M ® M vérifiant(id ® €)(n® id) =
id,s. D’aprés le lemme classique de la base duale, ceci entraink/ggs projectif.

Considérer des anneaukavec@(A) semi-simple plutét que des anneaux intégres n’est pas

un luxe : de tels anneaux (différentiels) sont inévitables dans la théorie de Picard—\Vessiot pour

les équations aux différences.(48], 1).

2.5.2.2. COROLLAIRE. — Soit X une variété algébrique lisse sur un corpgie caractéris-
tique nulle ou une variété analytique lisgéelle ou complexe, voirg-adique rigidg. ToutOx -
module cohérent muni d’'une connexi@on nécessairement intégrapkst localement libre.

Il est bien connu que, réciproquement, t6Ut -module localement libre de type fini peut étre
muni d’'une connexion.

2.5.3. Le théoréme tannakien

2.5.3.1. PROPOSITION — Ajoutons aux hypotheses 86.2.1quet @ Q(A) = Q(A4) ® QL.
Soit M = (M, V) un A-module & connexion rigide ett’ = (M’,V’) un sous-objet. Soit
M" = (M",V") le sous-objet deM défini parM"” = M N Még(A) C Mga), €t supposons
M" de présentation finie. Alord!’ = M", et M’ est rigide.

Démonstration. -Ecrivons Q(A) = [[| K; comme produit fini de corps. La donnée d’un
Q(A)-module de type fini équivaut a celle d’une famille d’espaces vectadrietle dimension
finie (un sur chaqués;). On peut donc définir sa dimension comme-{aplet des dimensions
desV;.

L'hypothese que! @4 Q(A) 2 Q(A) ®4 N est plus forte que(Q(A)) C dA.Q(A) (elle
est trivialement satisfaite §I' est un sesquimodule relatif & un automorphismgeelle implique
que pour toutd-module de type finiV, Q' @4 (Q(A) @4 N) et (Q(A) ®4 N) ®.4 Q' sont des
Q(A)-modules a droite de méme dimension (finie).

Par ailleurs, on a1’ C M" et Mg, ;) = M) 4. Puisquep(V) est inversible, il en est de
méme dep(Vg(a)), donce(V ) est injective. Comme application entfA)-modules a
droite de méme dimension, elle est donc inversible. Puijuest plat a droite, on @' ® M" =~
Q' @ M) N (Q' @ M{4); puisqueM est fidele et projectifM @ Q' C Mga) ® Q' et
Im(M" @ Q' — M @ Q") = (Mo Q') N (Mg, ®Q'). On déduit alors de ce qui précéde
queg(V") se factorise a travers un isomorphisafe Im(M"” @ Q! — M @ Q') — Ql @ M”.
D’apres 2.2.4.6, ceci entraine que la volte ie/ M” est inversible. Comm@/ est projectif
de type fini etM” de type fini,M/M" est de présentation finie, et on conclut de 2.5.2.1 que
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M estrigide. En particuliet)!” est facteur direct d@/, et 2.2.4.5 (ii) entraine qug(V") est
inversible. Comme\/” est supposé de présentation finie, 2.5.2.1 implique derechettjliest
rigide. En appliquant2.5.1.1 a I’isomorphisme’é(A) — Mb(A), on conclut queM” = M’.

2.5.3.2. THEOREME — On suppose que
(i) 'anneau commutatifA est noethérien, d’anneau total de fractiof$A) semi-simple
(i) Q! = dA.A estfidéle et projectif de type fini a droite,@t ® 4 Q(A) =2 Q(A) @4 Q' ;
(iii)y 'anneau différentiel 4, d) est simple.
Alors tout sous-quotient d’'um-module a connexion rigide est rigide. La catégorie des
A-modules a connexion rigides est tannakienne sur le corps des constantes

Démonstration. Pour la premiéere assertion, le point est, en vertu de 2.5.2.1, de faire voir
gue tout sous-quotient d’un objet rigide est a volte inversible; 2.2.4.5 (i) raméne la question
au cas d'un sous-objet. L'assertion résulte alors de la proposition précédente. De ceci et de
2.4.2.2, il découle que la catégorie ddsmodules a connexion rigides est tensorielle ur
et autonome. Pour montrer qu’elle est tannakienne, il suffit d’exhiber un foncteur fibre (i.e. un
foncteur monoidal’-linéaire exact et fidéle) a valeurs dansigsnodules projectifs de type fini,
pour uneC-algebreB fidele convenable ([19]). Le foncteur d’oubli de la connexion convient
avecB = A, d'aprés 2.5.2.1.

3. Groupes de Galois différentiels et extensions de Picard—\Vessiot en situation
semi-classique

Dans tout le reste de I'article, nous nous placons dans la situation semi-classique : on travaille

avec un anneau différentief 4 ') ol A est un anneau commutatif, mais ou le bimodule des
1-formes différentielle$)! = A. dA.A n’est pas nécessairement commutatif.

3.1. Solubilité

3.1.1. Connexions triviales

Rappelons qu'uml-module & connexiof, V) est dit trivial (2.2.3.3) s'il estisomorphe a un
module & connexion de la fornfel @ N, d ® idyx ), oU N est un module & gauche quelconque
sur I'anneau des constantés Remarquons que sa volte est alors induite par I'application
1y ®w— w® 1y (compte tenu de ce que (&-C-bimodule sous-jacent@' est commutatif,
cf. 2.3.2); c’est donc un isomorphisme.

La notion de connexion triviale est toutefois plus subtile qu’il ne parait :

— la fleche naturelleV — M =2 A @ N se factorise a traver3/V := Kery,(V), mais
N — MY n’est ni injective ni surjective en général.

Elle est injective siA est fidélement plat su€ (ce qui équivaut a dire quelA est un
C-module platcf. [10], 1.3.5). Elle est surjective $V est plat surC' (si A est fidélement plat
sur C, ceci équivaut a dire qué/ est unA-module plat). Lexempled = Q! = Z[z] muni de
d/dz, N = Z/pZ ((A ®c N)V = Z/pZ[2P]) montre qu’on n'a pas toujours surjectivité. Plus
précisément, la chasse au diagramme de suite exactes

N ARc N dA®c N 0
0 MY M VN IAMEZN RN

montre queN — MY est surjective si et seulementdil @ N — Q! @ 4 M est injective.
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— Des exemples de méme farine montrent que
Hom((A®c N,d®idy), (A®c N',d®idn/))

n'est en général égal nilome (N, N'), ni aHome (A @¢ N)V, (A@e N)Y).

— Le conoyau d’un morphisme de connexions triviales n’est pas nécessairement une connexion
triviale : dans I'exemple précédent, considérer le morphiZfeé— Z/pZ[z] donné paid — zP.

— Pour toute connexion trivialg/, V), ’lhomomorphisme naturel dé-modules (& connexion,
si I'on veut)

A®c MY — M

est surjectif (en fait, si est fidelement plat sur', M est méme un rétracte dexc MY), mais
pas nécessairement injectif.

Tous ces problémes disparaissent lorsguest un corps. Toutefois, 'exemple de= Q' =
k[z], d = zd/dz et de I'idéal différentiek A montre que méme $¥' est un corps, une sous-
connexion d’une connexion triviale n’est pas nécessairement triviale.

3.1.1.1.LEmMME. — (i) La catégorie desi-modules a connexion triviaux est stable par®.
(ii) SupposongA fidélement plat suiC, et M plat sur A. Alors (M,V) est trivial si et
seulement s @ MY =2 M. Dans ce cas,M, V) est rigide si et seulement &1V est projectif

de type fini suC, et alors(3)V est leC-dual deM V.

Démonstration. -On a

(A®c N1,d®idn,) ® (A®c N2, d®idy,) = (A®c (N1 @ Na),d ®idn, e, ),
(A®c Ni,d®idy,) ® (A®c Nz, d®idy,) = (A®@c (N1 ©c N2),d ®idn,enN,)-

Supposong M, V) trivial, = (A ®c N,d ® idy). Sous les hypothéses de (iiN est plat
surC, doncN = MV, et A@c MY = M. Le reste est ais§((A @c¢ N),Y (d @ idy)) =
(A® N,d®idy)).

3.1.1.2.Remarque— Supposonsgl plat surC. Alors Hom¢ (N1, No) s’envoie injectivement
versMor((4A ®c N1,d ® idn, ), (A ®¢c Na,d ® idn, )). Appelonsadmissibledes morphismes
de connexions triviales qui se trouvent dans I'image. Si on ne considere que les morphismes
admissibles, la catégorie des connexions triviales qu’on obtient est abélienne.

3.1.2. Critéres d'injectivité de A @ MY — M

3.1.2.1.PROPOSITION — Supposong 4, d) simple, etQ! fidéle et projectif de type fini
a droite sur A. Alors pour tout module a connexiof/,V), I'homomorphisme naturel
A®c MY — M est injectif.

Démonstration. -On a vu (2.1.3.4) que sous I'hypothése de simplicité.est un corps.
Soit {my,...,m;,...} une famille finie d’éléments d&/" linéairement indépendants sar.
Supposons gu'il existe une combinaisddinéaire  a;.m; nulle dansM, aveca; # 0. Quitte
a omettre certains:;, on peut supposer cette combinaison linéaire de longueur minimale, avec
a; # 0 pour touti. Considérons alors toutes les combinaisefinéaires a;.m; nulles.
L'ensemble des coefficients intervenant dans une telle combinaison forment un idéal non nul
I C A.Sil+# A, alors d’aprés 2.1.3.3 et puisq(é, d) est simple, il existeD € VQ! eta; € I
telsque(D,day) ¢ I.0OnaVp(>  a;.m;)=> (D,da;).m; =0(cf.2.2.1.2),d'o¥ D, da;) € I :
contradiction. SiI = A, on peut choisita; = 1, et Vp(> aim;) = >, (D, dag).m; = 0
contredit la minimalité de la combinaison origindl€ a;.m; = 0. On conclut qu'une telle
combinaisor . «;.m; = 0 n'existe pas.
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3.1.2.2. PROPOSITION — SupposonsgA, d) simple par couchefcf. 2.1.3.6) Q! fidéle et
projectif de type fini a droite sud, etC noethérien. Alors, pour tout module a connexian, V)
noethérien(en tant que module a connexjotihomomorphisme naturet @ MY — M est
injectif.
Démonstration. -On peut supposel/ non nul. Par récurrence, on construit une filtration
croissanté, (M, V) comme suit :
— Fy=0;
— F,—1(M,V) étant supposé construit, on choisit un id¢al de C' maximal parmi les
annulateurs de sous-objets non nuls(dé V)/F,,_1(M, V) (un tel idéal existe puisque
C est noethérien);

— onpose alorg, (M) ={me M, p,.m C F,_1(M)}; il est clair que ce module est sous-
jacent & un sous-objét, (M, V) de (M, V). Comme ce dernier est noethérien, la filtration
F' est finie et exhaustive.

Les idéauxp, sont premiers. En effet, soit’V,V) un sous-objet non nul déM,V)/
F,_1(M,V) dannulateur,,. Soiente;, co € C tels quec;.co € p,, maiscs ¢ p,, (Sl en est).
On ace.N # 0, 'annulateur dec».(N, V) contientp,,, donc coincide aveg,, par maximalité.
Puisquec;.c2.(N,V) = 0, on voit quec; € p,, Ce qui montre que, est premier (c’est
I'argument assassin familier). En outre, du fait de la maximalitépjedes gradués associés
Gr,, (M) sont de<”'/p,, sans torsion.

Tirons alors parti de ce qued, d) est simple par couches, et notons (comme en 2.1.3.6)
k(p.) le corps de fractions d€'/p,,. Il découle alors de la proposition précédente appliquée a
k(pn) ® Gr, (M) que ’homomorphisme

v
(“(pn) @ A) QCc/pn (Grn(M)) — k(pn) ® Gr, (M)
est injectif. D’ou I'injectivité de
\%
(A/pnA) ®cyp, (Gra(M)) " = Grn(M).
On a d’autre part un diagramme de suites exactes

(A/pnd) ®cyp, (Gra(M))Y

o

0 A® (Gro(M))Y ———=A & (M/F,_1(M))” —=A& (M/F,(M))¥

| T

Grn(M) M/Fn—l(M) M/Fn(M)

0 0

Une chasse élémentaire permet de conclure, par récurrence descendagtedaque MY — M
est injectif.

3.1.2.3. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses 8el.2.1 (esp.3.1.2.2) tout sous-quotient
d’'un module a connexion trividgkesp. et de type fini sud) est trivial. Sur la catégorie de ces
connexions, le fonctew-linéaire (M, V) — MV est fidéle et exact.

Démonstration. -Sous les hypothéses de 3.1.2.1 ou 3.1.2A2%st fidélement plat su€
noethérien; donc lel-module M est noethérien si et seulement\diV est de type fini suc.
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Considérons une suite exacte
0— (M'\V) — (M,V) — (M", V") — 0.
On en déduit un diagramme de suites exactes

0—=ARc MV —=Ac MV —= Agc M"Y

| | |

0 M’ M M 0

D’aprés les propositions précédentes, les fleches verticales sont injectiy&s,. %) est trivial,
celle du milieu est alors bijective, et on déduit du lemme des cing qu’elles sont toutes trois
bijectives. La seconde assertion en découle.

3.1.3. Connexions solubles qans une extension différentielle
Soit (A 4 Q) oA 4, 1) une extension différentielle (2.1.2.5); rappelons que
V1~ 0! @ A’ commeA’-module a droite. Soit\t = (M, V) un A-module a connexion.

3.1.3.1. DEFINITION. — On dit queM est soluble dans 'extension différentie(ld’, d’) (ou
simplement : dangl’) siu*M = (Ma/,V 4/) est trivial.

3.1.3.2. PROPOSITION — Supposons qud’ soit fidélement plat sud et surC’, et que?
soit fidele et projectif de type fini a droite sdr. Alors:

(i) si.M est soluble dangl’, sa volte est inversibte

(i) si (A’,d") est simple(resp. simple par couches, avét noethérief), alors pour tout
module a connexioM soluble dansd’ (resp. et noethériénon a4’ ®¢- MX,A’ = My
Tout sous-quotient dét est soluble dansd’ (resp. et noethérign La catégorie des
modules a connexions solubles datfs(resp. et noethériensst abélienne monoidale,
et le foncteur « solutions dam¥ » w4, : M — MX,A’ est fidele et exact.

(iii)y Si(A’, d") est simple, toul-moduleM de type fini muni d’'une connexion soluble dans
A’ est projectif.

(iv) Si(A’, d’) est simple par couches, alors pour tout idéal prenpiele C’ et tout module &
connexion soluble dand’ et noethérienM, on aM A’ ® r(p) = (Margr(py) YA @x)

(v) Supposons que&’ est régulier de dimensiork 1 (par exemple un corps Soit
(M',V'") — (M, V) un monomorphisme d’objets solubles. Alorsigiest plat sur4
(resp. rigide, i.e. projectif de type fini d’apré), il en est de méme de/’.

Démonstration. i) résulte par descente fidelement plateA4lea A du fait que la volte de
V 4/, qui est inversible, est I'unique prolongemetitlinéaire a droite de la volte de.

(i) suitde 3.1.1.1 et 3.1.2.3.

(iii) : si M est soluble dansA’, d’) simple,C’ est un corps efl! ®¢- MX/" ; si M est de
type fini sur A, MYA" est donc un espace vectoriel de dimension finie@urDonc M 4. est
libre de type fini sutd’ et on conclut par descente fidélement plate.

(iv) : comme(4’, d') ® (p) est simple par hypothése, on a
A/ Rcor (MA’@W(}J))VA/@MP) — MA’@&'(}J)'
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Par ailleurs A’ @c¢ MX,A’ = M. Par conséquent, le composé
A ®@cr MX/A/ ®k(p) — A @cr (Magnp) 4 — (Marg(p))

est un isomorphisme, et il en est donc de mémM%’ R K(P) = (Margu(p)) ¥ A2,

(V) : M estA-plat (resp. projectif de type fini) si et seulemend i, estA’-plat. Pour( M, V)
soluble dansA’, cela revient a dire queM 4.)V 4" estC’-plat (resp. projectif de type fini). Or,
si ¢’ est régulier de dimensiog 1 (i.e. produit fini d'anneaux de Dedekind et de corps), un
C’-moduleN quelconque est plat (resp. projectif de type fini) si et seulement si pour tout idéal
premierp deC”, le C;-moduleN,, est sans torsion (resp. et de type fini) ; ceci se propage donc a
tout C’-sous-module. D’ou le résultat. (De méme, on observe que les hypottiesggulier de
dimension< 1 et )'! fidéle et projectif surd’ entrainent quel A’ estC’-plat, donc qued’ est
fidelement plat su€’.)

3.1.3.3. Solubilité et intégrabilitt— Une connexiosoluble dans une extension différentielle
n’est pas nécessairement intégrabledme dans la situation classique @& est un bimodule
commutatif (en dépit de 2.2.3.2 et de l'intégrabilité des connexions triviales).

Soit par exempled = k[z1,22] considéré comme anneau différentiel généralisé via les
dérivationsd/dz;, d/dz»; nous prenons don@! = Q-h/k = dz1.A @ dzs.A4, le module de
Kéahler usuel.

Considérons le module & connexigf, V) correspondant au systéme différentiel

V(d/dz)y =0, V(d/dz)y = z19.

Ce systeme n’est pas intégrable.

Considérons d'autre part 'anneall = k[z1, 22, 23, z%] comme anneau différentiel via les
dérivationsd/dz;, d/dzs + z; d/dz3, et comme extension différentielle dd, d) (noter que
(d/dzs + z1d/dz3)ja = d/dz2); le crochet[d/dz;, d/dzy + 21 d/dz3] n'est pas nul (c’est
d/dz3), mais sa restriction d I'est. L'anneau des constantes déestk.

Pour calculef’t, remarquons que la base duale(dgdz;, d/dzs + 21 d/dz3, d/dz3) dans

le module de Kahleﬂz,/k est(dz1, dzg, dzg — 21 dz2) ; on adonc
O =0, /A (dzs — 21d2e) (= Q) ©a A).

Il est facile de voir qué A, V) est soluble dansl’ : y = z3 est une base de solutions. On a
02 = Qi‘/k = (dz1 A dz3).A (du moins siar k # 2, ¢f.2.1.1. Limage dedz; A dz dansﬂi,/k
s'écrit d(dz3 — z1.dz2), donc s'annule dans le quotient? (en fait, on montre facilement que
02 =0).

On prendra garde a la confusion que peut créer le mot d'intégrabilité, un systéme non
intégrable pouvant étre «intégré » symboliquement. En fait, nous verrons qu’on peut développer
la théorie de Picard—Vessiot sans hypothése sur la courbure.

Toutefois, on a un carré commutatif

M QQ(X)AM

| |

M — Q/2 ®ar M’ =~ Q/2 ®a M
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ou les fleches horizontales sont les courbure¥ de V' respectivement. Si la fleche canonique
0% — Q2 estinjective, et siV/ est plat surd, la solubilité deV dansA’ implique l'intégrabilité
deV.

3.1.3.4.Remarque— Pour travailler sans aucune hypotheése de simplicité différentielle
(par exemple en caractéristique mixte), on est amené a ne considérer que les morphismes
«admissibles » de connexions solubles (i.e. admissibles au sens de 3.1.1.2 aprés ext&hsion a
Si A’ est fidelement plat sud et surC’, on obtient une catégorie abélienne monoidale. Nous ne
développerons pas ce point de vue ici.

3.1.4. Exemples fondamentauxcas intégrable$

3.1.4.1. Soit X une variété algébrique lisse sur un cokpde caractéristique nulle ou une
variété analytique lisse siir= R ou C (voire une variété analytiqueadique rigide lisse). On
notem sa dimension. Soient un k-point de X, Ox , I'anneau local deX au point (défini
par) x, et z1,...,2z, des coordonnées locales autourdeAlors le complétéﬁ = @X,m o
k[[z1,...,2m]] est une extension fidélement plate de On considéred (resp. A) comme
anneau différentiel généralisé, grace a la dérivatiorers le module de différentielles usuelles
Q= Qﬁ(/m (resp.Q! @4 A). On obtient ainsi une extension d’anneaux différentiels simples,
de corps de constantds D’aprés le théoréme de Frobenius formel, tdu ,-module de
présentation finiel/ muni d'une connexiointégrableV est soluble dan@xyw. En particulier,

il est libre de type fini sur 'anneau locély .. On aM = @X,m ® M, et MY s'identifie a la
fibre deM enc.

Dans la situation algébrique, on peut plus généralement remglgmruneQ-algébre com-
mutative intéegre noethérienne quelconque, pourvu que les fibrés steent géométriguement
connexes. La méme construction fournit une extension fidelement plate d’anneaux différentiels
simples par couches.

On en déduit que I'objetM, V) est rigide €f. 2.4.2.1) si et seulement 37V est plat surk.

En particulier, lorsqué est 'anneau de fonctions d’une courbe affine lisseQun,-module de

type fini M muni d’'une connexion intégrablé (relativement &) s’interpréte comme famille a

un parametre de systémes différentiels linéaires intégrables. Il est rigide si et seulement s'il est
sans torsion suk.

On en déduit aussi que le foncteur « tigezen

Ox-modules cohéren . Ox z-module de type fin
a connexion intégrabl a connexion intégrable

est exact et pleinement fidele, et que le foncteur «fibresxen

{ Ox-modules cohéren

& connexion intégrabl? — {k-modules de type fii

est exact et fidele.

3.1.4.2. Dans la situation 1.2.20, — OP9 donne lieu & une extension fidélement plate
d’anneaux différentiels simples, de corps des constantes le ¢adpscaractéristique. On a
VU que toute connexion intégrab¥é sur X, est soluble dans I'algébre a puissances divisées
complétéeOrd.

La encore, on a une variante «relative » (remplaoear uneF,-algébre commutative integre
noethérienne quelconque).

3.1.4.3.Equations aux différences On part d’'un anneak quotient deC[[h1, ..., hn]].
On note#; I'image de h; dansk. On fixe unk-point a = (a4, ...,a,,) de I'espace affine
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A", et on notea le point fermé correspondant. On considere I'anneau lotat Oam 5
muni des endomorphismes : z; — z; Si ¢ # j, z; — z; + h;, ainsi que son complét& =
k[[z1 — a1, ..., 2m — am]]. Noter queﬁ est fidélement plat sud et surk. On fait deA et A des
anneaux différentiels comme en 1.4.4Q%= @ OL =@ dz.4, Q' = Q' @ A= @ dz. A,
etd estdonnée padf = > dz;.6;(f). Les anneaux de constantes coincident @&vec

Verifions que I'anneau différentiel estsimple par couche$’our cela, on remarque que tout
élément ded s’écrit, de maniére unique, comme série

J=nq
f: Z Qny ..., an H (ZZ—aZ—F.]hZ)
(nla---vnm,) i j=0
a coefficientsy,,, .., €k, etque
j:ni j:'ni*l
61’[ H (zi —ai + jhi) | =ny H (z; —a; + jh;) pourn > 0.
j=0 =0

)

a

On conclut en considérant, dans un idéal différertiebn nul, un élémenf de plus bas degré
totalenz; —ayq, ..., z;, — an ; COMmMen,; estinversible dank, on voit que le premier coefficient
de f estdand.

Considérons un systéme linéaire aux différences

ou A € GL,(A). On suppose de plus :
(|) que le sys_térr]e est intégrablglE’J?)A(i) = A‘(’;')A(j) (2.2.3.3);
(ii) qu'une fois récrit sous la forme

les matricegj; sont encore a coefficients dads sous cette hypothese, on a aloonfluence
vers un systeme différentiel sans singularit&dorsquet; — 0.
On peut récrire ce systeme sous formeddmodule libreM = @ A.m;, a connexion :

dz; - :
V(mi) =P hZ ® (AGyy, —Ow)mu  (loc. cit.).

> 0
il

Une telle connexion est toujours soluble daAs(c’est I'analogue pour les équations aux
différences du théoreme de Frobenius formel). Pour le vair, il suffit de trouver une solution

Y € GL,(A) du systeme);(Y) = G(;).Y, i =1,...,m. En itérant I'action des;, on définit
formellement pour tout multi-indice = (n1, . .., n,,) une matricej,,) € M,,(A) définie par

(H % 5?”) (Y)=Gwm)Y

%
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(l'ordre dans le produif [, est sans conséquence en vertu de I'hypothese d'intégrabilité).
Il découle alors des calculs précédents sur les sérieﬁ?ejﬁ“l(zi —a; + jh;) qu'il existe
une unique solutioy” € GLM(fT) de

5(Y)=Gu.Y (i=1,...,m), Y(a)=id.

Elle est donnée par

Y = Z Q(E)(a).H[ ]T_[’l(zi—ai-‘rjhi) .

n=(N1,...,Nm) % j=0

OnaM = A® M, etM" sidentifie auk-module fibre déV/ ena. R
Il résulte de ce qui précede et de 3.1.3.2 que tout sous-quoti¢M &) est soluble dand,
et que pour tout sous-objeN, V) de (M, V), N est libre de type fini suA.

3.1.4.4.Equations auxg-différences— La situation est analogue a la précédente, avec les
changements suivants :
(i) changerh; eng; — 1;
(i) oi:zj = z581i# ], 20— @iz
(i) tout élément ded s’écrit comme série

J=n;
f = Z anl; 5 Mm H H - q’L a"
(n1,37m) i
a coefficientsy,, ., =[(IL ﬁdg’i)(f)]\a €k,etona

j:ni j:ni—l
0 [ H (zi — qfai)] =(N4)g H (zi — qfai) pourn > 0,

Jj=0 Jj=0

avec(n)g, =1+qi+-+¢" 1 [ni]ly, = ?j (F)as s
(iv)

AL — o,
@d 2iQ —— ( )lk my;
—1)z

v)

(H 1 5zm>(y)_g(ﬂ).Y,Y_ Y Gw@ ]

|
[nl}'% n=(Mn1,...,nm) i

[ ﬁl(zl - qfai)] .

Jj=0

L'exemple typique est celui des équatiapbypergéométriques confluant vers une équation
différentielle hypergéométrique (on premdt 0, 1).

Dans tous ces exemples, on peut vérifier que I'intégrabilité est préservée par produit tensoriel
et passage au dual.
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3.2. Groupes de Galois différentiels

Dans toute la suite, on considére un anneau différefitleld) (avecA commutatif, bien sQr
d’anneau de constant€s= k noethérienet on suppose que' = dA.A estfidéle et projectif de
type finicommeA-module a droit€ou, ce qui revient au méme, fidélement plat et de présentation
finie).

3.2.1. Définition et exemples

Soit M = (M, V) un A-module & connexion rigide (i.e\/ est projectif de type fini et la
volte deV est un isomorphismef. 2.4.2.1). Pour tout couple d’entiers naturglsj), on pose
Tz’,j(M) = M®i o MO,

On note(M)® la sous-catégorie strictement pleirelinéaire, abélienne, monoidale symétri-
que) de la catégorie det-modules & connexion formée des sous-quotients des sommes finies
ST (M).

3.2.1.1. THEOREME — Supposons donnée une sous-catégondeine monoidale abélienne
de (M)® contenantM. On suppose que dards tout objet est quotient d’un objet rigide, et
gue le dual d'un objet rigide est encore un objet@eSupposons donné en outre un foncteur
monoidal,k-linéaire, exact et fidéle: C — (k-modules de type fipgui envoie objets rigides
sur k-modules projectifs de type fini. Alors

(i) il existe unk-groupe affingfidélementplat G(C,w), muni d’'un monomorphisme naturel

t:G(C,w) — GL(w(M)), tel quew induise uner-équivalence de catégories entteet
la catégorie des représentations de type finisale G(C, w) ;

(ii) sik estun corps, le monomorphismest une immersion fermée et son image s'identifie au

sous-groupe fermé d8L(w(,M)) qui stabilise lesv(N'), pour tout sous-objet/ d’'une
somme finie quelconqg® T*7 (M).

3.2.1.2.Notation et définition— SiC = (M)®, on écriraGal(M,w) au lieu deG(C,w).
C’est legroupe de Galois différentiel d&1 pointé enw.

Démonstration du théoréme 3.2.1.1La premiere assertion de 3.2.1.1 est une application
directe du lemme tannakien 8.1.2 de [8}(C,w) = Aut®w représente le foncteutut®w sur
lesk-algébres commutatives unitaires (dans loc. cit., on demande quaenmute a la dualité sur
les objets rigides, mais c’est automatiqoie[11], 2.2).

Si k est un corps, le foncteditab {w(N)} qui a toutek-algébre commutative unitairk/
associe le stabilisateur dafsL(w(M))(k’) desw(N) ® k' (pour tout sous-objefV" dans
C d’'une somme finie quelconqu@ T%/(M)) est représentable par un sous-schéma fermé
Stab {w(N)} de GL(w(M)) ([17], 11.1.3.6); c’est le stabilisateur dont il s’agit dans (ii). On a
clairementAut®w C Stab{w(\)}, ce qui signifie que le monomorphismse factorise a travers
Stab {w(N)}. Réciproguement, toute représentation de type finkste G(C,w) (c’est-a-dire
I'image parw de tout objet d&) est quotient de I'image par d’un sous-objet dép T%7 (M) ;
elle définit donc une représentation de type finilsdeStab {w(N) }. D'aprés [41], 11.3.3 (aprés
passage aux catégories ded-objets,cf. loc. cit 2.2.3.1), cette correspondance fonctorielle
monoidale entre catégories de représentations provient d'un homomorhiseies(N)} —
G(C,w), quiestinverse d&/(C,w) — Stab {w(N)}.

3.2.1.3.Exemples généraux (i) Soit (A’,d") une extension différentielle déA, d),
avec C' = k régulier de dimensior< 1, et A’ fidélement plat surA. On suppose de plus
(A’, d’) simple ou simple par couches, 8 soluble dans4d’. On prend pout le foncteur
war N = (Na)Var surC = (M)®.

Il résulte de la proposition 3.1.3.2 que les hypothéses de 3.2.1.1 sont satisfaites.
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Ceci s’applique aux exemples de 3.1.4. En 3.1.4.3 (resp. 3.1.4.4), on prendr& pour
quotientrégulier de dimension un @#[h4, . .., hy]] (resp.Cllq1 — 1, ..., ¢n — 1]]), par exemple
celui défini parhy = --- = h,, (resp.q1 =+ - = gm)-

(i) Si (A, d) vérifie les hypotheses de 2.5.3241)® est tannakienne. Si elle admet un
foncteur fibrew surk, Gal(M,w) est le groupe tannakien associé.

(i) Les groupes de Galois différentiels de la théorie de Picard—\Vessiot (1.3), les groupes de
Galois aux différences étudiés dans [47], et les groupes «mixtes» de [8] sont des exemples de
groupesGal(M,w) ; ce sont du reste des cas particuliers de (i) ou (ii)Aocgst un corps.

(iv) Les enveloppes algébriques des groupes d’holonomie (1.1.3) sont aussi des incarnations
de groupes(C,w). En effet, soitP — X un fibré principal a droite sou&L,,, muni d’'une
connexion®, et soit(E, V) le fibré vectoriel & connexion suf associé. On peut prendre pour
C la catégorie des fibrés a connexion de la forfy@V’, ou W, resp.V, sont des champs de
p-plans, respg-plans, stables sous connexion dans@@d%/(E) (pourp < ¢ arbitraires). Le
foncteur fibre enc induit une équivalence entreC et la catégorie des représentations réelles
de dimension finie de I'enveloppe algébrigti¢C,w) de Hol, (V) : en effet, d’'une part toute
représentation réelle de dimension finie@@,w) est sous-quotient d'u@ T*7 (E,), d’autre
part P provient d’un fibré principal souHol,.(V), donc aussi d’un fibré principal sot§C,w) ;
la construction du fibré vectoriel associé a toute représentation réelle de dimension finie de
G(C,w) fournitun inverse dev.

Si X est riemannienne simplement connexe &t @st le fibré tangent muni de la connexion
de Levi-Civita, le groupe compact connellel, (V) s’identifie au groupe des points réels de
G(C,w).

A l'autre extréme, si la connexioWi sur E est intégrable(?(C,w) est I'enveloppe algébrique
du groupe de monodromie, ce qui exprime I'équivalence bien connue entre fibrés a connexion
intégrable et systémes locaux.

3.2.1.4. LEMME. — Supposons que les hypothese8 @el.1sont satisfaites avet = (M)®.
Alors Gal(M,w) est le groupe trivial si et seulement$i est un module & connexion trivial.

En effet, siGal(M,w) est trivial, on aM = Mor((A, d), M) = w(M). En particulier,
MY est projectif de type fini suk, donc facteur d'urk™ ; ainsiM’ = (A ®@ MV,d ®idyv)
est facteur direct déA, d)”, donc est un objet déM)®. Le morphisme natureM’ — M
est un isomorphisme, puisqu'’il en est ainsi de son image.pdRéciproquement, sM est
un module a connexion trivial, il est quotient d’yal, d)”. Ainsi (M)® n’est autre que la
catégorie monoidale des sous-quotients(desl)™, équivalente via a la catégorie monoidale
desk-modules de type fini. DonGal(M,w) est le groupe trivial.

3.2.1.5.Question de finitude- Considérons I'exemple= C[[%]], A = le localisé de;[z] en
z=0, d: A — Adz la différentielle de Kahler standard. Si nous munissdrde la connexion
V(1) = dz, et prenons pouw le foncteur fibre ez = 0, le groupe de Galois différentiel est
simplemen(G,,, = Speck|z, 1] = Speck[z,y]/(zy + z +y) (avecz =z — 1,y = 1 —1).

L'objet M obtenu en munissant de la connexioiV (1) = h. dz est plus délicat. Remarquons
que pour toutN > 0, (k/hVk) ® M est trivial : une base de solutions est donnée par

== R | e groupe de Galois différentiel est

n=0 n
Gal(M,w) = lim Speck(z,y]/ (h"zy + x +y)
(les morphismes de transition étant donnés par la multiplicationetey par /). Ce schéma en
groupes plat’est pas de type firsur k, et le monomorphisme: Gal(M,w) — G,,, n'est pas

une immersion fermée. $f est uneC((h))-algebre, on &Gal(M,w)(k') = k'*, tandis que si
k' = C est le quotient d&, on aGal(M,w) (k") = {1}.
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L'apparition de schémas en groupes non de type fini est un trait caractéristique de la théorie
tannakienne sur des bases qui ne sont pas des corps.

3.2.2. Torseur des solutions et groupe de Galois différentiel intrinséque

3.2.2.1. Nous revenons a la situation de 3.2.1.2 en faisant I’hypothése supplémentaire que
tout objet de{M)® est rigideet que I'anneak des constantes est un corps.

Cette hypothése est vérifiée en particuliepdiest soluble dans une extension différentielle
simple(4’, d') de (A4, d), avecA’ fidelement plat sud.

Sous cette hypothése, on dispose du foncteur «oubli de la connexion »

oubli: (M)® — {A-modules projectifs de type fihi

Le foncteurlsom® (w ® 14, oubli) sur lesA-algébres commutatives unitaires est alors représen-
table par umd-schéma affin& (M, w). C’est un torseur souSal(M,w) ®;, A (agissant a droite
par composition) ; en particulier, il est fidelement plat du{41], 11.4.2).

Dans la situation évoquée ci-dessus.btiest soluble dangA’, d’) simple, et olw est le
foncteurw 4 : N — N\, ce torseur est appetérseur des solutionde M dansA’ ; en effet,
on verra plus loin que lorsquil est libre, I'algébre des fonctions shi(M, w) est engendrée

par les coefficients d’une « matrice fondamentale de solutions » (3.4.2).

3.2.2.2. De méme, le foncteum®(oubli) sur lesA-algébres commutatives unitaires est
représentable par ud-schéma en groupes affine pfaal(M, oubli), appelégroupe de Galois
différentiel intrinseéquéou encoregénériquesi A est un corps) de1.

Ce schéma en groupes agit a gauche par compositidn(guf, w), qui est en fait un bitorseur
sousGal(M, oubli) et Gal(M,w) @y, A.

Le schéma en groupdsal(M,oubli) n'est autre que le sous-groupe fermé @& (M)
qui stabilise les sous-objet§ = (N, V) des sommes finie€) T’ (M) (noter que les sous-
A-modules sous-jacents sont par hypothése facteurs directs, de sorte que le stabilisateur
Stab{N'} en question est bien défini : il représente le foncteur associant a tbatgebre
commutative unitaire? le stabilisateur danGL(Mp) desNg). Ceci peut se voir en utilisant la
propriété correspondante padal(M,w) ®; A (cf. 3.2.1.1 (ii)), et la formul&zal (M, oubli) =
Aut(Gai(M,w)@,4) 2(M,w).

Il faut toutefois prendre garde a la réciproque : il n’est pas vrai en général que toutisous-
module deM stable soussal(M, oubli) = Stab { '} soit stable sous la connexion.

3.2.2.3. Il résulte de ce qui préceéde (en prendht= Ale]/(e2)) que I'algébre de Lie de
Gal(M, oubli) est la sousd-algebre de Lid.ie Stab { A/} degl(M) qui stabilise les sous-objets
des sommes finie€) T*7 (M), pour I'action de Lie naturelle sur les puissances tensorielles
mixtes.

Remarquons quel(M) s'identifie au A-module sous-jacent au module a connexion
TH (M) =M@ M.

3.2.2.4. PROPOSITION — Lie Gal(M, oubli) est(sous-jacent aun sous-module & connexion
de T (M). Tout sous-module & connexione Gal(M, oubli) est un idéal de Lie.

Démonstration. Pour prouver la premiére assertion, il s'agit de faire voir que pour tout
¢ € LieStab {\}, et tout sous-objef\' = (N,V) d’'une somme finieM’ := @ T/ (M),
(VO)N C Q' @ N. Pour toutn € N, (V{)n se calcule via I'action de Lie naturelle
g:TH MM — M
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qui est un morphisme de modules a connexion :
V(l)n= (1o ® £)[V() @ n).

Onag({®n)=4{ne N,douV(ln)ec Q' ® N. Calculons ce dernier en faisant intervenir la
contrainte de commutativité= c(T! (M), M’) ("échange des facteurs, qui est un morphisme
de modules a connexion) :

V(£n) =V(L(c(n® 1)) = (11 ® (£0¢))V(n® L)
(191 ® SO [V ®€+( (VM/)®1T11(M))(H®V(€))]
=(1g: ® (£00)) [V(n) @ L+ (¢(Va) @ Lrra(ag) (n@ V(0))].

On en déduit quélo: @ (£0¢))((Va) ® i) (n @ V(L)) € Q' @ N. Comme2! est
supposé fidelement plat a droite stiret commen est arbitraire, ceci entraine que

)
)

(¢(VN) ® 1T111(M)) (N & V(f)) Cc Q' ® N ®Lie Stabi,1 (M)(N),
ouLie Stabr1.1 (0 (V) désigne la plus grande sousalgébre de Lie d&'-! (M) telle que
£(LieStabri1(a(N)® N) C N.
Or, ¢(V ) est un isomorphisme (puisqulé est rigide), donc
N®V(f) C N ®Q" ®LieStabriiag) (),

d'oul finalementV (¢) € Q! ® Lie Stabri.1 (v (N) et (VN Cc Q' @ N.
La seconde assertion en découle, car tout sous-module a connexibie Sieab {\}
C TH1(M) est stable sous I'action adjointe B& Stab {\}.

3.2.2.5.Le cas oUA est de caractéristiqug > 0, et ou2! est un bimodule commutatif
Dans ce cas, I'anneau des constantes- qu'on suppose étre un corps-contieft (la
commutativité deQ! est essentielle ici). De plus,Q' est muni d'unep-structure. On peut
définir 'opérateur de-courbureRy ,, : pour toutD € VQ!, Ry ,(D) = (Vp)? — V(ps), Un
endomorphismel-linéaire deM .

Supposonsv intégrable Alors Ry, est additif etp-linéaire enD. Placons-nous dans la
situation de 1.2.1.1 ou 1.2.2.1 : plus précisémehtest le corps de fonctions d& lisse
sur ko parfait (auquel cas le corps des constantes4#3t ou bien A est de la formeD,,
(auquel cas le corps des constanteskestk). Les calculs de [30], 5.2 montrent alors qu’on
a Ry (D) € EndM, et que lap-algébre de Lie engendrée sdrpar lesRy ,(D) et leurs
puissanceg™-iemes est abélienne.

Le cas de la situation 1.2.1.1 étant traité dans [4@ir(loc. cit. 6.6 pour le cas de dimension
supérieure), nous nous limiteroasi cas A = O,. Un foncteur fibrew est alors donné par
N = (Na)Va sur (M)®, avec A’ = OP4 (cf. 3.1.4.2), et tout objet déM)® est rigide
(cf. 3.1.3.2 (i), (iii)). Lap-algébre de Lie abélienné engendrée sut par les endomorphismes
horizontauxRy ,,(D) (et leurs puissancegs'-iémes) peut étre vue comme sous-algébre de Lie
de Lie Gal(M,w) ; elle est invariante sous I'action adjointe @al(M,w). NotonsG(L) le
sous-schéma en groupes fermé infinitésimal de hautée. annulé par Frobenius relatifig
de Gal(M,w) dep-algébre de LieC (cf.[17], 7, rP® 3 et 4). On peut aussi voif ®; A comme
sous-algébre de Lie dge Gal(M, oubli).
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3.2.2.6. THEOREME — (i) Gal(M,w) = G(L); en particulier, Gal(M,w) est abélien
infinitésimal de hauteut.

(i) Lie Gal(M, oubli) est laA-algébre de Lie engendrée par 1&s; ,(D).

(iii) Le torseur des solutions(M, w) est un torseur trivial en particulier,Gal(M, oubli) =
Gal(M,w) @y A.

Démonstration. -D’apres le critere de Chevalley, il suffit de montrer que toute diotelans
une somme fini€p w(T%7 (M)) stable sous/(L) I'est aussi soual(M,w). On peut du reste
remplacet./ par une quelconque puissance tensorielle non nulle ; en particulier, par sa puissance
p-ieme. Comme=(L) est de hauteut, on peut donc supposérfixe sousG(L). Alors ¢ est
annulé parL. Il en est de méme dGal(M,w)-sous-espace d@ w(T"/(M)) engendré par
¢, puisqueL est invariante sous I'action adjointe @l(M,w). Le sous-module & connexion
N c @ T4 (M) correspondant est donc annulé par i8s (D). D’aprés 1.2.2.1\ est par
suite trivial. On conclut qué est fixé paiGal(M,w), ce qui établit (i). Les points (i) et (i) en
résultent aisément, et sont laissés au lecteur.

On peut voir 3.2.2.6 (i) comme un analogue du théoreme d’Ambrose—Singer (1.1.2) en
caractéristique (1.2.2).

3.2.3. Fonctorialités

3.2.3.1. Commengons par quelques préliminaires sur la catégodéM)® desind-objets
de (M)®. Elle admet les descriptions équivalentes suivantes :

(i) c’est la catégorie des (petits) systémes inductifs filtrgis, ) de (M)©, avec

Mor((Ma), (/\/}3)) = lim lim Mor(M, N3),
o B

(i) c’est la catégorie des foncteurs contravariaptg)® — Ens qui sont la (petite) limite
inductive filtrante de foncteurs représentaliigs, .
Le passage de (i) a (ii) e6M ) — lim hpq,, (cf.[18], 4).

Comme(M)® estk-linéaire abélienne monoidale, il en est de méméndéA)®, et (M)®
s'identifie & une sous-catégorie strictement pleinéndé M )®©.

Par ailleurs, la catégorie désmodules a connexion posséde de maniére évidente des (petites)
limites inductives filtrantes, et onfai, a1, = lln hat,, . On en déduit que le foncteur

lim : Ind(M)® — {A-modules a connexign

est pleinement fidéle (et d'ailleurs monoidal), ce qui nous permet d’identifier dorénavant les
ind-objets de{M)® a desA-modules a connexion.

Dans la situation 3.2.1.1-3.2.1.2, tout objet’de (M)® est noethérien, et on en déduit ([18],
4.2.1) que toutnd-objet de(M)® est (petite) limite ordonnée filtrante de sous-objets qui sont
objets de{M)®. Les objets déM)® sont les objets noethériens Hel(AM)®.

3.2.3.2. Fonctorialité enM. — Dans la situation 3.2.1.2, considérons un objet rigidele
(M)®. Supposons que tout objet d&/)® soit quotient d’'un objet rigide. On peut appliquer
3.2.1.1 (i) a la sous-catégorie pleii4/)® de (M)®. On obtient alors un homomorphisme
canonique

Gal(M,w) — Gal(N,w).

4° SERIE— TOME 34 — 2001 N° 5



DIFFERENTIELLES NON COMMUTATIVES ET THEORIE DE GALOIS DIFFERENTIELLE 727
3.2.3.3.LEMME. — Sik est régulier de dimensiogd 1, 'homomorphisme de bigébres
O(Gal(V,w)) — O(Gal(M,w))

est injectif. Sik est un corpsGal(M,w) — Gal(N,w) est fidélement plat.

Démonstration. -On étendw a la catégorie demd-objets de{M ou N)®, en considérant
des représentations non nécessairement de type it ou N, w), cf. [41], 11.2.3.4. Alors
le foncteurX € Ind(M)® — Homy(w(X),k) (resp.X € Ind(NV)® +— Homy(w(X),k)) est
représentable par un objé&ty, (resp.Bxs), et on a un morphisme naturély, — B dans
Ind(M)® ; I'image de ce dernier par n'est autre qued(Gal(N,w)) — O(Gal(M,w)), cf.
loc. cit. 2.3.2.1.

Soit X un sous-objet (dank:d(V)®) du noyau deBy — By, tel quew(X) soit de type
fini sur k; on peut voirX comme un objet dé\)®. Les identificationsdHomy (w(X), k) =
Mory,qaye (X, Bar) = Mory,g e (X, Baq) montrent quélomy (w(X), k) = 0. CommeB
estk-plat, on en déduit qu&” = 0 si k est régulier de dimensiod 1. Or,w(Ker(By — Bu))
est limite inductive de tels/(X) (cf.[43], 1.4), doncByr — Ba.

La seconde assertion du lemme découle de la premiere (qui, dans le gassbun corps,
s’obtient directement a partir de 3.2.1.1 (W)qir aussi [41], 11.4.3.2).

3.2.3.4.Changement d’anneau différentiel Soit(A4, d) — (A4, d) un morphisme d’anneaux
différentiels €f. 2.4.5). Omesuppos@asque lak-algébreC' des constantes dé soit égale a.
Nous aurons besoin de la catégafidinéaire abélienne mononaIed(/\/l)%) formée des

ind-objets de/M)® munis d'une action d€'; sous les hypothéses de 3.2.1.1 (aVee (M)®),
cette catégorie esp-équivalente a la catégorie des représentationésdm Gal(M,w) ®y C,
cf.[41], 11.1.5, 2.0, 111.1.1. N o B

Pour simplifier, nous supposerons qliex;, C = C'; c’'est le cas siC' est unelocalisation
ou bien unquotientde k. On peut alors <:onsidéreir1d</\/l>®6 comme une sous-catégorie

pleine delnd (M)®, et méme comme une sous-catégorie monoidale en vertu des isomorphismes
canoniques\/’ ® 0l M" =M &4 M". On dispose d'autre part d’un foncteur monoidal

. ® \® A ~N=~N-~
u.Ind(M)(g) — Ind(M$)®, N— A®, sN=Nz

Supposons de plud fidélement plat surl @, C, de sorte que: est fidéle et exact.
NotonSu‘1<M;‘~>® la sous-catégorie pleine ded(/\/l)%) formée des objets dont I'image

par u est dans(MAv)@. C'est la sous-catégorie pleine des objets noethériens; elle est

®-équivalente a la catégorie des représentations de type fial daiGal(M,w) ®y C.
Supposons donné en outre un foncteur monaidalr (MAv)@ comme en 3.2.1.1, tel que

w o u soit isomorphe a la restriction de®y, id 5 éu‘1</\/l;>®. Le foncteur monoidal

u:u_1<MZ>® — (Mp?, N — Ny
induit un homomorphisme

Gal(M1,5) — Gal(M,w) @ C.
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3.2.3.5.LEMME. — Cet homomorphisme est un monomorphigere particulier, c’est une
immersion fermée sC est un corps C'est un isomorphisme si4,d) = (A,d) ®; C
(localisation ou spécialisation des constantes

Démonstration. -On a clairement

MG@((W @y idy) =Aut®(@ou) — Aut®(@)|rve,

lu—1 (MA~)®) a

puisque tout objet deM ;)® est sous-quotient d’un objet déu~" (M 3)®) ; d'ou la premiere
assertion. La seconde provient de ce quéf[siﬁ) = (A, d) ® C, alorsu: N — N7 =N est
une équivalence de catégories monoidales.

3.2.3.6. LEMME. — Supposons! noethérien d’anneau total de fractiod A) semi-simple,
Q' fidele et projectif de type fini & droite et tel g ®4 Q(A) = Q(A) ®4 O, et (4, d)
simple. Alors le foncteur de localisatidi1)® — (Mg(a))®, N — Ng(a) est une équivalence
de catégories monoidales. Si I'on dispose d’'un foncteeomme er8.2.1.] cela donne lieu a
un isomorphisme

Gal(MQ(A) , w) = Gal(./\/l, w).

Démonstration. -Sous ces hypothéses, tout objet(del)® est rigide (2.5.3.2), et la pleine
fidelité résulte de 2.5.2.2. Pour la surjectivité essentielle, il suffit de montrer que tout sous-objet
N d’'une somme finigp T*7 (M) 4) est de la formeVy 4y, pour un sous-objet” convenable

de@ T#7(M). Il suffit de prendreV" = N N () T (M)).

3.2.3.7.Changement de constantes Soitk — kun homomorphisme d’anneaux. un k-
module a connexion (relativement a I'anneau différeritiel d) ® k) nest rien d’autre qu’un
A-module & connexio®” muni dek — End(N\), ce qui fournit une équivalence tautologique de
catégories mono'|'daI§innéairesInd<M>% = Ind(M @y, k)®.

Le foncteurw s’étend en un foncteur monoidatinéaire, fidele et exact, encore noté
w:Ind(M)® — {k-modules. Il induit un foncteur monoidat-linéaire

&:Ind(M)%) ~ Ind(M @y k)® — {k-modules,

encore exact et fidéle. On en déduit :
3.2.3.8.LEMME. — Sous ces hypothésél(M ®y, k, o) = Gal(M,w) @y, k.

(Voir 'exemple 3.2.1.5.)
Par ailleurs le diagramme suivant de foncteurs est commutatif

(M)® ——“~ {k-modules
o s
Ind<M>% —*> {k-modules
3.3. Le théoréme de spécialisation

3.3.1.Dans ce paragraphe, nous détaillons un cas particulier des fonctorialités précédentes.
Comme dans I'exemple 2.2.1.3, considérons une extension différerti€llel’) de (A, d),
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simple par couches. On suppdasé= C = k de Dedekindpar exemple un anneau de valuation
discrete), etd’ fidélement plat sur.

On se donne umM-module a connexiooM projectif de type fini surd, soluble dansA’.
On considére le fonctewrs: : N — (Na/)Va' sur (M), et le groupe de Galois différentiel
Gal(M,wa) (unk-schéma en groupes plat, non nécessairement de type fini).

Si k est une localisation dé (par exemple son corps de fraction@:)) ou bien le quotient
dek par un idéal maximal, alors les hypothéses de 2.2.1.1 sont encore vérifiées si I'on remplace
(A, d) par(A4, d) @k, (A, &) par(4’, d)®k, etc., etvy parwa @12 w o7 (€F.2.1.3.2(v)).

On dispose donc di+schéma en groupes de Galois différentiel (M ®j, k, wA,®7€~).

3.3.1.1. THEOREME — On a un isomorphisme canonique
Gal(M @y k(k),wargrm) — Gal(M,war) @ k(k).
De plus, pour tout idéal maximalde k, on a un isomorphisme canonique
Gal(M @ k/p,wargrp) — Gal(M,wa) @k k/p.

Cela décguIeNtant du lemme 3.2.3.5 (seconde assertion) que du lemme 3.2.3Bakee
k(k), resp.C =k=k/p.

3.3.2.Pour éviter les-schémas en groupes non de type fini et rendre I'énoncé plus tangible,
introduisons le sous-groupe fermé @& (w4 (M)) adhérence de Zariski deal(M ®y, x(k),
wargr(k))- C'estun schémaen groupes mlattype finsurk égal au stabilisatedtab {w./ (V) }
deswa/(N), pour tout sous-objef d'une somme finie quelconqu@ T/ (M) tels que
w4/ (N) soit facteur direct dans le-module@@ w4/ (T (M)) (cf.[17], 11.1.3.6). Sa fibre géné-
rique estGal(M @y, k(k), wargrk)). Onaalors:

3.3.2.1. COROLLAIRE. — Pour tout idéal maximalp de k, on a une immersion fermée
canoniqueGal(M @y, k/p, wargr/p) — Stab{wa (N)} @ k/p. En particulier,

dlmGal(M Rk k/p,wA/®k/p) < dlmGal(M Sk I{(k}),a}A/@N(k)).

3.3.2.2.Remarque— Cet énoncé ne fournit pas exactement un théoréme de semi-continuité
du fait que la fonctiop +— dim Gal(M @y k/p,w arek /) N'€St pas algébriquement constructible
en général. On peut néanmoins montrer la constructibilité — et partant la semi-continuité — pour
la topologieclassiquedans la situation analytique de 3.1.4.1.

Dans la situation algébrique de 3.1.4.1, on obtient I'’énoncé suivant, di a O. Geb&t](
2.4), par une autre voie :

3.3.2.3. COROLLAIRE. — SoientX un schéma lisse séparé de type fini a fibres géométrique-
ment connexes sW[[h]], « un k-point de X, E un Ox-module localement libre de rang fini,
muni d’une connexion intégrable relative — Q%{/c[[h]] ®oy E. Alors le groupe de Galois dif-
férentiel deE/hE (pointé enz) est contenu dans la fibre spéciale dedd[h]]-adhérence de
Zariski du groupe de Galois différentiel de® C((h)) (pointé enz).

Le corollaire 3.3.2.1 s’applique aussi bien a la situatiooal&luence d’équations aye-)dif-
férencestudiée en 3.1.4.3, 3.1.4.4, lorsquest de dimension un :
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3.3.2.4. COROLLAIRE. — Dans cette situation, le groupe de Galois différentiel du systéeme
différentiel obtenu par confluence est contenu dans la fibre spéciale deatthérence de
Zariski du groupe de Galois différentiel du systeme @udifférences sur le corps de fractions
dek.

D’aprés 3.2.3.6, on peut aussi bien considérer I'équation @ydifférences comme définie
sur A ou sur le corps de fractions de

3.3.3. Une application

Ce dernier résultat permet de « calculer » le groupe de Galois différentiel de certaines équations
g-hypergéométriques. A titre d'illustration, considérons I'équation gugifférences d’ordre
r>1:

j=r Bi—1 _ 1 1=r @ 1
H(qﬁj_lz‘sq‘Fq )y—ZH(qaiZ‘sq‘Fq 1 >y
(¥)a.B.q j=1 ¢—1 i=1 q-
(aiaﬂj € Ca ﬂr = 1)7
satisfaite par la sérig-hypergéométriqueet. [26], p. 27)
G g 4° 3 q)n - (@%75q)n n
a1 ) = Y o e e

o (@@ (0750 (40)n

Ici, une expression commg est a interpréter comme I'élémeit+ (¢ — 1))* de C[[q — 1]], et
(@5 @)n=01-¢")1 =g (1—g*h).
Cette équation aux-différences conflue vers I'équation différentielle ordinaire

j=r

d i=r d
o il i)

Jj=1

satisfaite par la série hypergéométrique_ (5! . 57, ;2).
On connait précisément les conditions sur les parameétres; qui entrainent que le groupe
de Galois différentiel dex), g contientSL, ¢ (cf. [7], 4). C'est par exemple le cas lorsque
les conditions suivantes sont simultanément satisfaites (toutes sauf la derniére sont d’ailleurs
nécessaires) :

Conditions — Pour tous # j, «; # 3; mod.Z;
— pour aucun entier naturél> 1, on n’a

1 1 1 1
{a1+3""’ar+3} ={a1,..., .}, {,61—5—3,...,@4—3} ={p1,...,0-} mod. Z;
— pour aucun entier naturél< r, et aucun coupléz,y) € C?, onn'a

d d r—d r—d
(respg...5:,...}),

1 d—1 1 r—d-—1
e+ -, 0+ —yy+——,...,y+—r={...qy,...}
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ar+by ar+by 1 ax+by+r—1
a+b’

yooey }:{ﬂ“}
(resp{...qy,...}) mod. Z;

a-+b r a+b r

— s'il existex € C tel que lesy; + z et §; + x soient tous rationnels, alors il existe un entier
n premier au dénominateur commun de ces nombres, tel que les ensé¢mbigs:+2)}
et {e2mn(Fi+2)} ne s'entrelacent pas sur le cercle unité ;

= Y (a; — B;) n'est pas demi-entier.

3.3.3.1. THEOREME — Sous ces conditions, le groupe de Galois différentiel de I'équation
q-hypergéométriquex)q 5,4 SUrC((q —1))(z) estGL,. c((g-1))-

En effet, d'aprés 3.3.2.4 (complété par 3.2.3.6), ce groupe de Galois différentiel contient
SL,. c((q—1))- Il reste donc a examiner I'équation agdifférences d'ordre un satisfaite par le
déterminant de Casoratif(2.4.3). C'est

(1= —2)

C 7 =
as(7)(g2) 1— q2(1+04j*5j)z

En testant la régularité eh et a l'infini (cf. [48], 12.19), on vérifie qu’elle correspond a une
connexion triviale si et seulementssiest pair ety >(1 — 3;) =) a; = 0; or ces égalités sont
exclues puisqué_(a; — 3;) n'est pas demi-entier.

Lorsque les parametres $ sont tous rationnels, de dénominateur commron peut voir
(*)a,3,4 cCOMme définie suQ(q'/V, z), qu'on peut plonger dan€ en donnant & une valeur
complexe transcendante arbitraire. On déduit a fortiori du théoréme, joint au lemme 3.2.3.8,
que le groupe de Galois différentiel de), g, Sur C(z) estGL, c. Je ne connais pas de
démonstration directe de ce résultat : I'outil essentiel dans la détermination du groupe de Galois
différentiel hypergéométrique, a savoir la pseudo-réflexion donnée par la monodromie locale au
point1, ne se transporte pas au galsypergéométrique. Pour une approche analytique de ce type
de confluencevoir [42]).

3.4. Extensions de Picard—Vessiot
Nous supposons désormais que I'anneau des constaattsin corps.

3.4.1. Définition

On considere um-module a connexioM = (M, V) rigide au sens de 2.4.2\] est projectif
de type fini et la voltes(V) est un isomorphisme. Il admet un dugd. On rappelle quéM)®
désigne la sous-catégorie strictement pleine de la catégori¢-tdesdules a connexion formée
des sous-quotients des sommes fiReV®? @ M®J,

SoitA’ & 1= ! ® A’ une extension différentielle. On dispose dgésmodules a connexion
M et M 4. On notew 4/ le foncteur\ — NX,A’ =Kery,, (Var) sur(M)®. On dispose des
sousA-modules de type finfA, w: (M)) et (M, w1 (M)) de A’.

3.4.1.1. DEFINITION. — On dit que(A’, d’) est une extensiode Picard—Vessiotentiere) de
(A, d) pourM si:
(i) A’ estfidelement plate sut;
(i) (A’,d") estsimple;
(iii) 'anneau des constantes dd’, d’) est le corps: ;
(iv) M est soluble dangA’, d');
(v) A’ est engendréeommeA-algébrepar (M, w4/ (M)) et (M, w1/ (M)).
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3.4.1.2. DEFINITION. — Supposons qu# soit semi-simple (i.e. produit fini de corps). On dit
que(A’, d') est une extensiotle Picard—Vessiot fractionnaie (4, d) si:
(i) A’ estsemi-simple;
(i) (A’,d") estsimple;
(iii) 'anneau des constantes dd’, d’) est le corps: ;
(iv) M estsoluble dangd’, d');
(v) A’ estune localisatiorde laA-algébre engendrée pa!,w (M)) et (M,wa (M)).

3.4.1.3.Remarque— (a) Il semble impossible de trouver une terminologie compatible a
toutes celles de la littérature. Nous avons privilégié, comme dans [48] les extensions de type
fini par rapport a leurs contreparties «birationnelles»; les extensions de la théorie de Picard—
Vessiot classiquecf. 1.3.1) sont, dans la terminologie ci-dessus, des extensions de Picard—
Vessiot fractionnaires avet = Q! et A’ = Q'*. Nous verrons ultérieurement que toute extension
de Picard—\Vessiot fractionnaire apparait comme anneau total de fractions d’une extension de
Picard—Vessiot entiere.

(b) Toute extension de Picard—\Vessiot est de type fini en tant qu’extension d’anneaux.

(c) Toute extension de Picard—Vessiot fractionnaif¢A est fidélement plate (en tant que
module sur le produit fini de corgq K;, A’ =[] V;, ouV; est un espace vectoriel non nul sur
K;).

(d) Supposons qu'il existe une extension de Picard—Vessiot fractiondajté pour M.

Soit J/A une extension différentielle intermédiaire, avesemi-simple. AlorsA”/.J est une
extension de Picard-Vessiot fractionnaire pauy (c'est clair).

3.4.1.4.LEMME. — S'il existe une extension de Picard—VessiyA pour M (resp. de
Picard—Vessiot fractionnaije alors (M)® est une catégorie tannakienne neutre &ur tout
objet est rigide et le foncteur « solutions da#’s» est un foncteur fibré.e. un foncteur monoidal
k-linéaire fidele et exagta valeurs dans les-espaces vectoriels de dimension finie.

Celarésulte de 3.1.3.2 (resp. et de 3.4.1.3 (c)).

3.4.2. Foncteurs fibres, torseurs de solutions et extensions de Picard—Vessiot

Ce paragraphe est inspiré de [19], 9. On suppose(ddE® est une catégorie tannakienne
neutre suk. On fixe un foncteur fibrex. Ce foncteur fibre rendM)® équivalente a la catégorie
monoidale des représentations de dimension finidaléM, w).

Pour tout sous-objet d’'un @ M® © M®7, notons(N)® la sous-catégorie abélienne
strictement pleine déM)® formée des sous-quotients des sommes directes finies de copies
de . Ordonnons les objet§” par la relation « étre facteur direct».

Soit O(Gal(M,w)) la k-algébre des fonctions s@al(M,w), vue comme représentation de
Gal(M, w) (représentation réguliére gauchg(x) — f(g~'z)). On ala formule

\

O(Gal(M,w)) = l%n(End(w (M),

ol désigne urk-dual (f. [41], 11.3.2.6, [20], 2.14).

Observons quéEnd(w | (M)®) est un sousg-espace (et méme une sousigebre) de
End(w(N)). Si l'on fait agir Gal(M,w) par composition & gauche stnd(w(N)), ce
sous-espace est stable. En considéFant(w | (N)®)¥ commek-représentation quotient de
(End(w(N)))Y, on voit que la formule)(Gal(M,w)) = lim(End(w | (M)®))" est compatible

a l'action deGal(M, w).
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Considérons d’autre part la-algébreO(2(M,w)) des fonctions sur le torsedi{ M, w) (cf.
3.2.2.1). On a la formule
O(2(M,w)) = lim (Hom(w ® 14, 0ubli | (M)®)) ",
N

ol désigne ici und-dual.

Observons quHom(w ®1 4, oubli | (M)®)) est un sousd-module deZhom (A @y w(N),N).
La connexion sur ce dernier (ad ®; w(N') est muni de la connexion triviale) laisse stable
Hom(w ® 1 4,0ubli | (M)®)). Ainsi, la connexion suthom((A @y w(N),N)¥ = N @ w(N)
passe au quotietitlom(w @ 14, 0ubli | (V)®))¥ et induit une connexiod’ surO(X(M,w)).

On peut donc considéré® (X (M, w)), d’) comme une extension différentielle (&, d).

3.4.2.1.LEMME. — (i) Le prolongement de & Ind(M)® envoie(O(Z(M,w)), d’) sur
O(Gal(M,w)) muni de la représentation réguliére gauche.
(i) (O(X(M,w)), d’') est une extension de Picard—Vessiotded) pour M.

Démonstration. i) w envoieZhom (A @k w(N),N)" sur(End(w(N)))Y muni de I'action
a gauche déal(M,w), et 'objet quotien{ Hom (w ® 1 4, oubli | (N)®))V sur la représentation
quotient(End(w | (M)®))V, d'ou le résultat en passant a la limite.

(i) A= O(X(M,w)) est fidelement plate sut, cf.3.2.2.1. Tout idéal différentiel définissant
un sous-objet déA’, d’) dansind(M)®, la simplicité de(A’, d’) équivaut au fait que les seuls
sous-schémas fermés@e= Gal(M, w) invariants par translation a gauche sgretG (c’estici
gu’intervientle fait que I'on travaille avegM)® et non une quelconque sous-catégorie abélienne
monoidale plein€ comme en 3.2.1.1). Les constanteg dé d’) s’identifient aux éléments de
O(G) invariants par translation, c’est-a-dire aux éléments.de

Montrons que tout objet/ de (M)® est soluble dand’: A’ @y (Na/)¥4" S Ny Via w, il
s'agit d’établir que la fleche naturelle d&comodules

O(G) @ (0(G) @1 w(N)) ¢ = O(G) @ w(N)

est un isomorphisme. S est le fibré vectoriel trivial de fibre(N'), cela traduit le fait que le
morphismeG-équivariant

GxE—Gx ((G x E)/G), (g,¢)— (9,(g.€))
est un isomorphisme. Cet argument fournit de méme un isomorphisme naturel
W) Zwar(N) = (Nar) V4

fonctoriel enV.

Enfin, soitA” la sousA-algébre ded’ engendrée pafM, w4 (M)) et (M,wa(M)). C'est
aussi la réunion desV, w4 (N)) pour tout objet rigide\V” de (M)®. Il est clair queA” est stable
sous toutD € V!, donc fournit une extension différentielle intermédiaire ertiet A’. De plus,
comme tout objet déM)® est soluble dand”, on a unA”-point canonique d&(M,w), i.e. un
homomorphisme d’algébre$’ — A", compatible aux connexions, et dont I'inclusidrf C A’
est une section. Comntel’, d’) est simple, on a dond’ = A”, ce qui achéve la démonstration.

3.4.2.2.Remarque— Ce lemme traduit algébriquement l'idée géométrique suivante. La
considération du fibré principal a droife = X(M,w), de groupeG = Gal(M,w), de base
X = Spec A, établit une analogie avec la situation 1.1.2, 1.1.3. Précisons en nous plagant dans
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cette situation : on a un fibré & connexiBrsur X, associé a utL,,-fibré principal & connexion
sur X. Ce dernier se réduit & un fibré princip@l= X sous le groupe d’holonomi& muni
d’une connexiom.

L'analogue de I'extension de Picard—Vessi®(E(M,w)), d’) est'anneal’>°(P) des fonc-
tions de P, muni de ladifférentielle longitudinalel’ : C>*(P) — I'(TV(X)) (en considérant
N comme un «feuilletage non-intégrable»de P). La connexion «le long des feuilles» sur
I'image inverse deE sur P:I'(Ep) — I'(TY(F) ® Ep) est alors triviale. Ceci exprime le
fait suivant. Considérons I'image inverse du fibréP — X sur P lui-méme. L'application
0:PxG— PxxP,(p,g)— (p,ty(p)) estunisomorphism@-équivariant (action a droite sur
les facteurs de droite). On &), () (Hp (P), 04) = Im((id, t¢)Hp(P)) C Tyt () (P xx P),
qui s’envoie isomorphiquement st _(,, (P) par la seconde projection.

3.4.2.3. THEOREME — Sous I'hypothése que\)® soit une catégorie tannakienne neutre
sur k, on a des équivalences de catégories quasi-inverses

{foncteurs fibres sufM)®} «— {extensions de Picard—\Vessiot pout}

données paw — (O(X(M,w)), d’), (A", d") — war.
En outre, siw est un quelconque foncteur fibre, ces catégories sont équivalentes a la catégorie
desGal(M,w)-torseurs.

Démonstration. -On remarque que les morphismes de ces catégories sont des isomorphismes
(du cété extensions de Picard—Vessiot, cela vient de leur simplicité). On voit ainsi gee
(O(2(M,w)), d"), et(A’, d’') — wy- définissent bien des foncteurs. Qu'ils soient quasi-inverses
résulte de I'isomorphisme = w4, observé ci-dessus, avet = O(X(M,w)). La seconde
assertion est une généralité dans les catégories tannakiennes méjég,11.3.2.3.3.

3.4.2.4. COROLLAIRE. — Il existe une extension de Picard—Vessiot(de d) pour M si et
seulement siM)® est une catégorie tannakienne neutre Bur

Celarésulte de 3.4.1.4 et 3.4.2.3.

3.4.2.5.COROLLAIRE. — Soit k une cloture algébrique dé. Le k-groupe algébrique
Gal(M,w) ® k ne dépend pas, a isomorphisme pres, du foncteur it(gipposé existgrLes
classes d’'isomorphie d’extensions de Picard—Vessiot sont en bijection avec

H' (k/k,Gal(M,w) @ k).

Deux extensions de Picard—Vessiot pddrquelconques deviennentisomorphes apres extension
finie du corps des constantks

3.4.2.6.Exemple— Pour la connexion correspondant a I'équation différenti@@ =2y
surR(z), on a deux extensions de Picard—\Vessiot non isomorples /=) et R(z,/—2);
elles donnent lieu & des torseurs de solutions non triviaux.

3.4.3. Existence d’extensions de Picard—Vessiot
3.4.3.1. THEOREME — On suppose que
(i) 'anneau commutatifi est noethérien, et son anneau total de fractigh{s!) est semi-
simple;
(i) Q' = dA.A estfidele et projectif de type fini a droite, @t ®.4 Q(A) = Q(A) @4 N*;
(iii) 'anneau différentiel A, d) est simple de corps de constantes
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Alors quitte a remplacek par une extension finie, il existe une extension de Picard—\Vessiot de
(4, d) pour M.

En particulier, sik est algébriguement clos, il existe une extension de Picard—Vesgidt de
pour M, qui est unique & isomorphisme non unique pres.

Démonstration. H suit de 2.5.3.2 que(M)® est tannakienne. Comme elle admet un
générateur tensoriel (par exemplé @ M), il existe une extension finig’ /&’ et un foncteur
fibre w’ a valeurs dans lels'-espaces vectoriels de dimension finie ([19], 6.17 [41], 111.3.3). Ce
foncteur fibre fait ddM}ﬁ,) une catégorie tannakienne neutre ([20], 3.11). D’autre part, un
A ® k’-module a connexion (relativement a I'anneau différerftield) ®, k') n’est rien d’autre
gu’un A-module a connexiow” muni dek’ — End(N), ce qui, du fait quét’ est fini surk,
fournit une équivalence tautologique de catégories mono'féélldnéaires(M)ﬁ,) > (M),
D'aprés 3.4.2.4, il existe donc une extension de Picard—\Vessididd) @ k' pour My..
L'unicité lorsquek = &’ = k suit de 3.4.2.5.

3.4.3.2. Remarquons encore gu’il n'a été fait aucune hypothése sur la courb\we Ha
termes figurés, 3.4.3.1 est un théoreme d’intégrabilité symbolique des systemes différentiels (ou
aux différences) non nécessairement intégrables. Pour un exemple concret, voir 3.1.3.3; pour
une interprétation géométrique, voir 3.4.2.2.

3.4.3.3. La condition supplémentaire que le corps des constanéss algébriquement clos,
qui garantit l'unicité de I'extension de Picard—Vessiot, est innocente en caractérigtiglle
n'est en revanche jamais remplie en caractéristigue0 sous les hypothéses générales du
théoréme : en effet, elle entraiGg A)? C k, et commeR)(A) est supposé semi-simple, on voit
Q(A) =k ; mais alorQ! = AdA = 0 n'est pas fidele.

3.4.4. Quelques propriétés des extensions de Picard—\Vessiot (fractionnaires)

3.4.4.1. PROPOSITION — Soit(A’, d’) une extension de Picard—Vessiot pout. SoitA/ un
objet de(M)®. Alors la sousA-algébreA” de A’ engendrée patN, w4/ (N)) et (N,wa (N))
fournit une extension différentielle intermédiaire entteet A’. C’est une extension de Picard—
Vessiot pourV.

Démonstration. -D’aprés 3.4.2.3, on peut supposgel, d') = (O(X(M,war)), d’). Consi-
dérons 'homomorphisme fidélement platGal(N, w4/ ) — Gal(M,wa+) (3.2.3.2). Il induitun
¢-morphisme fidélement plat’ du Gal(M,wa/) a-torseurS (M, wa) vers leGal(N,war) a-
torseury(N,w4-), d’ot une inclusion d’algébres compatible aux connexiOs (N, w4 )) —
O(X(M,war)). On conclut en appliquant 3.4.2.1 (i &(X(N,war)), d’).

3.4.4.2. PROPOSITION — Supposons qud soit semi-simple et qu'il existe une extension de
Picard—Vessiot fractionnairéA”, d”) de (A, d) pour M. Alors il existe une unique extension
différentielle intermédiairé A’, d’) qui est de Picard—Vessiot pout ; onaA” = Q(A").

Démonstration. -A" est I'anneau total de fractions de la sodisalgebreA’ de A” engendrée
par (M, w4+ (M)) et (M,war(M)). D'apres 3.4.2.3, il existe une extension de Picard—Vessiot
A/A (quon peut prendre égale@(X(M,war) telle quews s'identifie aw . L'homomor-
phisme canoniquéd (S (M, wa-)), d’) = A — A” est compatible aux différentielles, donc in-
jectif puisque( A, d) est simple. On en déduit qyel, d) s'identifie a(A’, d’).

Prendre garde a la réciprogue : 4iest semi-simple, et §4’, d’) est une extension de

Picard—Vessiot ave@(A’) semi-simple, il n’est pas clair en général qd€Q(A’)).Q(A’) =
d’A".Q(A’), et donc que la structure naturelle d’anneau différentiel(@ud’) en fasse une
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extension différentielle déA, d) au sens de 2.1.2.5dir aussi 2.1.3.5). C'est toutefois le cas
si d’A’. A’ est un sesquimodule.

3.4.4.3. COROLLAIRE. — S'il existe une extension de Picard—Vessiot fractionnéit®, d)
pour M, alors X(M,w4~) est lisse, etd” est le produit des corps de fonctiols, de ses
compaosantes connexes.

En effet, on a vu que I'anneau semi-simpl€ s'identifie a I'anneau total de fractions de
O(X(M,war), doncX (M, w4) est réduit. Etant un torseur sur un anneau semi-simple, il est
lisse.

3.4.4.4. PROPOSITION — Si A estintegre de caractéristique nulle, toute extension de Picard—
VessiotA’ est lisse. Elle est intégre §I' est un bimodule commutatif. En particulier, 4iest
un corps, si le corps de constantes est algébriquement clos de caractéristique nulle! essi
un bimodule commutatif, il existe un corps extension de Picard—Vessiot fractionnaire pour tout
A-espace vectoriel de dimension finie a conneximm nécessairement intégrahple

Démonstration. -En effet, siA est integre de caractéristique nulle, taugroupe algébrique,
et tout torseur sous un tel groupe, est lisse. Or on a vuAjae O(X(M,war)). Si en outren!
est un bimodule commutatif, il en est de mémek; tout idempotent del’ est nécessairement
une constante, égalefaou 1, d'ou I'assertion. SiA est un corps, on obtient une extension de
Picard—\Vessiot fractionnaire en passant au corps de fractiods de

Dans le cas d'une connexion attachée a une équation aux différences sur un corps de
caractéristique nulle, les extensions de Picard—\Vessiot sont lisses mais non nécessairement
intégres (considérer I'équatiaff = —y).

3.4.4.5. PROPOSITION — Soit (A’, d’) un corps extension de Picard—Vessiot fractionnaire
de (A, d) pour M. Alors le degré de transcendance dé sur A est égal a la dimension de
Gal(M,war).

Démonstration. -D’aprés 3.4.4.2 et 3.4.2.3)’ est isomorphe au corps de fonctions de la
A-variétéX (M, w4+) qui est un torseur souSal(M,w4/) ®; A. D'ou le résultat.

3.5. Correspondance galoisienne

3.5.1. Le groupe algébrique affineAut((4’, d')/(4, d))

Soit(A4’, d’) une extension différentielle del, d). On noteAut((A’, d)/(A4, d)) le foncteur
qui associe a touté-algébrek’ (commutative unitaire) le groupe des automorphismes de
I'anneau différentie( 4’, d') @y, k' induisant 'identité surd @y, k¥’ (et donc aussi suR! @ k’).

3.5.1.1. THEOREME — Soit (4’, d’) une extension de Picard—Vessiot ou une extension de
Picard—Vessiot fractionnaire pouM. Alors le foncteurAut((A’, d’)/(A, d)) est représenté
par Gal(M,wa4).

Dans ce rdle, cek-groupe algébrique affine est aussi noMut((A’, d')/(4, d)) ou
simplementAut,(A’/A), et appel@roupe de Galois différentiel dé’ sur A.

Démonstration du théoréme 3.5.1.1Traitons d'abord le cas d’'une extension de Picard—
Vessiot. D’aprés 3.4.2.3, on peut suppaséh, d') = (O(2(M,war)), d'). Viawy-, le foncteur
Aut((4’, d')/(4, d)) s'identifie au foncteuAut g, ag,. ) (O(Gal(M,war))), qui n’est autre
que le foncteur que représen€eal(M,w4/). Le cas d'une extension de Picard—Vessiot
fractionnaire s’en déduit grace a 3.4.4.2 (dans la situation de 3.4.4.2, il est clair que le groupe de
Galois différentiel de I'extension de Picard—Vessiot fractionndif¢A s'identifie au groupe de
Galois différentiel de I'extension de Picard—Vessiot assodigel).
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3.5.2. La correspondance galoisienne pour les extensions de Picard—Vessiot fractionnaires

Dans la suite, on se limite au cas ou le corps des constanéss algébriguement clos de
caractéristique nulle. La donnée du schéma en grodpes;(A’/A) équivaut alors a celle
du groupe de ses-points vu comme sous-groupe dd.(w4.(M)); c’est le groupeG =
Autg(A’/A) des A-automorphismes dd’ commutant &d (en revanche, il n'y a pas d’action
algébrique deAut(A’/A) sur A’ en général).

3.5.2.1.LEMME. — Supposons quel = K = [[ K; soit semi-simple et qu'il existe une
extension de Picard—Vessiot fractionnaitepour M. Soit H un sous-groupe Zariski-fermé de
G =Auty(L/K). Alors

(i) 'anneau des invariant“ estK ;

(i) siL¥ = K, alors H = G.

Démonstration. -D’aprés 3.4.4.2[, = Q(K') pour une extension de Picard—Vessiot « entiére »
K'deK.Poson$GG = Gal(M,wgk') = Auty(L/K) (3.5.1.1), et notonH C G le sous-schéma
en groupes de groupe éepoints H. On peut identifiels’ aO(X(M,wk)) (3.4.2.3), donc tout
élément del. & un K-morphismef : ¥(M,wg) — PL (i.e. & une famille d&<;-morphismes
YS(M,wg') @k K; — P}Q). D'aprées 3.2.2.1%(M,wgk-) est un torseur a droite sosx =
G ®y K. Il est équivalent de dire qu’un élement Aeest invariant sou& (resp. soudl) ou que
le morphisme correspondafiest invariant sou& x (resp. sou$l k). CommeG x agit transiti-
vement sud (M, wg-), un tel f invariant sousa i est constant, ce qui implique (i). Pour (i), il
s’agit de montrer que dif # G, il existe une fonction rationnellH x-invariante non constante.
C’est une conséquence de I'existencddhschéma (M, wg ) /H (qui se déduit par descente
étale de I'existence de lavariété algébriquéx /H).

LorsqueG et H sont réductifsG/H est affine, de méme qu&(M,wgk)/Hp, et on peut
alors remplaceP! par A', et extensions de Picard—Vessiot fractionnaires par extensions de
Picard—Vessiot « entiéres ».

3.5.2.2. THEOREME — Supposons qud = K soit semi-simple et qu'il existe une extension
de Picard—Vessiot fractionnai® pour M. Alors H — (L ,d) et(J,d) — Auty(L/J) sontdes
bijections réciproques entre 'ensemble des sous-groupes Zariski-ferntés-deut,(L/K) et
'ensemble des extensions différentielles intermédidifed) entre K et L, avecJ semi-simple.
En outre, siH est normal dansy, LY est une extension de Picard—Vessiot fractionnigour
un objet convenabld/ de (M)®.

Démonstration. ./ J étant une extension de Picard—\Vessiot fractionnaire (3.4.1.3 (d)), il
découle de 3.5.1.1 quauty(L/J) est un sous-groupe Zariski-fermé dé= Auty(L/K).
Montrons, inversement, que” définit une extension différentielle intermédiaire. Il s’agit de voir
que pour toutD € VQ!, (D, d(L*)) c L. Cela vient de ce que I'action d& sur L commute
a d donc a 'endomorphismk-linéairez — (D, dz) de L. Qu’on ait des bijections réciproques
résulte alors du lemme précédent.

Enfin, si H est normal dans/, H est normal dan& = Gal(M,wy,), et le groupe quotient
G/H est le k-groupe associé a une sous-catégorie tannakienngMg®. Une telle sous-
catégorie tannakienne admet nécessairement un générateur teN§oeiedbn a alorsG/H =
Gal(N,wr). CommeH = Gal(M ;,wy) agit trivialement surw(N), N est soluble dans
J. La K-algébre engendrée pai,w;(M)) et (M,w;(M)) fournit donc une extension de
Picard—Vessiot’ de K pour A/ (3.4.4.1). Son anneau total de fractioB$K’) est contenu
dans I'anneau semi-simple. Il est donc semi-simple (et différentiellement simple d’aprés 2.1.3.5).
On aG/H = Gal(N,wr) = Auty(Q(K')/K) (3.5.1.1), et on conclut de la correspondance
galoisienne queR(K’) = J. Ceci montre queJ//K est une extension de Picard—Vessiot
fractionnaire pounV.
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Ce résultat contient et unifie la correspondance de Picard-Vessiot classig{g5], 3),
son analogue aux différenced.([48], 1.29, 1.30), ainsi que les situations mixtes étudiées par
Bialynicki-Birula [8]. Il englobe le cas des systémes a plusieurs variables, éventuellement non
intégrables.
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