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SPÉCIALISATION DES REVÊTEMENTS
EN CARACTÉRISTIQUE p > 0

PAR MICHEL RAYNAUD

ABSTRACT. — Let p be a prime number and G be a finite group having a p-Sylow subgroup Q of order p. Thus
thé quotient of N = Norme (Q) by C = CentG(Q) is cyclic of some order n, a diviser of p — 1.

Let R be a complète discrête valuation ring with fraction field K of characteristic zéro and algebraically residue
field of characteristic p. We dénote by e thé ramification index of R. Let X be thé projective line over R equipped
with its 3 sections 0,l,oo. Let YK —^ XK be a finite normal Galois cover, with Galois group G, which is
geometrically irreducible and ramified exactiy above 0,1, oo. We show that if e < {p — ^-)/n, then YK has good
réduction over R. More precisely, thé intégral closure Y of X is smooth over R and tamely ramified on X
above 0,1 and oo. © Eisevier, Paris

RÉSUMÉ. - Soient p un nombre premier et G un groupe fini, à centre trivial, ayant un p-sous-groupe de Sylow
Q d'ordre p. Considérons N = Norme (Q) et G = CentG(Ç), de sorte que N / C est un groupe cyclique d'ordre
n divisant p — 1.

Soit R un anneau de valuation discrète complet, non ramifié, de corps des fractions K de caractéristique 0,
de corps résiduel algébriquement clos de caractéristique p et soit e son indice de ramification. Désignons par X
la droite projective sur R, munie de ses trois sections 0,1, oo et soit YK —>• XK un revêtement fini galoisien
normal, de groupe G, de la fibre générique XK de X, qui est géométriquement connexe et ramifié exactement
au-dessus de 0,1, oo. Alors on montre que si l'on a e < (p — l)/n, YK a bonne réduction sur R. Plus précisément,
la clôture intégrale Y de X dans YK est lisse sur R et Y est modérément ramifiée sur X au-dessus de 0, l,oo.
© Eisevier, Paris

Dédié à Jean-Pierre Serre

Introduction

Soit R un anneau de valuation discrète complet, de corps des fractions K de
caractéristique 0, de corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p > 0 et
soit e l'indice de ramification de R (0.1).

Considérons la droite projective X sur R munie de trois sections disjointes 0,l,oo.
Notons X_ la fibre spéciale de X et XK sa fibre générique. Que sait-on sur le groupe
fondamental modéré ^{{X_- {0,1, oo}), qui classe les revêtements finis de X_, étales
en dehors de 0,1, oo et modérément ramifiés en ces points ? Essentiellement les énoncés
conjecturés par Abyhankar [Ab] et démontrés par Grothendieck ([Gr 1] Exp. XIII, cor. 2.12),
au début des années 60 : on a une flèche de spécialisation surjective de groupes profinis

sp : 7ri(X^ - {0,1, oo}) ̂  TTÎ(Z - {0,1, oo}) ,
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où K désigne une clôture algébrique de K, qui induit un isomorphisme sur les plus grands
quotients profinis d'ordre premier à p.

Dans cet article, on étudie le cas des revêtements galoisiens modérés d e X — { 0 , l , o o } ,
de groupe fini G, d'ordre pa avec (a,p) = 1, c'est-à-dire dans le cas le plus simple qui se
présente, une fois écartés les groupes finis d'ordre premier à p. Comme un tel revêtement
se relève canoniquement en un revêtement de X modérément ramifié le long de 0,1, oo,
on est amené à partir d'un revêtement galoisien de XK — {0,1, oo}, ramifié en 0,1, oo, et
à donner des conditions qui assurent que ce revêtement a bonne réduction sur R.

De façon précise, considérons un groupe fini G, à centre trivial, ayant un p-sous-groupe
de Sylow Q d'ordre p. Notons N et C les normalisateurs et centralisateurs de Q dans
G. Alors N / C est un groupe d'automorphismes de Ç, et est donc cyclique d'ordre n
divisant p — 1. Donnons nous par ailleurs un revêtement fini normal YK —^ XK, galoisien
de groupe G, géométriquement connexe, ramifié exactement au-dessus de 0,1, oo.

THÉORÈME 0. - Supposons e < (p — l)/n. Alors YK a bonne réduction sur R. Plus
précisément, la normalisation Y de X dans YK est lisse sur R et modérément ramifiée
au-dessus de X le long des sections 0, l,oo.

En particulier, l'ordre des groupes d'inertie du revêtement YK —^ XK est premier
à p, et par réduction sur le corps résiduel fc, on obtient Y_ —^ X_ qui est un revêtement
géométriquement connexe de la droite projective sur k, galoisien de groupe G, modérément
ramifié en 0,1, oo.

La démonstration consiste à étudier la réduction stable Yf de YK qui existe sur une
extension finie R de R, galoisienne de groupe F : la monodromie finie. L'hypothèse
que Q est d'ordre p permet un bon contrôle de la fibre spéciale V de Y ' et du revêtement
Y ' —>• y'/G. On montre ensuite, un peu miraculeusement nous semble-t-il, que F est trivial.

Signalons que l'on peut contrôler la monodromie finie sauvage F^ sans conditions sur la
ramification de R (4.2.10.1) et que l'on obtient un énoncé analogue au théorème 0 si l'on
remplace la droite projective privée de 3 points par l'autre type de courbe hyperbolique le
plus simple, à savoir une courbe elliptique privée d'un point (5.1.5).

L'étude qui suit est indépendante de la notion de rigidité introduite dans le problème de
Galois inverse, mais bien sûr, cette théorie peut être utilisée pour construire des revêtements
de XK—{O^ 1, oo}, définis sur des corps K suffisamment peu ramifiés sur Q ou Qp pour que
le théorème ci-dessus s'applique. Pour terminer, nous en donnons un exemple et mettons
en évidence quelques unes des limites des énoncés de spécialisation des revêtements.

Je remercie le référée et Rachel pour leur lecture attentive du texte et leurs suggestions.

Plan de la démonstration. - Changeons les notations de l'introduction et affectons d'un
indice o les données initiales : J?o, Xo, Yj^.

Soient K une extension finie de Ko et R la clôture intégrale de R dans K. Pour un
choix convenable de K, la clôture intégrale de Xo 0^ R dans YK admet un éclatement
minimal Y qui est une courbe semi-stable sur R. L'action de G sur YK s'étend à Y,
et la courbe quotient X = Y / G est aussi semi-stable : sa fibre spéciale X_ est un arbre
A de droites projectives dans lequel figure la droite projective initiale X_^. On oriente
cet arbre en choisissant X_^ comme origine. Il apparaît alors des sommets terminaux :
l'ensemble B des bouts de A.
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SPÉCIALISATION DES REVÊTEMENTS EN CARACTÉRISTIQUE p > 0 89

Si Y -^ X_ est génériquement étale au-dessus de X^, on montre que YK a bonne
réduction sur R, puis, par un argument de descente (utilisant le fait que G a un centre
trivial), que YK, a bonne réduction sur Ro.

On suppose maintenant que Y -^ X_ n'est pas génériquement étale au-dessus de X^.
L'hypothèse que les p-Sylow de G sont d'ordre p permet de montrer que le morphisme
Y -^ X est génériquement étale au-dessus des composantes bouts, et introduit une d'inertie
radicielle de degré p au-dessus des autres composantes de X_. Compte tenu de cette analyse,
on peut alors écrire une formule de cycles évanescents qui résume la ramification utile
du morphisme Y_ —^ X_.

On aborde ensuite l'étude de la monodromie. On choisit K galoisien sur Ko. Le groupe
de Galois F de K / K o est essentiellement la monodromie finie qui conduit à la réduction
stable pour V^,. Le groupe F agit sur Y_ et cette action commute à celle de G. On
étudie d'abord l'action de la monodromie sauvage F^ et on montre que cette action est
triviale. On considère ensuite l'action de la monodromie modérée et, sous la condition
supplémentaire e < (p - l)/n, on prouve que Y_ -^ X_ est génériquement étale au-dessus
de X_^ en contradiction avec l'hypothèse faite plus haut.

Les calculs de ramification nécessaires à l'étude de la monodromie sont regroupés au
§ 1. Le § 2 contient des énoncés généraux sur les actions de groupes finis sur les modèles
semi-stables. On peut négliger dans un premier temps les § 1 et 2 et arriver au plus vite
à l'étude combinatoire du morphisme Y —> X et à la formule des cycles évanescents
qui occupe le § 3. Les calculs sont présentés pour une courbe hyperbolique générale. Le
contrôle de la monodromie, (qui n'est satisfaisant que dans le cas de la droite projective
privée de 3 points et dans le cas d'une courbe elliptique privée d'un point), est effectué
dans les § 4 et 5.

Une fois les acteurs présentés, le lecteur trouvera un plan plus détaillé de l'étude de
la monodromie dans 3.5.

0. Conventions

0.1. Si S est un anneau de valuation discrète, on normalise la valuation de façon que le
groupe de la valuation soit Z. Lorsque le corps des fractions de S est de caractéristique
0 et le corps résiduel de caractéristique p > 0, l'indice de ramification e de S est la
valuation de p.
0.2. Soient p un nombre premier et n un entier divisant p - 1. Si Q est un groupe cyclique
d'ordre p et G est un groupe cyclique d'ordre n, Q'C désigne un groupe produit semi-direct
de Q par G, donné par un morphisme injectif G -» Aut(Q) = (Z/pZ)* ^ Z/(p - 1)Z.
Ce groupe est unique à isomorphisme près.

1. Ramification

1.1. L^invariant a = h/m
Dans ce numéro, k désigne un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et

S est une fc-algèbre qui est un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel k.
Donc S est (non canoniquement) isomorphe à l'anneau des séries formelles k[[s}}.
1.1.1. Soit S -^ T une extension finie d'anneaux de valuation discrète complets qui est
galoisienne de groupe de Galois H. Alors H est extension d'un groupe cyclique G d'ordre
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90 M. RAYNAUD

m premier à p, par un p-groupe Q. Cette extension est scindée, de sorte que H est produit
semi-direct de Q par C.

Dans la suite de 1.1, on suppose que Q est d'ordre p.
L'extension S —> T se factorise canoniquement en S —> S ' — T où S —^ S ' est

cyclique de degré m. S ' —^ T est cyclique de degré p. On peut choisir des coordonnées
s et s ' sur S et 5" telles que ^/m == s et que T soit engendrée sur 5" par une équation
d'Artin-Schreier de la forme x10 - x = 5/-/l, avec h > 0 et (h,p) = 1. L'entier h détermine
la T-valuation de la différente :

S T / S ' = ( P - 1)^+1) •

Donc ÔT/S = ^(^ - 1) + (p - l)(ft + 1) .
Nous appellerons l'entier h le conducteur de l'extension 5" —^ T et nous dirons que

S —> T est une extension de type (m, fa). Un rôle important sera joué par le nombre
rationnel a- = h/m. Nous allons en présenter quelques propriétés.

Le groupe de Galois H, produit semi-direct de Q par C, est décrit par un morphisme
de groupes (f) : C —> Aut(Ç) == (Z/pZ)*. Le noyau de (j) est le sous-groupe central de
H, d'ordre premier à p, maximal. Si (f) est injectif, m divise p — 1 et H est isomorphe
à Z/pZ • Z/mZ (0.2).

Notons le lemme immédiat suivant :
1.1.2.

LEMME. - Soit S —> T une extension de groupe H de type (m, h) et soit C^ un sous-
groupe central de H d'ordre d premier à p. Soit H^ = H / C ^ , et soit T^ le sous-anneau
de T formé des invariants sous C^. Alors S —> ^A est de type (m^ h^) avec m = m^d,
h = h^d. En particulier a == h/m = h^/m^ = a^.
1.1.3.

Remarque. - II y a sur h d'autres contraintes que la condition (h^p) = 1. Ainsi, si le
centre de H d'ordre premier à p est trivial (cas auquel on se ramène par 1.1.2), on a alors
(h^m) = 1, comme il résulte du fait que T est une extension galoisienne de 5'.
1.1.4.

LEMME. - Soit S^ = k^]] et soient S^ — ^ T ^ e t S ^ — ^ S des extensions d'anneaux de
valuation discrète engendrées par des équations d'Artin-Schreier de conducteurs respectifs
h^ et h'. Soit T le normalisé de TA 0^ S. Alors

i) 57 h^ > h', S —i- T est une extension d'Artin-Schreier de conducteur h avec
h = h' + p(h^ - h ' )

ii) Si h^ = h1 = 1, et si S^ -^ T^ et S^ —» S sont des extensions linéairement
disjointes on a h = 1.

Le cas ii) est immédiat par calcul direct. Prouvons i), qui ne prétend pas être nouveau.
Notons a le conducteur de T^ —> T et h celui de S —^ T, de sorte que l'on a un

diagramme commutatif d'extensions d'Artin-Schreier :
J^A JL^^T

/,-f (/-
ÇA __5^ çib ^I7-

Calculons les différentes.
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SPÉCIALISATION DES REVÊTEMENTS EN CARACTÉRISTIQUE p > 0 91

On a S T / S ^ = p S s / s ^ + ^ T / S = P ^ T ^ / S ^ + ^T/T^ solt :

(^ - l)^7 + 1) + h + 1] = 09 - ̂ K^ + 1) + û + 1] .

D'où :

h^a+p^ - h ' ) .

En particulier h > a.
L'extension S^ -^ T est galoisienne de groupe G = Z/pZ x Z / p Z . Soit fl^ le sous-

groupe de G d'ordre p qui fixe T^ et H le sous-groupe d'ordre p qui fixe 5. Comme fa > a,
H est un sous-groupe de ramification supérieure de G. Les sous-groupes de ramification
supérieure Gi de G sont alors, avec les notations de ([Se 1] chap. IV), tels que :

Gi = G pour 0 < i < %i , Gi = H pour îi < i <: i-z , G, = 0 pour % > %2 •

Nécessairement fa = %2 et a = %i .
Par ailleurs il résulte de û toc. cit. Prop. 4, que l'on a :

(ÎT/SA = (P2 - l)(^i + 1) + (P - 1)(^2 - il) .

Donc

(p + ̂ i + 1) + (^2 - ̂ i = P^ + 1) + h + 1 = ̂ (^ + 1) + a + 1

Les formules ci-dessus donnent alors a -==- %i = h ' , h = i^ = P^ - /^/) + ^/ •
1.1.5.

PROPOSITION. - Soit 5^ = k[[s^}} -^ T^ une extension locale d'anneaux de valuation
discrète qui est galoisienne de groupe H, de type (m^/^) au sens de 1.1, avec
o^ = h^/m^ > 1. Soit S^ -^ S une extension d'Artin-Schreier de conducteur 1 et
soit T le normalisé de ^A 0sA S. Alors S -> T est une extension locale de groupe H, de
type (m, h) avec m = m^ a - 1 = h/m -1= p(h^/m^ - 1) = p(a^ - 1).

En effet, factorisons S^ -^ T^ en S^ -^ S^ -^ ^A où S^ -^ S^ est de degré m^
et S^ -^ T^ est de conducteur /A

Considérons 5" qui est le normalisé de S^ (g)^ S. Alors S -> T se factorise en
S -, 5" -^ T, avec 5 -^ 5'7 modérée de degré m = m^ et S ' -^ T, cyclique de degré p,
de conducteur h. Par ailleurs, il est clair que S ' ^ -^ S ' est une extension d'Artin-Schreier
de conducteur m^.

T^—^T

'^ . \"
S'^'^s'

t . ts^-^s

Alors T est le normalisé de T^ ®S-A 5". Comme par hypothèse /^ > m^ il
résulte de 1.1.4 que T est une extension d'Artin-Schreier de S ' de conducteur h avec
h = m^ + p(h^ - m^). Donc h/m - 1 = p(h^/m^ - 1).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



92 M. RAYNAUD

1.1.6.
PROPOSITION. - Soit V -^ P un revêtement fini galoisien de la droite projective sur k.

On suppose que :
- V est lisse sur k, connexe, ramifié au-dessus d'un seul point oo de P.
- Le groupe d'inertie 1 en un point au-dessus de oo est d'ordre pm, avec (m,p) = 1.

Soit F le quotient de 1 par son sous-groupe central maximal d'ordre premier a p, et soit
pm' l'ordre de I ' . Alors :
- i) si le genre de V est > 0, la ramification au-dessus de oo est de type (m, h) au sens

de 1,1) avec a - 1 = h/m - 1 > 1/m';
- ii) si V est de genre 0, V -> P est un revêtement d'Artin-Schreier, de

conducteur 1.
Prouvons i). Il résulte de la formule d'Hurwitz appliquée au revêtement galoisien connexe

V -. P, que l'on a -2 + [p(m - 1) + (p - l)(h + l)]/mp > 0, soit encore :

-2 + 1 - 1/m + (1 - l / p ) ( h + l)/m > 0
( l - l / p ) ( f a + l ) / m > l + l / m ,
(h + l)/m > 1 + 1/m + (h + l)/pm .

D'où h/m - 1 > (h + l)/pm > 0.
Par ailleurs, il résulte de 1.1.2, que a = h/m n'est pas affecté quand on divise I par

son centre maximal d'ordre premier à p. Donc a = h ' / m ' , avec h' entier et {h1\m') = 1.
Finalement, la condition a - 1 > 0 entraîne a - 1 ^ 1/m'.

Prouvons ii) qui est classique. Il suffit évidemment de montrer que I est invariant dans
le groupe de Galois G du revêtement V -> P. Or la formule de Hurwitz montre que
l'indice de I dans G divise 2.

1.2. Revêtements de degré p et schémas en groupes

1.2.1.
PROPOSITION. - Soit U un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel ku

de caractéristique p > 0. Soit V la clôture intégrale de U dans une extension cyclique
de degré p du corps des fractions de U et soit ky le corps résiduel de V. On suppose
que [ky : kjj] = p.

Alors il existe sur Spec(U) un schéma en groupes fini et plat Ç, défibre générique Z / p Z ,
unique à isomorphisme près, tel que Spec(V) soit un torseur fppf (c'est-à-dire pour la
topologie fidèlement plate de présentation finie) sous Q, de base Spec(U).

Considérons le schéma en groupes affine A sur SpecÇU) des automorphismes de la
^-algèbre V. Autrement dit, pour tout ^/-algèbre U\ les points de A, à valeurs dans U\
sont les y-automorphismes de la [/'-algèbre V = V (S)u V. L'action naturelle de Z/pZ
sur Y, définit un morphisme de schémas en groupes sur Spec(t/) L : Z/pZ -^ A, qui
est injectif sur la fibre générique. Soit Q l'image schématique de i. Comme U est un
anneau de valuation discrète, Q est un schéma en groupes fini et plat; sa fibre générique
est Z/pZ. Par construction, Q opère fidèlement universellement sur Spec(V). Il est clair
que si Spec(V) est un torseur sur Spec([7) sous un schéma en groupes fini et plat, celui-ci
sera nécessairement isomorphe à Q.

Il reste à voir que Q opère librement sur Spec(V). C'est clair si ky est étale sur krr
auquel cas V est étale sur U et Q = Z / p Z .
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Examinons le cas où ky est une extension radicielle de ku de degré p. Faisons
le changement de base Spec(Y) —> Spec(U). Pour voir que Q opère fidèlement sur
Spec(y), il suffit de voir que le stabilisateur dans Q Xu V de la section diagonale de
Spec(V) Xspec(?7) Spec(V) est le schéma en groupes unité. Par le lemme de Nakayama,
il suffit de le montrer mod TT, où TT est une uniformisante de U. Or par hypothèse, V
se réduit, mod TT, suivant une extension radicielle ky de ku' Notons Q_ le fey-schéma en
groupes Q x^ ky. Le stabilisateur de la section diagonale mod TT est un sous-schéma en
groupes Z_ de Q_, distinct de Q_, car l'action est fidèle. Comme ky est un corps et Q_ de
degré p, nécessairement Z_ = 0.
1.2.2.

COROLLAIRE. - Supposons de plus U d'inégale caractéristique et soit e l'indice de
ramification de U (0.1). Alors :
- i) Si e < p - 1, V est étale sur U et G = Z/pZ.
- ii) Si e = p — 1, ou bien Q = Z/pZ et V est étale sur U ou bien Q est le groupe de

type multiplicatif ^p et V est décrit par une équation de Kummer ̂  — u == 0, où u
est une unité de U dont l'image dans ku n'est pas une puissance p-ème.

En effet si e < p - 1 (resp. si e = p - 1) il résulte de [Ra 1] Prop. 3.3.2 et th. 3.3.3
que Q est isomorphe à Z/pZ (resp. à Z/pZ ou fip).
1.2.3.

Remarque. — Les schémas en groupes finis et plats de degré p sur un anneau de valuation
discrète sont classifiés dans [Oo-Ta] et [Ra 1]. Ils sont essentiellement déterminés par
leur différente.

2. Réduction semi-stable et revêtements

2.1. Dans ce paragraphe R désigne un anneau de valuation discrète complet, de corps
des fractions K, de corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p > 0. On
note TT une uniformisante de R.
2.1.1.

DÉFINITION. - Une R courbe X sera dite semi-stable, si elle est plate sur R, à fibre
générique XK lisse sur K, à fibre spéciale X_ géométriquement réduite, ayant pour seules
singularités des points doubles ordinaires.

Soit x un point rationnel de la fibre fermée X d'une Jî-courbe semi-stable X.
Si x_ est un point lisse de X, le complété de Ox,x pour la topologie définie par son

idéal maximal est Jî-isomorphe à -R[[T]]. Le choix de la coordonnée T est déterminé, à
multiplication près par une unité, par le choix d'un point x de X(R) qui se spécialise en x_.
Du point de vue de la géométrie analytique rigide, les points de XK qui se spécialisent
en ^, sont les points du disque unité ouvert v(T) > 0, où v désigne la valuation de K
étendue à une clôture algébrique K de K.

Si x_ est un point double de X, le complété de Ox,x_ pour la topologie définie par son idéal
maximal est isomorphe à R[[U, V]}/(UV - TT^), où e est un entier > 0, bien déterminé, que
nous appellerons V épaisseur de la singularité. Du point de vue de la géométrie analytique
rigide sur K, les points de XK qui se spécialisent en x_ sont les points d'une couronne
ouverte d'épaisseur e. On peut par exemple prendre pour coordonnée de Laurent sur cette
couronne T = U = TT^/V, avec 0 < v(T) < e.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



94 M. RAYNAUD

2.1.2. On associe classiquement à la fibre fermée X_ d'une A-courbe semi-stable X, un
graphe métrique A : un sommet de A correspond à une composante irréductible de X_; une
arête de longueur e correspond à un point double d'épaisseur e et relie les deux sommets,
distincts ou confondus, associés aux 2 branches de la courbe X_ passant par x.

Soit X une courbe semi-stable sur R et x_ un point double de X_, d'épaisseur e. L'anneau
local complété en X est donc isomorphe à R[[U^V]}/(UV — Tr6), de coordonnée de
Laurent T = [/, 0 < v(T) < e. Soit e ' un nombre rationnel de l'intervalle ]0,^[. Nous
allons modifier, par éclatement en x_, le modèle semi-stable X (après extension éventuelle
de R) de façon à obtenir un nouveau modèle semi-stable X' dominant X, dans lequel
les points de la couronne d'épaisseur nulle v(T) = e ' , se spécialisent en les points lisses
d'une composante de X ' .

Supposons d'abord que e ' soit entier et posons e" = e — e ' . On peut alors réaliser
la modification X' rationnellement sur R en introduisant un nouveau sommet sur l'arête
correspondant au point double x_, comme dans la figure 1.

La nouvelle composante qui s'introduit dans le graphe de X' est une droite projective P
reliée au reste du graphe par deux points doubles 0 et oq. Les points de la couronne
d'épaisseur nulle v(T) == e ' se spécialisent alors en les points de P — {0, oo}.

Lorsque e ' n'est pas entier, si m est un entier > 0, tel que me' soit entier, on effectue
d'abord n'importe quelle extension R de R qui multiplie la valuation de TT par m et on
est ramené au cas précédent. On prendra garde que lorsque m n'est pas premier à p, il n'y
a pas a priori d'extension R' de R meilleure que les autres qui convient.
2.2.
2.2.1.

DÉFINITION. - Une R-courbe X sera dite stable si elle est semi-stable sur R, propre sur
R, à fibres géométriquement connexes de genre > 2, et si toute droite projective P de X
rencontre les autres composantes en au moins 3 points.
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Figure 1.

Rappelons le résultat essentiel suivant :
2.2.2.

PROPOSITION (rappel). - Soit YK une K-courbe propre et lisse, géométriquement connexe,
de genre gy > 2. Alors YK a potentiellement réduction stable. De façon précise, il existe
une extension finie K1 de K, telle que si K désigne la clôture intégrale de R dans K ' ,
alors YK' = YK XK K ' se prolonge en une R'-courbe stable V. La R'-courbe Y ' est
unique à isomorphisme unique près.
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De plus, il existe une plus petite extension K ' de K qui conduit à la réduction stable. Cette
extension K ' est galoisienne sur K. Le groupe G^\{K' / K } == F est appelé la monodromie
finie. L'action naturelle K'-semi-linéaire de F sur YK> s'étend uniquement en une action
R'-semi-linéaire sur Y ' . Celle-ci induit une action k-linéaire sur Y^. L'action de T sur Y^
est fidèle, (cf. [De-Mu] cor. 2.7 et [De] exp. n° 1).
2.2.3.

Remarques. - (1) Si YK est de genre 0, comme fc est algébriquement clos, YK est une
droite projective, et YK admet des réductions semi-stables minimales sur R qui sont des
droites projectives. Mais il n'y a plus unicité.

(2) Si YK est une courbe de genre 1, c'est un torseur sous sajacobienne EK qui est une
courbe elliptique (c'est-à-dire une courbe de genre 1 munie d'un point rationnel origine). Il
y a encore une bonne théorie de la monodromie finie pour les courbes elliptiques (comme
pour les variétés abéliennes), par contre il n'y a pas en général de meilleure extension R'
de R qui conduit à un modèle semi-stable pour les courbes de genre 1.

Pour ces raisons nous démontrerons d'abord le théorème 0 lorsque la courbe YK est de
genre au moins 2, puis nous considérerons à part, au § 5, le cas où YK est de genre 0 et 1.

2.3. Quotient d'une courbe semi-stable par un groupe fini (Tautomorphismes

Dans ([Ra 2] Appendice), il est établi que le quotient d'une courbe semi-stable par
un groupoide fini est semi-stable. Nous allons préciser, dans le cas galoisien, la structure
des groupes d'inertie.
2.3.1.

PROPOSITION (quotient d'un disque formel). - Soit H un groupe fini de R-automorphismes
de l'anneau de séries formelles -R[[T]] = S. Alors l'anneau d'invariants S11 == S' est un
anneau de séries formelles ^[[T']]. On peut prendre pour Tf la norme de T. Le groupe H
est extension d'un groupe Ht cyclique, d'ordre m premier à p, par un p-groupe Hu,. Soit S"
l'anneau des invariants de S sous Hw Alors, pour un choix convenable de la coordonnée T',
S" se déduit de S' en extrayant une racine m-ième de T'. En particulier il existe au plus
un seul point de Spec(5^) ramifié dans Spec(5j<) avec un groupe d'inertie qui n'est pas
un p-groupe, et ce point est rationnel sur K.

Démonstration. — Les localisés de S et 5" en (7r) sont des anneaux de valuation discrète
d'uniformisante TT. Le groupe H est le groupe de décomposition en l'idéal premier (7r).
Le groupe d'inertie 1 en (7r) est un p-groupe. Le groupe H I I est le groupe de Galois
de l'extension locale fe[[r]]/fc[[T']], et est donc extension d'un groupe cyclique d'ordre m
premier à p par un ^-groupe. Finalement H lui-même est bien extension d'un groupe
cyclique Ht d'ordre m par un ^-groupe H^. Pour étudier S ' —^ S " , on peut prendre
d'abord les invariants sous Hw et donc se ramener au cas où H = Ht est cyclique
d'ordre m. Il est alors bien connu que l'on peut choisir la coordonnée T', de façon que S
s'obtienne en extrayant une racine m-ème de T ' . En particulier, le lieu de ramification de
S ' —> S " est vide si m = 1, et se réduit à T ' = 0 sinon.
2.3.2.

PROPOSITION (quotient d'une couronne formelle). - Soit e un entier > 1 et soit H un
groupe fini de R-automorphismes de l'anneau R[[U, V]}/(UV — TT^) = S.

a) Supposons d'abord que H fixe chacune des deux branches modulo TT. Alors l'anneau
d'invariant S ' = S11 est isomorphe à R [ [ U ' . V ' ^ K U ' V ' - TT^) où h est l'ordre de H.
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