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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE
ET INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DE LOGARITHMES

Par DaMmiEN ROY (') BT MicHEL WALDSCHMIDT

RESUME. — On montre que tout nombre complexe transcendant admet de bonnes approximations par des nombres
algébriques de grand degré, mais de hauteur logarithmique absolue bornée. On étend ensuite ce résultat en un
énoncé d’approximation diophantienne simultanée pour toute famille finie d’éléments d’une extension de degré de
transcendance 1 de Q. Cet outil nous permet d’introduire une nouvelle méthode d’indépendance algébrique, que
nous développons dans le contexte des sous-groupes & plusieurs parametres de groupes algébriques linéaires. Nous
montrons par exemple que si logay,...,loga, sont des logarithmes Q-linéairement indépendants de nombres
algébriques qui engendrent un corps de degré de transcendance 1 sur Q, alors pour toute forme quadratique non
nulle Q € Q[Xi,...,Xy], le nombre Q(loga,...,loga,) nest pas nul.

ABSTRACT. — We prove that any transcendental complex number is well approximated by algebraic numbers of
large degree and bounded absolute logarithmic height. Next we extend this result to a statement on simultaneous
diophantine approximation for any finite subset of a field of transcendence degree 1 over Q. This tool enables
us to introduce a new method for algebraic independence, which we develop in the context of several parameters
subgroups of linear algebraic groups. We show for instance that if log a1, ...,loga, are Q-linearly independent
logarithms of algebraic numbers in a field of transcendence degree 1 over Q, then for any non zero quadratic form
Q € Q[Xy,...,Xy], the number Q(loga,...,logay) does not vanish.

0. Introduction

Ce travail propose une nouvelle approche a I’'indépendance algébrique pour les petits
degrés de transcendance. Au lieu du critére de Gel’fond usuel, on emploie un nouveau
résultat d’approximation diophantienne qui compléte des résultats antérieurs de E. Wirsing
[34] et de A. Durand [7]. Ce résultat assure l’existence de bonnes approximations
algébriques a des familles de nombres dans un sous-corps de C de degré de transcendance
1 sur Q. A Tl'aide de cet outil, nous donnons ici, a la suite de notre note [22], des
démonstrations d’indépendance algébrique basées, en derniere analyse, sur la technique des
déterminants d’interpolation de M. Laurent [13]. Ce sujet connait une certaine effervescence
présentement et des points de vue complémentaires a celui que nous présentons ici viennent
d’étre proposés par M. Laurent et D. Roy dans [14] et par P. Philippon dans [17]. Le
résultat principal que nous démontrons par notre méthode est lui-aussi nouveau et nous
examinons ses conséquences. Nous poursuivons cette étude dans [23].

(') Travail partiellement supporté par le CRSNG.
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754 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

Soit # € C un nombre transcendant sur Q. Il découle d’un résultat de E. Wirsing
que, pour tout entier D > 2, il existe une infinité de nombres algébriques o de degré
"< D qui vérifient

60 — a| < M(a)~P/*

ol M («) désigne la mesure de Mahler de « (voir 'inégalité (4’) de [34]). Dans [22], nous
avons montré comment cet énoncé permet d’utiliser les déterminants d’interpolation pour
retrouver un résultat connu d’indépendance algébrique. Dans la situation plus générale
que nous considérons ici, cet énoncé ne suffit plus. Au lieu de borner le degré des
approximations de #, on a plutdt besoin de borner leur hauteur logarithmique absolue
hi(a) = deg(a)~tlog M (). Ainsi, pour tout nombre réel x > 107, nous montrons qu’il
existe une infinité de nombres algébriques « de hauteur h;(«) < k qui vérifient

10 — a| < exp(—107"k deg(a)?).

Le théoréme d’approximation établi au §3 généralise cet énoncé a 1’approximation
simultanée de plusieurs nombres dans un corps K algébrique sur Q(4).

On applique ce résultat de la maniere suivante. On suppose un groupe algébrique
commutatif linéaire G C A? défini sur K. On note Ty ’espace tangent en son élément
neutre. On se donne aussi un sous-espace W de T (K) et un sous-groupe de type fini Y
de T¢(C) dont I'image I' sous I’exponentielle de G(C) est contenue dans G(K). Enfin,
on désigne par n la dimension sur C du sous-espace de T (C) engendré par W et Y.
On suppose que n est petit et on cherche quelles contraintes cela impose a W et T
Pour cela, on choisit des générateurs de W et de I', et on construit, grice au théoréme
d’approximation du §3, un corps de nombres K, un sous-espace W de T, G(f{ ) engendré
par de bonnes approximations des générateurs de W, et un sous-groupe I de G(f( )
engendré par de bonnes approximations des générateurs de I'. Cela nous place tout juste
dans les conditions d’application d’un résultat général d’approximation diophantienne dans
les groupes algébriques commutatifs di a M. Waldschmidt [33]. Le cas particulier que
nous utilisons est énoncé au §2. On en déduit au §5 des contraintes sur WetlD qu’on
releve ensuite a W et I'. Les principes généraux qui permettent ce releévement sont exposés
au §4. Au §6, on transforme ce résultat en termes de W et de Y grice a un résultat général
de D. Roy [19] formulé en termes de catégories. On obtient ainsi un énoncé plus maniable
du point de vue des applications. Cet énoncé est présenté au §1 et quelques applications
en sont données au §1 et au §7.

On convient des notations suivantes. Pour tout corps K C C, on désigne par Lx le
groupe additif des logarithmes des éléments non nuls de K

EKZ{ZEC;GZEK}.

On écrit aussi £ pour désigner le Q-espace vectoriel Lg des logarithmes de nombres
algébriques. Pour toute paire d’entiers positifs d et £, on note Mat «,(C) ’espace vectoriel
des matrices d x £ a coefficients dans C. La premiére application que nous donnons de
notre résultat du §1 est la suivante :
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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE 755

THEOREME 0.1. — Soit K un sous-corps de C de degré de transcendance 1 sur Q, soit
M une matrice d x £ a coefficients dans Lx N K et soit n le rang de M. Alors il existe
un sous-espace vectoriel T de Matx¢(C), défini sur Q, qui contient M, et qui consiste
de matrices de rang < 2n. De plus, si M posséde au moins une colonne non nulle dont
tous les coefficients appartiennent a L, alors on peut préciser que T consiste de matrices
de rang < 2n

Pour d = ¢ = 2, ce résultat est démontré sous une forme équivalente par
W. D. Brownawell dans [4] et par M. Waldschmidt dans [28], et conduit ces deux
auteurs 2 la solution d’une conjecture de Schneider. Au §7, nous déduisons du théoréme
0.1 ’énoncé suivant.

THEOREME 0.2. — Soit V. C C" le lieu des zéros dans C" d’un polynéme P €
Q[X4,...,X,] homogéne de degré < 2 et soit (\1,...,\,) un point de V' a coordonnées

dans L. Alors, ou bien (A1, ..., \,) est contenu dans un sous-espace vectoriel de C™ défini
sur Q et contenu dans V, ou bien le corps Q(\1,...,\,) est de degré de transcendance
> 2 sur Q.

L’intérét de ce dernier résultat est lié au fait que la conjecture d’indépendance des
logarithmes est équivalente a I’énoncé suivant (voir [21]) :

CONJECTURE 0.3. — Soit V' un sous-ensemble algébrique fermé de C™, défini sur Q. Alors
I’ensemble V N L™ des points de V' a coordonnées dans L est contenu dans la réunion de
tous les sous-espaces vectoriels de C™, rationnels sur Q, contenus dans V.

Le théoréme 0.2 signifie donc qu’au moins un des deux énoncés suivants est vrai :

(i) le corps Q(L) est de degré de transcendance > 1 sur Q;

(i1) la conjecture 0.3 est vérifiée pour toutes les hypersurfaces de C™ définies par un
polyndme homogeéne de degré 2 a coefficients dans Q.

On s’attend en fait & ce que ces deux assertions soient vraies.

Le théoreme 0.2 implique aussi que la conjecture 0.3 est vraie pour toute courbe
algébrique irréductible V' C C™ définie sur Q de degré d, pourvu qu’on ait n(n+1) > 4d+2
et que la courbe V' ne soit pas contenue dans un sous-espace de C™ distinct de C™ et
défini sur Q.

1. Le résultat principal

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 1.1. — Soient dy et dy des entiers > 0 de somme d > 0, soit K C C un corps
de degré de transcendance < 1 sur Q, soit W un sous-K -espace vectoriel de K¢, soit Y
un sous-groupe de K% x (L)% de type fini, et soit Y, un sous-groupe de Y contenu dans
K% x L%, On désigne par n la dimension du sous-espace de C? engendré par W et Y, et
on suppose d > 2n. On suppose aussi que C¢ est le seul sous-espace de C¢ qui contienne
a la fois W et Y et qui soit de la forme Ty x Ty ou Ty est un sous-espace de C% défini
sur K et Ty un sous-espace de C* défini sur Q. Alors, il existe des entiers d et d), tous
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756 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

deux > 0 mais non tous deux nuls, et une application linéaire surjective
g:C% x Ch — C% x ¢
qui vérifie
g(K% x0) =K% x0 et g(0x Q%) =0xQ%,
tels qu’en posant
Wi=g(W), Y =g(Y), Y,=g(Ya),

d =dy+d;, €,=dimg(W’), £ =rang,(Y’), ¥, =rangy(Y))
et en désignant par n' la dimension du sous-espace de Cd/engendré par W' et Y', on
ait d > 2n' > {f et
dq S d} S 14
d—2n — d —-2n' T 2n' - ¢

avec en plus l’inégalité stricte

dy b
>
d —2n'" 2n' - ¥

sidy <n,oulty<n', oult, >0.

Ce résultat généralise plusieurs résultats antérieurs concernant I’'indépendance algébrique
des valeurs de la fonction exponentielle usuelle. Ainsi, le corollaire 8.2 de [30] correspond
au cas particulier o I’on prend dy = 0 et W = 0. De méme, le cas o n» = 1 contient
la plupart des énoncés d’indépendance algébrique que donne la méthode de Gel’fond
en une variable (a I’exception cependant du théoréme de Lindemann-Weierstrass et des
résultats de G. V. Chudnovsky démontrés au chapitre 2 de [6]). Nous le ferons voir par
le corollaire 1.2 ci-dessous.

Dans I’énoncé du théoréme 1.1, nous avons admis que le corps K puisse étre algébrique
sur Q. Signalons que, dans ce cas particulier, le théoréeme du sous-groupe algébrique
(théoréme 4.1 de [31]) et ses avatars (théorémes 6.1 a 6.8 de [19]) fournissent un résultat
plus précis.

La démonstration du théoréme 1.1 fait intervenir plusieurs outils que nous décrirons
dans les paragraphes ultérieurs. Dans le reste de ce paragraphe, nous en tirons simplement
quelques corollaires et montrons comment le théoréme 1 de I'introduction s’en déduit. On
a déja fait allusion au premier corollaire :

COROLLAIRE 1.2. — Soient dy et ¢y des entiers positifs, et soient {x1,...,zq4,} et
{y1,...,Ye,} des familles de nombres complexes linéairement indépendants sur Q.
On désigne par K, le corps obtenu en adjoignant a Q les di{; nombres exp(z;y;)
(1 <i<d, 1< j<4y), et on pose

K2:K1($1,...,$d1), K3:K2(y17"'1yl1)'
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On définit ensuite
H,1=d1£1, liz:lﬂ?l'i‘dl, I€,3=I€2+€1.

Ainsi, pour t = 1,2, 3, le corps K, est obtenu en adjoignant k. éléments a Q. Alors on peut
affirmer que le degré de transcendance de K, sur Q est > 2 dans les cas suivants :

@t =1,2 et ke > 2(d1 + 41);

(b) t = 3 et k3 > 2(dy + £1);

©t=3, k3 =2(dy+4¢) et z;y1 € L pouri=1,...,d;.

Remarque. — Ce résultat est démontré sous cette forme au chapitre 7 de [29], et sous
forme partielle au chapitre 12 de [2]. Comme il est expliqué dans ces deux volumes, le cas
particulier ou t = 2 implique le théoreme de Gel’fond concernant I’indépendance algébrique
de o et o lorsque o, B € Q vérifient a # 0,1 et [Q(B) : Q] = 3 (voir §4 du chapitre 3
de [9]). Les cas (a), t = 2 et (b) sont dus a R. Tijdeman [27], qui parvint & éliminer des
hypotheses superflues dans les énoncés antérieurs de A.O. Gel’fond et A.A. Smelev, tandis
que les cas (a), t = 1 et (c) sont dus a W. D. Brownawell et a M. Waldschmidt. Le cas (c)
(voir [4] et [28]) fournit une réponse positive au huitieme probleéme posé par Th. Schneider
dans [25] : au-moins un des deux nombres e¢, e est transcendant. Notons enfin que, sous
les hypotheses du corollaire, on peut aussi affirmer que K est de degré de transcendance
> 1 sur Q si Ky > dy + ¢, et cela regroupe plusieurs résultats de transcendance bien
connus concernant la fonction exponentielle usuelle (théorémes de Hermite-Lindemann,
Gel’fond-Schneider et des six exponentielles).

Démonstration. — Explicitons d’abord la conclusion du théoréme 1.1 lorsque, dans les
hypothéses de ce théoréme, on suppose n = 1. On trouve n’ =n =1 car 0 < n’ < n.
Cela signifie que g est injective sur W et sur Y. Donc, si on pose £y = dimg (W),
¢, = rang,(Y) et £, = rangy(Y,), alors on obtient £, = {y, £} = £, et £, = {,, et
le théoreme livre

dy 4

>
d—2 7 2-4’

avec 1'inégalité stricte si dg = 0 ou £y = 0 ou ¢, > O.

Placons-nous maintenant dans les hypotheses du corollaire et supposons qu’un des corps
K, soit de degré de transcendance < 1 sur Q.

Sit=1,2 o0npose dy =0, K =K; et w=(x1,...,%q,). On définit Y comme le
sous-groupe de (L)% de rang ¢; engendré par y,w, . .., ys, w, et on pose Y, = 0. On pose
aussiW =0sit=1et W = Kw si t = 2. Alors, pourvu que d; soit > 2, les hypothéses
du théoreme 1.1 sont satisfaites; on a n = 1, et la conclusion du théoreme s’écrit

dy 12
h—2 2-4y

On en tire k; = dily + dily < 2(d; + ¢1). Cette inégalité demeure vérifiée si d; < 2.
Le cas (a) est donc exclu.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



758 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

Sit=3,onpose dy =1, K = K3, w = (1,21,...,24,), W = Kw, et on définit Y’

comme le sous-groupe de K x (Lx)% de rang ¢; engendré par yyw, ...,y w. Alors, si
dy > 1, les hypotheses du théoréme 1.1 sont satisfaites; on a n = 1, et la conclusion se lit
d;
>/
dy—1°7"

avec I’inégalité stricte si yyw € K x L%, On en tire k3 = dif; +dy + 41 < 2(dy + ;)
avec I'inégalité stricte si z;y; € £ pour ¢ = 1,...,d;. On a encore I’inégalité stricte si
d; = 1. Donc, les cas (b) et (c) sont exclus. Le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 1.3. — Soient dy un entier positif, K C C un corps de degré de transcendance
1 sur Q et X un sous-groupe de type fini de (L N K)%. On pose n = dimg(CX), et on
suppose dy > n. On suppose aussi que C% est le seul sous-espace de C* défini sur Q qui
contienne X. Alors, il existe un entier positif d et une application linéaire surjective

g1:Ch — ch
définie sur Q tels qu’en posant X' = ¢1(X), n’ = dimc(CX') et ¢} = rangy(X’) on
ait dy > n' > 0 et
dy d} 14

2 2
di—m —di—n" T n

avec en plus Iinégalité stricte d)/(d}, —n') > £, /n' si X' 0 LY #£ 0.

Démonstration. — (a) Supposons d’abord qu’il existe un entier positif d} avec d} < d;
et une application linéaire surjective g;: C%* — C% définie sur Q tels qu’'en posant
X' = g1(X) et n’ = dimc(CX'), on ait dj > n’ et

dy d,

2 U A
di—n —di—n

Alors, X' est un sous-groupe de type fini de (Lx N K )d'1 et C% est le seul sous-espace
de C% défini sur Q qui contienne X’. Par récurrence sur dy, cela permet de supposer
que le corollaire s’applique au sous-groupe X'. Il existe donc un entier positif d} et une
application linéaire surjective g}: C% — C%’ définie sur Q tels qu’en posant X = ¢} (X"),
n” = dimc(CX") et £/ = rangz(X") on ait df > n” > 0 et

d/ d// gl/
U - / 2 U - 1 2 %
di—n" —dl —n n

avec en plus I'inégalité stricte dy /(dY —n") > £/ /n" si X" 0 L% # 0. On voit alors que
le corollaire est vérifié pour X en considérant la composée g; o g;.

(b) Supposons au contraire qu’il n’existe pas d’entier d} et d’application linéaire g;
comme ci-dessus. On choisit une application linéaire injective (: C* — C% définie sur
K, d’image CX, et on pose dy = n, d = dg + d1,

W= {(z,0(z));ze K"}, Y ={(z,0(x));ze€ K", p(z)e X} et Y,=0.
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Pour ce choix de W, Y et Y,, les hypothéses du théoreme 1.1 sont vérifiées car on a
Y c W, dimc(CW) = n et d > 2n. Soient dy, d| et g comme dans la conclusion de ce
théoréme. Avec les mémes notations, on a donc d’ > 2n’ > 0 et

b &
d—2n = d —2n'"

(1.2)

On va voir que g est bijective. Pour le montrer, on observe d’abord que g est le produit
d’une application linéaire go: C% — C% définie sur K et d’une application linéaire
g1:C4 — C% définie sur Q. Puisque gy est surjective, on a £ > dj), d’ou n’ > dj.
L’hypothese d’ > 2n’ > 0 entraine donc dj > n’ > 0 et on obtient a la fois

dy dy d; d}
= et > .
d—2n di—n d—2n" — dy —n

(1.3)

Les inégalités (1.2) et (1.3) livrent dy/(dy — n) > d}/(d} — n’). En vertu de ’hypothese
sur X, cela implique d} = d; et aussi que I’égalité prévaut dans I’inégalité de droite
de (1.3), donc dj = n'. L’égalité d| = d; signifie que g; est bijective. On en déduit
dimc(CY’) > dime(CX), donc n' > n. Comme n = dy et n' = dj, cela implique
dy = dp. Ainsi, g est bien bijective.

Désignons par /; le rang commun de X et de Y. Puisque g est bijective, ona £, = n' = n,
¢ = £; et la conclusion du théoréme se résume a d; > n > 0 et

di—n n
avec I'inégalité stricte si Y N (K% x L%) # 0, c’est-a-dire si X N L4 # 0. Ainsi, le
corollaire est vérifié dans ce cas en prenant pour g; 1’application identité de C?!.

COROLLAIRE 1.4. — Soient d un entier positif, K un sous-corps de C de degré de
transcendance 1 sur Q, et X un sous-groupe de type fini de (Lx N K)%. On pose
n = dimg(CX). Alors, il existe un sous-espace U de C?¢ défini sur Q tel que

rangz(X/(X NU)) + dimc(U) < 2n

avec I'inégalité stricte si X N LY # 0.

Démonstration. — On procéde par récurrence sur d. Soit £ = rang,(X). Si d < 2n, on
prend U = C?. Si n =0, on prend U = 0. Cela permet de supposer d > 2n et n. > 0. Par
récurrence sur d, on peut aussi supposer que C? est le seul sous-espace de C? défini sur Q
qui contienne X. Dans ce cas, comme on a d > n > 0, le corollaire 1.3 montre I’existence
d’une application linéaire surjective g: C¢ — C? définie sur Q telle qu’en posant

X' =g(X), ¥ =rangz(X') et n' =dimc(CX'),

on ait n’ > 0 et

—
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760 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT
avec I'inégalité stricte si X' N L% # 0. Puisque d > 2n, on en déduit
v < 2n

avec I’inégalité stricte si X’ nLee # 0. Si g est injective, on obtient £ < 2n avec I’inégalité
stricte si X N L% # 0, et le corollaire est vérifié en prenant U = 0. Sinon, on pose

X*=Xnker(g), d" =dimc(ker(g)) et n* =dimc(CX™),

et on identifie ker(g) 2 C% via un isomorphisme défini sur Q. Puisque g n’est ni nulle
ni injective, on a d > d* > 0. De I’hypothése de récurrence on déduit qu’il existe un
sous-espace U de ker(g) défini sur Q tel que

rangz(X*/(X* NU)) + dimc(U) < 2n*
avec I'inégalité stricte si X* N L% # 0. On en déduit

rangy (X/(X NU)) = rangz(X') + rangz(X*/(X* NU))
< 2n/ + 2n* — dimg(U)
< 2n — dimg(U).

De plus, si XNL? # 0, 0na X’ NLY #0ou X*NLT #£ 0, et alors cette inégalité est stricte.

Démonstration du théoréme 0.1. — Soit X le sous-groupe de (Lx N K)¢ engendré par
les £ colonnes de M, et soit U un sous-espace de C¢ défini sur Q qui vérifie la conclusion
du corollaire 1.4 pour ce choix de X. On note S le sous-espace de C¢ engendré par les
points x € Z* avec Mx € U, et on note T le sous-espace de Matgy,(C) constitué des
matrices IV telles que Nz € U pour tout x € S. Par construction, on a M € T et

rang(N) < dimg(C*/8) + dimc(U)

pour tout N € T. Comme dimg(C¢/S) = rangz(X/(X NU)), T possede la propriété
requise.

2. Une version effective du théoréme du sous-groupe linéaire

Comme on I’a dit dans l’introduction, la démonstration du théoréeme 1.1 se fonde
sur un résultat d’approximation diophantienne dans les groupes algébriques commutatifs
(théoréme 2.1 de [33]). Nous allons rappeler ici 1’énoncé de ce dernier dans le cas des
groupes commutatifs linéaires. Auparavant, il convient de fixer quelques notations et de
préciser certains concepts.

On fixe tout d’abord un choix d’entiers dy, d; > 0 de somme d > 0, et on désigne par G
le groupe G% x G% plongé dans I’espace affine A? en tant que ’ouvert A% x (A \ {0})%
avec la loi de groupe donnée par I’addition sur les dy premieres composantes et par la
multiplication sur les d; dernieres composantes. On identifie & C¢ 1’espace tangent de
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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE 761

G(C) en son élément neutre, de sorte que I’application exponentielle de G(C), notée
expg: C? — G(C), soit donnée par

_ y y
eXPG(T1y. v oy Tdgs Yty -+ -y Ydy) = (T1y. .o, Tay, ¥, ... e¥%4).

Pour 1 < i < d, la notation z(® désignera la i-éme coordonnée d’un élément z de C?
ou encore de G(C), de sorte que z = (2,...,2(¥). Quand 2~ appartient 2 C?, on
pose ||z|| = max{|z(V|,...,|2(¥|}. On note aussi my: A? — A% la projection sur les
do premiéres composantes et m;: A? — A% celle sur les d; dernieres. On pose enfin
G; = m(G) pour i = 0,1; ainsi Gy = G% et G; = G4,

On désigne par T 1’espace tangent a I’élément neutre d’un sous-groupe algébrique H
de G. De plus, on dit qu’un sous-ensemble algébrique V' de G est incomplétement défini
dans G par une famille de polyndmes F si V est une réunion de composantes irréductibles
de I’ensemble des zéros de F dans G.

On plonge aussi I’espace affine A¢ dans I’espace multi-projectif P9 x (P')% via
I’application

A — PP x (PH"
(1y.eyza)— (Lizy i i may), (1 Zags1),---, (12 24))

Etant donné un sous-ensemble algébrique V de G de dimension n, on désigne par

H(V; Ty,T1,...,Ty,) sa fonction d’Hilbert-Samuel associée a ce plongement et par
H(V; To, T, ..., T4,) le produit par n! de la partie homogeéne de degré n du polyndme
en Ty, Ty, ..., Ty, qui coincide avec H(V ; Ty, Ty, ..., T4, ) pour toutes valeurs entieres
suffisamment grandes de Tp,77,...,74,.

On utilise aussi la notion de hauteur logarithmique absolue de Weil sur P"(Q) définie,
pour un point (z¢ : zy : --- : Tp) & coordonnées xy,...,T, dans un corps de nombres
K, par

h(zo:ay:--im,) =[K : Q7Y [Ky : Qullogmax{|zoly, |[T1]v, .-, [#nlw}

v

ou la somme est étendue aux places v du corps K et ol chaque valeur absolue | o
est normalisée de telle sorte qu’elle étende la valeur absolue usuelle de Q si v est
archimédienne et qu’elle vérifie |p|, = 1/p si v est ultramétrique et si p est le nombre
premier qui appartient a son idéal de valuation. En fait, on n’aura besoin que de la version
affine de cette hauteur sur Q qu’on notera hy et qui est donnée par

hi(z1,...,xn) =h(l:zy:-- 1 2y)

pour tout (z1,...,z,) € Q"
Cela dit, le théoreme 2.1 de [33] admet pour cas particulier :
THEOREME 2.1. — Soient {y et N des entiers > 0. On se donne d’abord des éléments

Wi, .oy Wy, Niy---,MN de Tg(C), un corps de nombres K C C, et des éléments
Wy, ..., We, de Tg(K)etin, ...,y de Tg(C) tels que les images 1, . ..,Yn de Ty, ..., 7N
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sous exp, appartiennent toutes & G(K ). On note n. la dimension du sous-espace de Tg;(C)
engendré par wi, ..., Wy, €t M,...,Nn, D le degré de K sur Q, et W le sous-espace de
To(K) engendré par iy, . . . , g, Onécrity = {#1,...,7n} et on suppose que ¥ contient
I’élément neutre de G (f( ). On suppose aussi que les points 11, . .., N n’appartiennent pas
tous a T, x1(C). On se donne aussi des nombres réels Ay, ..., Aq,, B1, Ba, E tous > e,
des nombres réels positifs U, V, et des entiers positifs So, To,Ti, ..., Ty, qui satisfont
By > 2d, B, > d,

h(3,. . AY) <log By (1 <i < dy),

[N

(@), 08") <log By (1< j < t),

2

max {hl(:yj('dﬁi)), D’

FE .
S} <logAi (1<i<di, 1<j<N).

On suppose en outre

|w; —w;l| <e™V (1<j<b) et |nj—ill<e” (1<j<N),

ou || || désigne la norme du maximum, et aussi que les différents paramétres remplissent
les conditions .
dy
U > Dmax{To log B1, So long,ZTilogAi}, V > (12d + 13)U,
i=1

DlogB; >logE, DlogBs >logE, Bs>dSo+To+Ti+ - +Ty,

et éexp (U/(QD)) 2 (To(;l;d0>(T1 $1) (Ty, +1) > 4(%)71.

Alors, il existe un sous-groupe algébrique connexe H de G, distinct de G, incompletement
défini dans G par des polynomes de K[ X1, ..., X4y, Y1,...,Ya,] de degré < T; en'Y; pour
1 = 1,...,dy, tel que, si on pose

by = dimg (W + Ty (K))/Tu(K)),

on ait

. . N 8 d!
S¢o Card (S + H(K))/H(K)) - H(H; To, Ty, ..., Ta,) < d_O!TOdDTl Ty,

Remarque. — Pour déduire cet énoncé du théoréme 2.1 de [33], on a utilisé le fait que

To+d
H(G;T07Tla"’7Td1>: ( Odo O)(T1+1)(Td1 +1)7
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