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PLONGEMENTS RADIAUX s R"*!
A COURBURE DE GAUSS
POSITIVE PRESCRITE.

Par Ph. DELANOE (*)

RESUME. — Nous appliquons des résultats de notre thése (principalement de [6], [7]) & 'amélioration d’un
théoréme récent de V. I. Oliker [12] qui traite de la variante suivante du probléme de Minkowski : trouver un
prolongement radial S" g R"*! a courbure de Gauss prescrite K >0. Au lieu de conditions intégrales nécessaires
et suffisantes sur K, comme celles qui s’introduisent naturellement dans le probléme de Minkowski (voir e. g.
[13]), on ne peut qu’énoncer des conditions suffisantes; nous parvenons a éliminer la condition de monotonicité
de Oliker (comparer [12] théoréme 1.2 condition (d) et le théoréme 2 ci-apres).

En outre, au méme égard, nous démontrons un nouveau théoréme (théoréme 1 ci-aprés) qui traite du probléme
de valeur propre non linéaire global suivant : soit ®>0 une fonction définie sur S”, trouver un réel A(®)>0
et une hypersurface T dont le vecteur-position générique Y dans R"*! vérifie,

Y
Y "H,,(Y)=M(I>)<I>(—>
Y| Y]

H, désignant la courbure de Gauss de £  R***.

ABSTRACT. — We apply results from our thesis (mainly from [6], [7]) to improve a recent theorem of V. L.
Oliker [12] which deals with the following variant of the Minkowski problem: find a radial embedding
S" g R"*! with prescribed Gauss curvature K>0. Instead of necessary and sufficient integral conditions
on K, such as those which naturally arise in the Minkowski problem (see e. g. [13]), one may only state sufficient
conditions; we are able to drop Oliker’s monotonicity condition (compare [12] theorem 1.2 condition (d) and
theorem 2 hereafter).

Moreover, in the same connection, we prove a new theorem (theorem 1 hereafter) which deals with the
following nonlinear global eigenvalue problem: let ®>0 be a function defined on S”, find a real number
AL(®) >0 and a hypersurface £ whose generic position-vector Y in R"*! satisfies,

[Y|'H, (Y)=x(¢)<p<—Y-)
Y|

H, denoting the Gauss curvature of £ g R"*1.
1980 A.M.S. Subject classification : 53 A 07, 53C21, 53C42, 53C45, 47H17.

KEY-WORDSs. — Hypersurface strictement convexe, courbure de Gauss prescrite, équations de Monge-Ampére,
Méthodes de Point Fixe, d’itération, de continuité, estimations a priori.
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Introduction

Dans cet article, nous nous intéressons a un probléme de géométrie différentielle dans
lequel I'inconnue est un plongement

Y : Sn S R"+ 1
astreint a posséder une courbure de Gauss H, (Y) donnée,

K(Y)>0

(S" est ’hypersphére unité de I'espace euclidien ambiant R"*'). On cherche I'hypersurface
X =Y (S") sous forme d’un graphe radial sur S", strictement convexe puisque H, (Y)>0.

Ce probléme constitue une variante du probléme de Minkowski (voir e.g. [11], [13],
[3]) dont il différe par la nature de la paramétrisation de X par S" (graphe radial au lieu
de l'inverse de I'application de Gauss; voir commentaire ci-apres). Il a été abordé pour
la premiére fois par V. I. Oliker dans [12]; il s’inspire du cinquante neuviéme probléme
soulevé par S. T. Yau dans la section de problémes de son séminaire 1979-1980 [17]. 1l
s’agit de trouver des conditions suffisantes raisonnables sur la courbure prescrite K afin
que I’hypersurface X existe. A cet égard, nous affaiblirons substantiellement les conditions
stipulées dans le théoréme de [12], qui sont essentiellement les conditions (H. 1) et (H. 3)
de la section II ci-aprés, les ramenant simplement a la condition (H.2) (voir section II) :
c’est I'objet du théoréme 2 (ci-aprés). Cette simplification est rendue possible par le
théoréme 3 de [6].

Mais il est un candidat K naturel pour étre la courbure de Gauss H,, de Z; il s’agit de
K définie par,

1 Y
VY R0}, K(Y)=—(I)<__>
Yl \|Y]

ou ®>0 est définie sur S". Ce candidat ne satisfait pas aux conditions du théoréme 2,
sauf dans le cas trivial ou ®=1. Pour pallier a cette insuffisance, nous démontrerons le

THEOREME 1. — Soit ®>0 une fonction de classe C* sur S", k=3. Il existe un réel
unique A (®) et un plongement radial unique a homothétie preés,

Y:SnC; R"+1
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COURBURE DE GAUSS PRESCRITE 637

de classe C**1 * sur 8", Vael0, 1] (ou analytique si @ est analytique), dont la courbure de
Gauss vaille,

1 Y
H"(Y)=——nx(d>)d><—-—>
Y] Y|
On sait a priori que A (®)e[(Sup®) %, (inf @) 1].
s s
Commentaire. — Comme le notait A. Treibergs dans son exposé au M.S.R.I. (du

23 mars 1983), la paramétrisation d’une hypersurface de R**!, X, comme graphe radial
sur S", est plus générale que la parametrisation de £ par S” via linverse de 'application
de Gauss, la premiére permettant de traiter globalement non seulement du cas ou X est
strictement convexe, mais plus généralement du cas ou Z est étoilée par rapport a I origine.
Cette remarque conduit a des variantes du probléme de Minkowski [12] et du probléme
de Christoffel [1], [15] *.
La situation peut étre résumée par le diagramme commutatif suivant,
N(Y)eS" ¢, R**?
V/ ) YN\ Gauss v=:NoY
Ve

Ve
R"*tlo XeS"

Y graphe

Y (X)eZc R !

radial

dont les trois fléches sont inversibles lorsque X est strictement convexe. Dans ce cas soit
H, (Y) la courbure de Gauss du plongement Y; deux fonctions G et g sont simultanément
définies sur S” par,

G (X)=g(N)=H,(Y),

et Uon a l'identité (vectorielle) de Minkowski

(%) N
0=| ——dS(N)=| N(Y)dZ(Y).
s g(N) b
Mais en choisissant pour inconnue la paramétrisation plus générale X — Y, dans le
probléme de courbure de Gauss prescrite

H,(Y)=K(Y)>0,

on perd le bénéfice de la condition (%) car elle est satisfaite indépendamment de
G (X) =K (Y). On ne peut que chercher des conditions suffisantes, aussi faibles que possible,
sur K(Y) pour YeR"*1 —{0}.

L. — Mise en équation
Si X est un graphe radial sur S”, il est commode de représenter son vecteur-position Y
dans R"*! sous Ia forme,
XeS"—Y (X)=exp[— Y (X)[XeR"+!
* Novembre 1985. On pourra consulter le récent travail [18] sur les hypersurfaces étoilées de R"*! dont une
fonction symétrique des courbures principales est prescrite; les problémes de valeurs propres nonlinéaires

correspondants n’y sont toutefois pas considérés (dans la version dont l'auteur a eu connaissance par
N. V. Krylov).
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638 Ph. DELANOE

ou  est une fonction définie sur S". On prolonge naturellement & R"**—{0} en la
maintenant constante radialement.

On obtient, par les mémes calculs que dans [15] (section 1), I’expression suivante pour
I'image réciproque sur S”, par X — Y, de la courbure de Gauss H, de X :
H,(e ¥X)=e"Y(1 +|Vljl|2)*1*‘"/2’dét(5ij+\l/,~ Y+ ;).

V;, V;;, indique la dérivation covariante sur S" munie de sa métrique canonique, par
rapport a un repére orthonormé tangent local. Lorsque X est strictement convexe, le
tenseur

(Sij+\|’i \|Jj+‘l’ij)

est partout défini positif (et vice versa).

Le probléme envisagé dans [12] peut donc étre mis en équation de la fagon suivante :
étant donnée une fonction K>0 de classe C*, k=3, sur R"*'—{0}, chercher une
fonction { de classe C**1: ¢ Vae]0, 1], définie sur S" et vérifiant,

(2) (6U+ d/, ‘II_) + ‘j’”) déflnl pOSltlf sur S'l
(3) dét(8,;+V; ¥+ V) =K (e ¥X) e "V (1+| VY| +®2),
Il s’agit d’un probléme global du type de Monge-Ampére elliptique sur la variété rieman-

nienne compacte (S”, e), e désignant la métrique canonique induite sur S* par la métrique
euclidienne ambiante de R"*1.

Remarque 1. — Si e C2(S") vérifie (3), nécessairement s vérifie aussi (2) [6] (lemme 6).
En effet (2) est vérifiée a priori au minimum de  sur S”, et par continuité, comme K >0,
(2) se propage a toute la variété. Ainsi (3) est-elle a priori une équation différentielle non
linéaire elliptique, comme le montre sa linéarisation; classiquement, lorsque K est analy-
tique toute solution de (3) I’est aussi d’aprés e. g. [10] (section 5. 7).

II. — Hypothéses sur la courbure prescrite

Dans ce paragraphe nous énongons des conditions suffisantes sur K pour que le
probléme (3) admette une solution. Tout d’abord, nous prendrons toujours

(H.0) KeCKR"™1—{0}), k=3 et K>0.

Dés lors, la résolution de (3) repose entiérement sur la possibilité d’obtenir une certaine
estimation a priori C° (voir section III ci-aprés). A cet effet, V. I Oliker introduit
I’hypothése suivante [12] :

(H.1) Il existe deux réels R;, R, dans ]0, + oo, R; S1<R,, tels que,
K(Y)>|Y|™ si. |Y|<R,
et,
K(Y)<|Y|™ si |Y|>R,.
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COURBURE DE GAUSS PRESCRITE 639

Comme nous le verrons (section III), il est possible d’affaiblir cette hypothése dans les
termes suivants :

(H.2) 1l existe deux réels R, R, dans ]0, + o[, R; <R, tels que,

. 1
inf K(R,X)> ,  supK(R,X)< .
xes' T RYY yxes o TRy

(H.1) implique (H.2). Cependant, observons que méme (H.2) ne permet pas de traiter
le théoréme 1. :

Dans [12] V. 1. Oliker émet, outre (H.1), 'hypothése de monotonicité suivante qui
assure a priori 'unicité de la solution, et inversibilité locale du probléme (3) (nécessaire
pour appliquer la méthode de continuité) :

(H.3) il existe un intervalle }r,, r,[ dans ]0, + oo contenant [R,, R,] sur lequel K ne
croit pas plus vite en fonction de la distance r a 'origine que la courbure de Gauss
d’hypersphéres centrées a ’origine, i. e.

Vrelr,, ril, VXeS", ;[r"K(rX)]ga
r

Dans l'introduction de [12], Oliker signale un travail de Vereschagin [16], sur un propos
analogue dans R3, dans lequel la condition (H.3) nest pas _présente. Nous verrons en
effet (section III) que cette condition est superflue, en démontrant le :

THEOREME 2. — Sous les hypothéses (H.0) et (H. 2), il existe une hypersurface strictement
convexe ¥ admettant K comme courbure de Gauss. X est un graphe radial sur S" de classe
Ck*1 2(8"), Yae]0, 1[ (ou analytique si K est analytique), situé entre les deux hypersphéres
centrées en O de rayons R, et R,.

Sous I’hypothése supplémentaire (H.3), V. 1. Oliker a démontré que X est unique,
¢ventuellement a homothétie prés [12].

III. Preuve du théoréme 2

III. 1. Preuve sous les hypothéses (H.0) et (H.1). — Sous les hypothéses (H.0) et
(H.1) la preuve découle directement du théoréme 3 de [6] (p. 405) en résolvant (3) via la
méthode de Point Fixe de Leray-Schauder.

Indiquons briévement la procédure a suivre. Soit a€]0, 1] fixeé.
Considérons I’espace de Banach C* *(S") et lapplication

€:[0, 1]x C* *(S™) - C* *(S")

définie, grdce au théoréme 3 de [6], par € (t, §)=V¥ ou { est lunique solution de classe
C* *(S") de I’équation

3.1 dét(8;;+ VY, ¥+ V) =[K (e *X) e "5 (1+ | VE |} H WD ¥ eE,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



640 Ph. DELANOE

Par construction,
VEeCH (8",  €(0, §)=0.

En outre K étant de classe C3, VBe]0, 1[, yeC* P(S"); donc pour tout te[0, 1] fixé, il
suit du théoréme d’Ascoli que lopérateur & —» € (¢, £) est compact. Enfin pour tout
EeC* *(S fixé, il suit du théoréme des fonctions implicites que t — % (t, £) est continue.
Nous sommes bien dans les conditions d’application du théoréme de Leray-Schauder [9] :
si I’ensemble,

&= :{yeC**(S"), Itel0, 1, € (t, V)=V}

est a priori borné dans C* *(S"), I'opérateur % (1, .) admet un point fixe, de classe
Ck*1. @ par la théorie de Schauder (e.g. [10]), solution par construction du probléme
original (3).

Soit e&. L’estimation a priori C° sur | est bati dans[12]: on raisonne sur
I’équation (3. t) avec E=\ en se plagant aux extrema de  sur S". On trouve I’encadrement
annoncé au théoréme 2,

min(la R1)=R1 ée—q’émax(la R2)=R25

(sans supposer R; <1<R,, on obtiendra une meilleure estimation dans la section III. 3
ci-apres).

Comme le remarque V. L. Oliker, I'estimation a priori sur |V\jl| découle du lemme 6
de [6] (p. 422) ou sont caractérisées les fonctions vérifiant (2); on trouve,

R 2
wils /[[=2) —1.
sup| ‘H‘\/<R1>

Les estimations a priori sur |V*\s| et | V3| ont été établies dans [7] pour des équations
de Monge-Ampere elliptiques bien plus générales, par des calculs intrinséques menés dans
le cadre d’une variété Riemannienne compacte quelconque.

Ces calculs s’appliquent sans restriction au cas présent, la condition (28) énoncée dans
la conclusion de [7] étant trivialement satistaite avec u=\, a=1 et B=n (voir [7], p. 176).
Pour étre complet disons en deux mots qu’il s’agit d’appliquer le principe du maximum,
pour I’estimée C2, a la fonctionnelle,

Ldg(n+| VY [?—Ay)—k y+1| V§

2
D

pour I’estimée C3, a la fonctionnelle,
(gaigbj ng Wabe \l’ijk)llz —q Ay,

k, 1, g, désignant des paramétres réels a choisir astucieusement, A désignant le laplacien
de la métrique e et (g”) la matrice inverse de (8;+V; ¥;+ ;).

Oliker quant a lui établit dans [12] I'estimation C? (et il énonce sans démonstration la
C?) dans le style extrinséque de e. g. [13] : par un choix astucieux des coordonnées dans

4° SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 4



COURBURE DE GAUSS PRESCRITE 641

un hémisphére et par un changement correspondant de fonction inconnue, il se raméne
a des estimations intérieures pour I’équation de Monge-Ampére classique dans un ouvert
de R".

Dés lors, I’estimation a priori dans C* #(S"), VBe]0, 1[, découle des inégalités de
Schauder pour les équations linéaires elliptiques (e.g. [10]), en dérivant une fois
équation (3.t) (avec E=V{). Si KeCK(R"*'—{0}) avec k=5, on peut aussi établir
directement une estimation a priori sur | dans C*(S") par des calculs intrinséques assez
brefs comme dans [8].

Sous les hypothéses (H.0) et (H. 1) le théoréme 2 est donc prouvé.

III.2. Un lemme. — Pour prouver le théoréme 2, nous avons besoin d’un lemme
préliminaire qui est une variante du théoréme 3 de [6].

LemME 1. — Soit (V,, €) une variété riemannienne compacte. Etant donnés fe C*(T*V,),
k=3, et L]0, + o[, Vae]0, 1[ il existe une solution unique e C***: *(V,) du probléme
de type Monge-Ampére elliptique suivant, g, = :(e+ VY ® Vi + V2 ) défini positif sur V,,

dét(e . g )=exp[M+f (X, V)]

V indiquant la dérivation covariante dans la métrique e.
La preuve du lemme 1 est immédiate en utilisant encore le théoréme 3 de [6] combiné
avec un argument de Point Fixe [9] : on considére I'application,

(t, &€[0, ]xC* *(V,) > yeC* *(V,)
ou \ vérifie,
dét(e™'.g,)=exp M +1tf (X, VE)]

(rappelons que cela implique a priori que g, est partout défini positif, cf. [6], lemme 6).
Les estimées sur les points fixes | sont les mémes que dans [6], [7].
En particulier,

1
[Wleo= 21/ (. Oco.

Nous considérons le lemme 1 acquis.

II1. 3. Preuve du théoréme 2. — On procéde par une méthode d’itération (voir e.g. [7],
section IV) en définissant convenablement une suite de fonctions, a priori contenue dans
un compact d’un bon espace de Holder, et dont la limite est par construction solution
de I’équation (3). Posons :

A=1+max {0, supg—[]ogK(e_‘X)]—n},
S

le sup étant pris sur (X, s)eS"x[—logR,, —log R,].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



642 Ph. DELANOE

Grace au lemme 1 nous pouvons considérer la suite (Y1), ie N, définie par,
Y@= —logR,
et Vi=1, ¥ est la solution C* *(S") de I'équation,
dét(e . g)=[K (e ¥ " X) eV (14| VY [+ D exp [A (YO — V)]
ou g;=:g,  (notation du lemme 1).

Estimation a priori uniforme C° sur .
Montrons par récurrence que,

4 VieN, ~logR,<yP< —logR;.

Ceci est vrai pour i=0, supposons-le vrai jusqu’au rang (i—1).
Montrons d’abord que —log R, <y®. Au point X;eS" ou Y atteint son minimum,
| V@[ (X)=0, V2 ¥ (X;) 20, donc

logdét(e™'.g)(X)z0
et d’aprés le choix de A, I’hypothése de récurrence et ’hypothese (H. 2),
logdét(e™'.g) (X)) =LV (X;)+logR,] +10g[(R,)"K (R, X))]
+{[log K (e ™¥""X)—n ¥~ "]~ log[(Ro)"K (R, X,)]
— ATV (X)) +log R,]}
<A (X;) +1ogR,].

Par conséquent,

YO2 Y9 (X)2 —logR,.

On raisonnerait de méme, au point X; ou Y atteint son maximum sur S" pour prouver
que

VOO (X< —logR,.

On montre encore par un méme raisonnement (voir e.g. [4], lemme 4) que (Y¥) est
une suite croissante.

Notons que I'encadrement a priori (4), obtenu par cette méthode d’itération a partir
de V@ = —logR,, est plus resserré que I’encadrement C° (de la section III. 1) obtenu par
une méthode de Point Fixe.

Estimations a priori uniformes d’ ordres supérieurs et conclusion.
I1 suit de (4) et du lemme 6 de [6] que,

. R, \2
VieN,  sup|Vy®|< <—2> —1.
s” R1
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Dés lors les estimations a priori uniformes sur |V>{y®| et |V {?| sont établies comme
dans [7] (section IV).

On déduit du théoréme d’Ascoli que la suite () (croissante) converge (toute entiére)
dans C% *(S"), Ya€]0, 1], vers une fonction \ satisfaisant par construction (3) (donc (2))
et ’encadrement (4) . Il suit de la théorie de Schauder (e. g. [10]) que yeC**1 *(S") et le
théoréme 2 est prouve.

II1.4. Remarques concernant 'unicité. — Lorsque I’hypothése (H. 3) n’est pas satisfaite,
on ne peut a priori se prononcer sur I'unicité de I'hypersurface X donnée par le théoréme 2.

Notons en particulier que les méthodes de Point Fixe (section III.1) et d’itération
(section III. 3) ne fournissent pas nécessairement la méme solution.

Dans le méme ordre d’idée que la remarque 7.2 de [12], notons surtout que si
I’hypothése (H. 2), sur la courbure prescrite K, est satisfaite par plusieurs couples (R, R )
tels que les segments [R ;, R,] soient deux d deux disjoints, le théoréme 2 affirme I’existence
de plusieurs hypersurfaces X strictement convexes deux a deux disjointes (et non nécessaire-
ment homothétiques) admettant K comme courbure de Gauss.

Enfin, si la courbure de Gauss prescrite K vérifie identiquement sur R"*!—{0},
K(Y)=K(—Y), I’équation (3) passe au quotient sur P,(R) : on I'y résoud comme ci-
avant, en utilisant le lemme 1 et les méthodes de [6] [7]. L’hypersurface X obtenue
est alors symétrique par rapport a lorigine. Cette symétrie est impérative, par unicite,
lorsque (H. 3) est satisfaite.

IV. — Preuve du théoréme 1

D’aprés (3), le théoréme 1 est une conséquence du lemme suivant que nous énoncerons
dans le cadre d’une variété riemannienne compacte quelconque, en reprenant les notations
du lemme 1.

LeMME 2. — Soit (V,, e) une variété riemannienne compacte dont on suppose la courbure
sectionnelle minorée par une constante strictement positive. Soit ® C*(V,), k=3, ®>0. Il
existe un unique réel A(®P)e[(sup®)~!, (inf®) '] et une fonction yeCF 1 *(V,),

Vn

V'l
Vael0, 1[ (ou analytique si ® est analytique), unique G une constante additive prés, solution
de I'équation de Monge-Ampeére

&) dét(e 1. g,) =M (@) D (X) (1+]| VY [+,

Ce lemme permet de conclure puisqu’il s’applique a (S”, e) pour laquelle la courbure
sectionnelle est constante, égale a 1 (voir e. g. [2], p. 68 et 99). La fin de cet article est
consacrée a la preuve du lemme 2.

L’encadrement a priori de A(®) est immédiat en considérant (5) successivement au
maximum et au minimum de § sur V,. Quant aux questions d’unicité, nous les examine-
rons en fin de section.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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IV. 1. Existence d’une solution de (5). — Utilisons la Méthode de Continuité. Pour
appréhender le facteur d’échelle A(®) et linversibilit¢ locale, introduisons (comme
dans [5]) la moyenne ¥ de \ sur (V,, €) dans I’équation de continuité,

(5) dét(e'.g)=[@ (X)) (1 +|V¥|)* D exp (1),
ou te[0, 1]. Pour ae]0, 1[ fixé, soit
I ={te[0, 1], IYy,e C*** *(V,) solution de (5,)}.

Par construction de (5,), 7 est non vide (car 0e 7 trivialement) et résoudre (5) équivaut
a prouver que 1€.7, avec A(®) =exp(—V,) unique (voir section 1V.3). Par un argument
de connexité nous allons montrer que

T =[0, 1].

L’inversibilité locale du probléme (5,) se démontre sans nouvelle difficulté en raisonnant
comme dans [5] (p. 345-347). L’ouverture relative de  dans [0, 1] en résulte.

Nous n’avons plus qu’a établir le

LEMME 3. — L’ensemble {\,, te 7} est borné dans C°(V,).

En effet, supposons un instant ce lemme acquis. Le lemme 6 de [6] et les estimations a
priori C? et C? de [7] fournissent pour {{,, te 7} une borne dans C*(V,). Le théoréme
d’Ascoli joint a la régularité elliptique de Schauder [10] permet d’en déduire que J est
fermé, par un argument standard (voir e. g. [4], p. 367).

La preuve du lemme 2 est donc réduite a celle du lemme 3 qui fait I'objet de la section
suivante.

IV.2. Estimation a priori C° (preuve du lemme 3). — Nous allons procéder par étapes
successives.

Dans une carte générique de (V,, e) nous noterons V,;, V,;, etc. les dérivées covariantes
ViV, V.V;V,, etc., et (e¥), (g) les matrices de e et de(g, )"

Comme nous ’avons déja signalé a propos de A (®), le lemme suivant est immédiat en
raisonnant sur (5,) aux extrema de y=\,.

LEMME 4. — Yte J, la moyenne \, vérifie a priori Iencadrement uniforme :

min {0, inflog ®} <tinf (log ®) <\, <tsup (log ®) <max {0, suplog ®}.
Vn

Vn Vo Vn
Grace au lemme 4, il suffit désormais d’estimer uniformément
a,= :sup |V, |
Va
en vertu de I'inégalité vérifiée identiquement Ve C1(V),),
- ¥les|¥l+Dsp VY|
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ou D désigne le diamétre de (V,, e). A cet effet, nous raisonnerons au point X,eV, ou la
fonction-test

1
ut=:ilv‘l’t’2

atteint son maximum sur V,, écrivant dans une carte locale :

(6) |Vu,|(X)=0,  (g7V,u)(X,)=0.

Calculons les expressions qui interviennent dans (6).
Un calcul intrinséque.

Dérivons une premiére fois u, dans une carte,
(7) Viu, =V, Vi |,
puis une seconde fois et saturons,
(8) 2 V=g ViU, Vil + Vi, (8 Vi b))

Pour exprimer le dernier terme de (8), nous commengons par dériver une fois I’équation (5,)
ce qui fournit :

n
&' (Vi Ve +2Vi ¥, Vi b) =1 V; (log ®) + (1 +3 ) Villog(1+2u)).
Pour pouvoir exploiter ces relations on doit introduire le tenseur de courbe R,7,; de
(V,, e); (8) s’écrit finalement,
) &'Vau,=g"' ViV, V¥, +&"' R Vi, ViV,
+tVi\JJ,V,-(10gCD)+<1 + g>v"¢,v,.[1og(1 +2u)]
+284V, ¥, V¥, (14+2u,)—4u,

Choix d’une carte en X,.

Au point X, ou u, atteint son maximum sur V,, prenons une carte normale pour g telle
que

(10) 6i‘pt(xt)=8i1IV\"II(Xt)Eailat
et telle que la sous-matrice (9,5 ¥, (X)), o, B> 1, soit diagonale. 11 suit de (6) et (7) que,
(11) Vi:l"-'3n5 ali“’t(xl)=0,

donc (g (X,)) est en fait diagonale et ses valeurs propres sont simplement,

1 1
(12) gil=——; Va>1, g¥%=———
"o 1+a? L1400 (X))
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Sin=1, (5, et (11) joints au lemme 4 fournissent,

5 — - _sup @
A/ 1+at _[(D(Xt)] CXP(‘I’:)é inf(I)’

Vn

et la preuve est achevée. Nous supposons désormais n=2.
Expression de I'inégalité de (6) en X,.
Compte tenu des relations (9) a (12) I'inégalité de (6) s’écrit,

n

Z M[(aaa‘ht)z-{—atz Rula1]+ta,al (log <I))§0
a=2 aa Vi

Par hypothése la courbure sectionnelle de (V,, e) est minorée par o>0. Nécessairement
donc,

b,=:—0,(log ®)(X,)>0
et nous obtenons I'inégalité importante

" 1 o (O V)
13 bzai o)
( ) ta, tza‘ cm§2 (l+aua\|’t)+a§2 (1 +6“‘Ilt)

ConcLusioN. — Pour conclure a partir de (13), distinguons deux cas.
Si,
i 1

a=2 (140, V) (X))

v

1,

nous avons immeédiatement :

1 1
a,< —tb,<—sup |V (log®)|.
(&) C v,

Sinon nécessairement,

Va=2,...,n, O V: (X)) >0

et comme,
2
Ou¥) _y OV
(140, V) (1404 V)
Nous déduisons de (13) :
(14) Y [ +0, ¥, (X)l<2n+ta,b,
a=2
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