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LE PROBLEME DE CAUCHY
POUR 7 ET APPLICATION

Par M. DERRIDJ

1. Introduction

Des résultats d’extension de formes J, fermées, en particulier de fonctions C.R, peuvent
étre déduits a partir de la résolution d’un probléme de Cauchy pour J; plus précisément,
soit U un ouvert, voisinage de I’origine 0, dans C" et S un morceau d’hypersurface
réguliére passant par 0, définie par {¢ =c}. On cherche a résoudre le probléme de Cauchy
suivant :

{ ou =f dans U, f étant une (0, g+ 1) forme, 5f= 0,
u |s=0. ’

(1),
Dans [5], nous avons donné des conditions suffisantes pour résoudre le probléme
suivant :

{au=xf dans U,  fel2 ..., (U),  af=0Supp(f) < U",

2
(2), Supp (W) = U*;  U*=UN{p <c}.

ou A est une certaine fonction holomorphe.

De plus nous avons montré comment de la résolution du probléme (2),, on peut
déduire des résultats d’extension de fonctions holomorphes dans U™ ={¢ > ¢} NU, en
fonctions holomorphes dans un voisinage de 0. Dans un article en collaboration avec
J. E. Fornaess [6], nous en avons déduit des résultats d’extension de fonctions C.R sur S
en fonctions holomorphes dans un voisinage de 0, dans U" moyennant une hypothése
reliant S a ’ensemble des zéros de la fonction holomorphe A. Nous utilisons des résultats
de division (voir [6]) particuliers au cas des fonctions.

Il est toutefois clair que si ’on sait résoudre (1), alors (voir la fin de cet article), on
déduira des résultats d’extension dans le cas des formes d,-fermées.

Nous montrons ici, que si f est de classe C* sur U (ou tout au moins suffisamment
réguli€re) et si I'on sait résoudre (2),, alors on sait résoudre (1), moyennant une hypothése
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440 M. DERRIDJ

reliant S a A. La formulation de cette hypothése est différente de celle faite dans [6];
cependant elles nous semblent voisines. Il est cependant important de noter que cette
hypothese est inutile pour g=0.

Pour passer du probléme (2), au probléme (1), il y a deux sortes d’obstacles: le
premier est de résoudre en trouvant une solution ayant, en un sens convenable, une trace
sur S qui soit nulle; le deuxiéme obstacle est de se débarrasser du facteur A dans le
second membre de (2),. Rappelons que le probléme (2), a été étudié en utilisant les
estimations L? avec poids et les inégalités de Carleman (L. Hormander [7], A. Andreotti,
E. Vesentini [2]). En fin de cet article nous rappelons comment de la résolution du
probléme (1),, on déduit des résultats d’extension de formes J,-fermées, en particulier de
fonctions C.R ainsi qu’une classe d’exemples.

Il est utile de remarquer que notre méthode pour déduire la résolution du probléme
(1), de la résolution du probléme (2), est purement une méthode d’équations aux dérivees
partielles; on aurait pu considérer un complexe de systémes différentiels a coefficients
constants :

Ay Az An
C”(Ey) > C*(E)) 2 C®(E) » ... =0,

avec une fonction A, admettant une dérivée non nulle en O et telle que :
A, (Aw)=AA; (u), ueC=®(E,_)), ie{l, ..., n}.

Dans le cas de variétés C.R de codimension supérieure Baouendi-Tréves [3], et
Baouendi-Chang-Tréves [4] ont introduit de nouveaux outils qui permettent d’attaquer le
probléme de I'extension de fonctions C.R. Il est concevable que ces outils donnent aussi

des résultats dans le cas des formes d,-fermées. D’ailleurs, dans son cours a I’école
Polytechnique [12], F. Tréves a donné un théoréme d’approximation valable pour des
formes.

2. Quelques notations

Soient U un ouvert voisinage de I'origine, et S une hypersurface dans U, passant par
I'origine, définie par {9 =C}, avec dp#0 sur S. On notera :
Ur={UNeo < C},
U ={UNe>C},

Ici U est un ouvert de C", ou les coordonnées z,, . . ., z, sont écrites z;=x;+ix, ;.
Nous pouvons toujours supposer que dans U, quitte a le rendre plus petit, S est définie
par:

Xpw=F (X4, ..., Xan_1)-
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Nous définissons alors dans U le nouveau systéme de coordonnées suivant :

x,2n=x2n_F (xl’ LR x2n—1)’

X;=Xx; 1<5j<2n-1.

Alors S est aussi définie par x5,=0; on suppose F e C* (U).

Maintenant soit A une fonction holomorphe dans un voisinage de U. Il existe un
multi-indice y tel que A™(0) # 0. Alors si U est, de nouveau, assez petit, on peut
supposer :

AV () £0, zeU,

Dorénavant, nous partons de I’hypothése suivante :

Il existe au voisinage V de O tel que :
Pour toute (0, g+1) forme f dans L?(U), d-fermée dans U telle que supp
(f) = U, il existe une (0, q) forme u dans L2 (V) telle que:

(Hp) - —
du=Af dans V et supp(u) = V™,

ﬂ divisible par A dans U (lorsque q = 1).
axZn
Nous avons donné dans [5], des conditions suffisantes sur le hessien complexe de o,
qui permettent d’avoir (H,). [La fonction A donne en fait une idée sur la fagon dont le
Hession de ¢ dégénére dans U; lorsqu’il y a suffisamment de valeurs propres strictement
positives, on peut prendre A=1 (ce qui n’a aucun intérét pour nous, ici).]
Dans le systéme de coordonnées (x;), I'opérateur 0 considéré comme opérateur des
(0, g) formes sur U dans les (0, g+1) formes sur U, est un systéme différentiel a
coefficients constants qu’on note :

0=(P ),

Dans les coordonnées (x)), 'opérateur devient un systéme différentiel a coefficients
variables que nous notons :

a=(B,).

Remarque. — Dans la suite, nous travaillerons en prenant V=U, pour faire une
économie de notation, quitte a prendre f dans L? (U’), ou U’ est un voisinage convenable
de U.

3. Les résultats

TukorEME 3.1. — Supposons (H,) vérifiée, soit f une (0, g+ 1) forme de classe C***
dans U, 0-fermée dans U, a support dans U™.
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442 M. DERRIDJ

Il existe une (0, q) forme u, a coefficients distributions, qui admet une valeur au bord
nulle sur S, telle que du=f dans U.

Si ¢g=0, u peut étre choisie de classe C* dans U, sans hypothése de divisibilité de
0A/0x5, par A dans U.

Remarque. — Les propositions qui suivront donneront un sens plus précis a la valeur
au bord de u.

LEMME 3.2. — Les opérateurs P,

.» ont la forme suivante :

2n—1 a P
(3.1) Pij:= Z a}‘j—, +a'2’,, (x'l, ey x'z,,_l)—,.
k=1 6xk X2on
ou al sont des coefficients constants pour k < 2n—1.
Démonstration. — Dans les coordonnées de départ, 9 est un opérateur a coefficients

constants i. e.
2n
.0
— i
P;= Z @l —,
k=1 6xk

I'opérateur 0/0x, se transforme en :

0 0
—F (Xg5 -vs Xouot) —
ax;‘ k( 1 2 l)ax,zn

pour k £2n—1 et en 0/0x;, si k=2n. Par suite on obtient :

2n—1
e 4 e
pij= > ai’(—ax, —F, (X, ..oy x2"_1)~/~> +aj, =
k

k=1

qui est de la forme voulue.

COROLLAIRE 3.3. — On a:

F
(3.2) [a ax’zn] =0.

Dans un premier temps, nous montrons la proposition suivante :

ProPOSITION 3.4. — Supposons satisfaite I'hypothése (H,). Soit f une (0, q+1) forme,
0-fermée dans U, feC'(U), supp (f) = U*, 12 1.
1l existe une (0, q) forme u, telle que :
Pu,=\f dans U,
Supp () = U*,
U € C¥ (x5, L2 (X5 -y Xon-1)); k£ 1-1.
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Démonstration. — Nous commencerons par faire les remarques suivantes : soit g; une
fonction dans C'(U), I 2 1, a support dans U, et soient h, des fonctions telles que :

ZP,, =g, hjeL?(U), supp(h)c U*.

On en déduit aisement que :

, (Z alljn hj) € sz,, (Hx_”l)’
X2n j
en notant x”’=(x7, ..., x3,_,) (en rappelant que a5, ne dépend pas de x3,). Il s’ensuit
que la fonction Y a4, h; admet une trace sur {x},=0}=S.
j
D’aprés les conditions de support faites sur h; et g;, cette trace est nulle. De cela on
déduit I'égalité suivante :

(3.4 J;) ox,

Considérons maintenant la forme (A f)5;

l]h

oo X)) D A= @ h) ().

elle est dans L2(U), car feC'(U) avec [ = 1;
de plus, comme A est holomorphe et que [0, 8/0x5,]=0, elle est O-fermée. En outre on
garde la condition supp (A f);,, < U*. D’aprés I’hypothese (H)), il existe une (0, q) forme
u dans L? (U) telle que :

x2m

Pu=(f),,
(3.5) { u=MAf),

Supp (u) < U*.
Posons alors :

/ / x'2" / /’
v(xy, ...y X5 = u(xy, ..., X5,_1, ) dt.
0

Nous commengons par remarquer que ’on obtient immédiatement que :
v€ CO (x5 L2(XY, + v vy Xon—1))s
supp (v) < U*.
Maintenant notre but est de montrer que Pv=»\f.

2n— 1
ZP., v; (x)= ( (X”)—)vj (")

2n

i

X

2n 1 <
l] _) ’7 ,r 2n ’7
Z aj (x u, (x”, t) dt
2n 1]
j

¢ 2n—-1 .
X2n ~ou 0 *2n .
= f Yoal =L (x7, )di+ — f Y. ad, (x”)u; (x”, t) dt,
0 k=1 0xy, 0x3n Jo
j
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d’apres (3.4), c’est égal a :

J

x'Zn 2n—1 . 6 ) .
Z{ ¥ w—ﬁu<0dﬁmzu@uxx%
0 k=1

0x;,

x'zn 2n-1 . ) x'" -
=y { J > a;"% (x”, t)dt+ J ’ 66’ (ab, (x") u; (x”, t) dt}
J k

R o' 0 x2n
=fmznﬂanom=rhamauzomﬂrmuﬁ
o 0

Donc on a obtenu ve C° (x5,, L2 (x”)) tel que :

(3.6) { Po=h/,
supp (v) =« U™ .

Un procéd¢ itératif, montre alors que I’on a la proposition 3.3.

Remarque. — Dans le cas g=0, la proposition précédente est évidemment inutile, car
dans ce cas I’hypoellipticité du 0 entraine que si feC'(U), alors u solution de du=Af
dans U entraine aussi que ueC' (U).

Parvenus a ce stade, nous aimerions maintenant nous débarrasser de la fonction A qui
apparait dans ’équation du=A>f.

ProposiTION 3.5. — Supposons (H,) satisfaite. Supposons que f est une (0, q+1) forme,

O-fermée dans U, de classe C**'(U), | 2 1, a support dans U™. Il existe une (0, q) forme u
dans U telle que :

du=f dans U,
(3.7 ueC'! (x5, H™(x)),
supp (u) = U*.
Pour démontrer la proposition 3.5, nous utilisons le lemme suivant, en rappelant que

lonaA®” #0dans U, |y|=s.

LEMME 3.6. — Soit h une distribution dans U, on a:

(3.8) h=— Y Cu(H®)® dans U,
AM at Py

ou le signe @ désigne la dérivée d ordre o, dans le systéme (x;).

Démonstration du lemme 3.6. — Nous procédons par récurrence: si (0) est une
dérivation d’ordre 1 on a trivialement :

(3.9) A©® h=() h)® — ) hO,
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Supposons qu’on ait montré (3.8) pour |9| < p et soit 6 un multi-indice de longueur
p+1: on écrit:

0=0'+0" ou |@

=p. 0"

alors :

2O =%, h=((\® B)®7—2¥ p®",
mais, par récurrence, nous savons que :

A®) h= Z C:;, (;\_ h(a))(B)’

at+p=0’
ce qui implique :

AOh= Y C¥ (L K@)+ )@ jO),

at+tf=0
d’autre part, toujours par récurrence :

MO R = Y CY (A BT,

a+Bp=0
Si nous regroupons les termes, on obtient bien :

A@ p— Z CaB ()» h(“))“”.

at+p=0

Démonstration de la proposition 3.5. — D’aprés la proposition 3.4, il existe, pour
k <1—1, une (0, ) forme dans C* (x},, L?(x7, ..., x3,_,)) telle que, si h est C', J-fermée
et 4 support dans U* :

Ju=M\h,
supp (u) = U,

Comme feCs*! (6), d’apreés le lemme 3.6, on peut écrire :

f=$ Y CuAf®)®  avec Af@eCHelel(U).

atB=y
Soit alors u, une solution dans :

Clmtrsmlel (xg,, L2 (X, oy X50-y))s
de :

Bu, =\ f®,
suppu, < U™,

Si nous posons :

- ®)
= Z_ C,p u®.
at+p=vy

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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On a bien :
ou=f,
supp (u) = U™,
ueC 1 (x5, H (X}, -ty Xon_1))-
La proposition 3.5 entraine et précise le théoréme 3.1.

Cas particulier des fonctions (q=0). — Dans ce cas, il s’avére que nous n’avons pas
besoin de I'hypothése 0A/¢x,, # A sur U. Une application du lemme 3.6 et de I’hypoellipti-
cité de 0 entraine la:

ProrosITION 3.7. — Supposons que (2) est résoluble. Soit f une (0,1) forme, 0-fermée
dans U, supp (f) = U*, de classe C® (ou CN, N assez grand). Il existe u solution de :

Oou=f dans V,
ueC® (V) (ouCN(V)),
Supp (u) < v+ (en particulier u |s=0).

Démonstration. — En utilisant le lemme 3.6 on résoud de nouveau du,=Af®, avec
supp(u,) < v+
On pose :
u= Yy Cul;
a+B=y
alors :

Ou=f et supp (u) < V*, ued’ v).
Mais comme :
feC® (V) (ou CN(V)), ueC® (V) (ouCN(V)),

ce qui donne la proposition 3.7.

Remarque. — Ceci montre que pour feCN, N assez grand on peut se passer, dans le
cas d’extension des fonctions, de I’hypothése liant Z(A) a S. Cependant notons que dans
[6] avec ’hypothése Z (M), on considére des fonctions de classe C*, pour I’extension.

4. Extension de formes J,-fermées sur oU™*

Nous commengons par énoncer le résultat d’extension pour des fonctions, dans la
mesure ou la notion de valeur au bord est plus précise dans ce cas. La démonstration
est standard; nous la donnons pour la commodité du lecteur.

ProposITION 4.1. — Supposons (H,) vérifiée.

Soit f une fonction C.R. sur 0U™, de classe C®. Il existe une fonction holomorphe F
dans U*, de classe C* dans U™ telle que F |s=f.
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Démonstration. — Comme f est C.R. sur U™, on peut (voir [1]) trouver une extension
de f en une fonction f de classe C* sur U™ telle que Jf s’annule a I'ordre infini sur dU*.
Soit :

{9 sur UT,
70 sur UN\UY,

g est une (0, 1) forme de classe C* sur U, d-fermée a support dans U™. 1l existe d’aprés
les résultats précédents une fonction h de classe C* dans U telle que :

du=g dans U,
supp (u) < U™,
Il s’en suit que f—u est holomorphe dans U*, de classe C® (6") et sa restriction a
dU" est f.

ProPOSITION 4.2. — Supposons (H,) vérifiée. Soit f une (0, q) forme 0,-fermée sur S, de
classe C®. Pour tout entier k, il existe une (0, q) forme f, 0,-fermée dans U™, telle que :

feCk, (H),  Tl=f.

La démonstration est la méme que celle de la proposition 4.1.

Remarque 4.3. — Les résultats précédents montrent qu’il n’est pas nécessaire de
supposer que f soit de classe C®, ni méme que S soit de classe C*. 11 suffit que fet S
soient de classe CN, N assez grand, son ordre de grandeur étant lié a Pentier s.

5. Une classe de domaines vérifiant (H,)

Considérons dans C", avec n = gq+2, la classe d’hypersurfaces suivante, qui sera notée
(£):
Se(¥) < S est définie par {r=0} avec :
r=2Rez,+®(2) ou z'=(zy ...y Zy_ 1)
®(z) =20,
Hess (®) 2 | h| ou h est une fonction holomorphe, #0,
D(z)-0 = z-0.

PROPOSITION. — L’hypothése (H,) est satisfaite par la classe &, en posant A=h2

Démonstration. — U™ peut étre définie par {¢ < 1}, avec ¢ =exp (r). Comme :

) % ¢ (a% o0 0

L =, —— = — ——.—_>, ij<n—1
0z, 0z, 0z; 0z; 0z;0z; 0z; 0z;
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et:
>

oz, 07,

0 si i<n—1;

on voit que, au voisinage de 0, Hess (@) = |h[

Montrons que si V est un voisinage de 0, il existe une fonction @y, telle que :

ov(0) > 1,
(5.1) {fo<iNn{oy>1}cV,
Hess (o) = | k|-
2

Soit oy =exp (r; +¢), € > 0 a choisir, r, =2 R ez, + D2 — IZL,

On a bien @y (0)=exp () > 1. 2

Soit ze{p < 1} N {9, > 1}; cela donne :

2Rez,+0(z') <0,

. ) )

(5.2) 2 Rez,+ 5 (z') > —¢,, avec g, petit avec &.

< mn, n petit, d’aprés une

Cela entraine ®/2(z") < €,; donc si € est assez petit, on a |z’
des conditions que satisfait .

Combiné avec (5.2), cela entraine que | z| < ny, n, petit. D’aprés [5], [6] et (5.1) entraine
qu’on peut résoudre le probléme (2),. Il nous reste, pour satisfaire a la condition (H,), si
on prend A=h?, i montrer que dh/0x5,,=0; ceci découle du fait que :

le(z)=h(2) (ici x5,=2% ez, + ¢ (2')/2).
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