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THEORIE DE DIEUDONNE
SUR UN ANNEAU DE VALUATION PARFAIT

Par Pierre BERTHELOT ()

Soient S un schéma normal connexe, K le corps des fonctions rationnelles sur S, G et H
deux groupes p-divisibles sur S, de fibres génériques G, et Hy . D’aprés un théoréme bien
connu de Tate ([21], [22]), 'homomorphisme canonique

Hom (G, H) » Hom (G, Hy)

est un isomorphisme lorsque K est un corps de caractéristique nulle. Par contre, on ignore s’il
en est toujours de méme lorsque S est d’égale caractéristique p > 0; on sait, d’aprés
Grothendieck ([20], exposé IX), que ce résultat donnerait par exemple, lorsque S est un trait
hensélien et A un schéma abélien sur K, une méthode pour étendre au cas [ = p les critéres de
bonne réduction de A obtenus en termes du module de Tate T,(A) pour [ #p.

Une fagon d’aborder ce probléme consiste a utiliser des théorémes du type « classification
par le module de Dieudonné », analogues aux résultats classiques pour les groupes finis ou °
p-divisibles sur un corps parfait, afin de réduire le probléme étudié¢ a un probléme d’algebre
p-linéaire. Un dévissage standard montre qu’on peut se ramener au cas ou S est le spectre
d’un anneau de valuation discréte complet A, a corps résiduel algébriquement clos. Comme
nous I’observerons plus bas, il suffit alors de disposer sur S d’un « foncteur de Dieudonné »

compatible au changement de base, et induisant sur la cloture parfaite A de A une

équivalence entre la catégorie des groupes p-divisibles sur A et une catégorie convenable de
modules de Dieudonné.

Les trois premiéres parties de ce travail sont donc consacrées a développer la théorie de
Dieudonné pour les schémas en groupes commutatifs, finis localement libres sur un anneau
de valuation parfait de caractéristique p (en fait sur une base parfaite dont les anneaux locaux
sont des anneaux de valuation ou des corps). Il s’agit ici d’une extension de la théorie
contravariante lorsque la base est un corps parfait (voir par exemple [6], ou [5]). La principale

(*) Laboratoire associ¢ au C.N.R.S., n° 305.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE. — 0012-9593/1980/ 225 /$ 5.00
© Gauthier-Villars



226 P. BERTHELOT

difficulté provient de ce qu’il n’est plus possible, sur une base non ponctuelle, de considérer
séparément le cas des groupes unipotents et celui des groupes de type multiplicatif, puisqu’un
schéma en groupes fini localement libre n’est méme pas en général extension de 'un par
l'autre. Il faut donc partir d’une définition unifiée du module de Dieudonné pour les schémas
en groupes finis. Partant d’une construction de Barsotti [1], Fontaine a introduit une telle
définition sur un corps parfait en montrant que le module de Dieudonné classique d’un
groupe fini G estisomorphe au module Hom (G, CW), ou CW est le faisceau des « covecteurs
de Witt », et c’est cette définition que nous adoptons ici. L utilisation des covecteurs de Witt
est une source de difficultés techniques, qui tiennent & ce que ce faisceau abélien n’est pas
représentable, mais seulement limite inductive de sous-faisceaux d’ensembles (et non de
groupes) représentables. C’est pourquoi nous avons regroupé, dans la premiere partie,
quelques résultats qui montrent que des résultats classiques pour les schémas en groupes
restent valables pour des faisceaux tels que CW. Dans la deuxi€éme partie, nous procédons a
I’étude des principales propriétés du module de Dieudonné d’un schéma en groupes fini
localement libre. Le point central est I’exactitude du module de Dieudonné par rapport aux
suites exactes courtes de schémas en groupes; la technique employée consiste a exploiter
I’hypothése faite sur la base pour dévisser les groupes considérés en groupes annulés par F
ou V, et a utiliser I’exactitude du module de Dieudonné de la fibre générique. Inversement,
nous construisons dans la troisiéme partie un schéma en groupes fini localement libre a partir
de la donnée d’un module de Dieudonné, en adaptant la construction de Grothendieck
dans [11], et en utilisant la théorie de Dieudonné classique sur la fibre générique et la fibre
spéciale. On en déduit alors les théorémes de classification cherchés : si A est un anneau de
valuation parfait, et

DA=W(A)6 [Fa V]/(FV_p’ VF_p)’

I’anneau de Dieudonné de A, la catégorie des schémas en groupes commutatifs, de p-torsion,
finis localement libres sur A (resp. des groupes p-divisibles sur A), est anti-équivalente a la
catégorie des D, -modules a gauche, de longueur constante sur Spf (W (A)) au sens de 3.1.3
[resp. libres de rang fini sur W (A) (2)].

Dans une quatriéme partie, nous appliquons le résultat précédent au probléme du
théoréme de Tate en égale caractéristidue p;les deux résultats essentiels obtenus sont alors les
suivants :

(a) le théoréme de Tate pour les groupes p-divisibles peut €tre ramené & un théoréme
analogue (encore conjectural) pour les F-cristaux sur ’anneau k[[t]], ou k est un corps
algébriquement clos;

(b) le théoréme de Tate est vrai pour les groupes p-divisibles dont le polygone de Newton
est constant sur S.

Pour obtenir (a), il faut relier la définition du module de Dieudonné utilisée ici a la
définition générale du cristal de Dieudonné associé¢ a un groupe p-divisible sur une base
de caractéristique p, introduite par Grothendieck ([10], [11]) et Messing ([15], [16]), et étendue

(?) Aprés la rédaction de ce travail, Baldassarri m’a signalé que le cas des groupes p-divisibles connexes sur un
anneau de valuation parfait a été étudié par Poletti [23].
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THEORIE DE DIEUDONNE 227

aux schémas en groupes finis localement libres dans [3]. C’est pourquoi, aprés quelques
rappels sur les cristaux, nous montrons qu’il existe un isomorphisme (c-lin¢airc) entre le
module de Dieudonné d’un schéma en groupes fini localement libre (resp. d’un groupe
p-divisible) sur un anneau de valuation parfait A, et son cristal de Dieudonné, identifi€ & un
W (A)-module. Aprés avoir prouvé (a) (th. 4.3.3), nous déduisons (b) d’un énonce
analogue pour les F-cristaux. Ce dernier est alors une conséquence facile d’un résultat di a
Katz [13], grace auquel la structure & isogénie prés d’un F-cristal sur k [ ¢]], dont le polygone
de Newton est constant sur Spec(k[[]]) et de pentes entiéres, peut étre a peu pres comple-
tement explicitée en passant a la cl6ture parfaite de k[[¢]].

~ Signalons enfin, bien que ce probléme ne soit pas abordé dans le présent article, que le
théoréme de classification prouvé ici sur un anneau de valuation parfait peut étre utilisé pour
obtenir, par des méthodes de descente inséparable, un théoréme de pleine fidélité pour le
cristal de Dieudonné associé & un schéma c¢n groupes fini localement libre ou a un groupe
p-divisible sur un schéma lisse sur un corps parfait. Cette question sera traitée dans un article
en préparation avec W. Messing.

Je tiens a remercier ici W. Messing, pour les nombreuses discussions que nous avons eues,
en particulier sur le théoréme de Tate, et qui sont pour une bonne part a I’origine de cet
article, ainsi que L. Breen, et J.-M. Fontaine, avec qui j’ai eu bien des discussions sur la
théorie de Dieudonné; I'influence de chacun apparaitra dans ce qui suit.

1. Remarques sur certaines extensions

@’un schéma en groupes fini par les covecteurs de Witt

1.1. Rappelons tout d’abord quelques définitions et résultats dus a Fontaine ([8], II).
Soient A un anneau (commutatif unitaire), R une A-algébre. On note CW (R), ensemble des
covecteurs de Witt a coefficients dans R, ’ensemble des familles (a_,;),.y, ou les a_;eR
vérifient la condition :

(%) il existe des entiers r = 0, s = 1 tels que, si a, est I'idéal de R engendré par les a _; pour
i 2r,alors (a,)*=0.

Pour r, s fixés, on note CW, (R) I’ensemble des covecteurs tels que (a,)*=0. Les
ensembles CW (R) et CW, ((R) sont de fagon évidente fonctoriels en R, et

CW(R)= [ JCW,,(R).

Pour tous r, s, CW, , est un foncteur représentable sur la catégorie des A-algebres :
CWr,s(R): HomA-alg (A [X~i]ieN /(Dr)s5 R)’

ou v, est I'idéal engendré par les X _;, i = r. On posera
A=A[X_]iens
A, s=A/(v,),
A=lmA,.,,

r.s
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228 P. BERTHELOT

et on considérera A comme une A-algébre topologique, grice a la topologie limite projective
des topologies discrétes sur les A, . Si on considére R comme muni de la topologie discrete,

on a donc ~
CW (R)=Hom cont, (A, R).

On remarquera enfin que CW est un faisceau sur la catégorie des A-algébres munie de la
topologie fidélement plate.

Soit p un nombre premier, et, pour tout n g 0, soient'S,(Xg, ..., X,; Yo, ..., Y,) les
polynomes a coefficients entiers définissant 1’addition dans ’anneau des vecteurs de Witt
(relatifs a p) a coefficients dans un anneau variable. La suite de polynomes S, (X _,, ..., X,;
" Y_,,...,Y,) converge dans A ®A A vers une série formelle qu’on notera S (X_;; Y_jijso
isobare de poids 1 par rapport a I’ensemble des variables X _;, Y _;si’on affecte X _;et Y _;
du poids p ~%. On définit alors une structure de foncteur en groupes abéliens sur CW en
posant, pour (a_;), (b_;)e CW(R), (a_;)+(b_;)=(s-)),

(1.1.1) s_i=S(...,a_j_y ...,a_; ..., b_j_; ..., by

Si(a_;)eCW, ((R),(b_)eCW,  (R),etsir”=Sup(r,r),s""=s+s',alors(s _;)e CW . .. (R),
de sorte que la structure de foncteur en groupes de CW est définie par une structure de bigebre
topologique sur A, provenant par passage a la limite projective des homomorphismes

Ar”.s” - Ar.s ®A Ar'.s’ s

définissant les accouplements CW, xCW, . —CW,_ .. Enfin, lorsque R est de
caractéristique p, la multiplication par p dans CW (R) est donnée par

(1.1.2) p(...,a_;, ...,a0)=(...,a%;_q, ..., a%y).
Supposons maintenant que A soit un anneau de caractéristique p. Pour toute A-algébre R,

Fa
soit R, 'anneau R muni de la structure de A-algébre définie par A > A —» R, ou F, estle
frobenius absolu de A. On définit alors un foncteur en groupes abéliens CW*/* par

CW®™ (R)=CW (R,).

Le frobenius absolu Fy est un homomorphisme A-linéaire R — R ,), et définit donc un
morphisme de foncteurs en groupes (Frobenius) :

F: CW - CWw"A,
ces definitions étant du reste valables pour tout foncteur sur la catégorie des A-algébres. De

plus, comme CW est défini sur [ ,, il existe un isomorphisme canonique CW"”* 5 CW. Sion
note encore F I'endomorphisme de CW obtenu par composition, on a par définition

(1.1.3) F(a_-1)=(a%)),

et F est défini par I’endomorphisme A-linéaire continu de A caractérisé par F(X _;)=X" ;.
Notons que, par construction, le morphisme F : CW — CW*’* commute a tout morphisme
de foncteurs de but ou de source CW.

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°2



THEORIE DE DIEUDONNE 229

On définit d’autre part un endomorphisme V : CW — CW (Verschiebung) de la fagon
suivante. Pour tout A-schéma X affine et plat, il existe un carré commutatif ([19], VII, , 4.2)

fonctoriel en X :
A

X XP
FX/A q
X (p/A) hd X"/Gap,

ou FX/A est le morphisme de Frobenius relatif de X sur A, A I'immersion diagonale, g le
morphisme de passage au quotient par 1’action du groupe symétrique & ,. Pourr 2 0,s 2 1,
la loi de groupe sur CW induit un morphisme

(CW, )7 = CW, s,

qui se factorise par (CW, )?/&,, et donne un diagramme commutatif

cw, , —= (CW, ) cw

r, ps

(CW, JPA2 o (CW, )P/S,

d’ou /A
Vr,s=vr,s 0(pr,s : Cw(r!],s ) i CW".PS'

Pour r, s variable, les V, , se recollent et définissent
V: CWVWA 5 CwW,

Par construction, VoF=p, et, par fonctorialit¢ de F, F et V commutent, de sorte que
FoV=p. Utilisant de nouveau I'isomorphisme CW®* ~CW, on considérera encore V
comme un endomorphisme de CW, additif par fonctorialitt. Comme les inclu-
sions W,~CW, ; « CW, | correspondent a un homomorphisme injectif de A-algébres
topologiques : A G A’, oul A’ est le séparé complété de A pour la topologie admettant les v,
comme systéme fondamental de voisinages de 0, la formule habituelle du décalage pour les
vecteurs de Witt et la fonctorialité de la construction précédente montrent que V est défini par
I'endomorphisme A-linéaire continu de A caractérisé par Vi (X _;)=X _;_,; par suite,

(114) V( [ /A a0)=(. R / TN a_l).

Si G est un schéma en groupes abéliens affine et plat sur A, tout morphisme de foncteurs
¢ : CW - G commute & V, car il suffit de le vérifier pour la restriction de ¢ aux CW, , ce qui
résulte de la fonctorialité des diagrammes précédents. De méme, tout morphisme

V: G -» CW commute & V, car il résulte du lemme de Yoneda que I'image de \ est contenue
dans I'un des CW, ;.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



230 ’ P. BERTHELOT

Supposons enfin que A soit un anneau parfait. Soient, pour n 20, P,(X,, ..., X,;
Yo, ..., Y,)les polynomes a coefficients entiers définissant la multiplication dans I’anneau
des vecteurs de Witt. Si A=(Ag, Ay, ...)e W(A), la suite de polynémes P, (A% ", ..., AL 7;
X _,, ..., X,) converge dans A vers une série formelle notée P, (X _i)io» isObare de
poids 1 par rapport aux X _;, si’on affecte X _; du poids p ~*. On définit alors une structure de
foncteur en W(A)-modules sur CW en posant, pour (a_;)eCW(R) et Ae W(A),

Ma_i)=(c-),
(1.1.5) C_i=Pc».-m(...,a_jai,.‘.,a_,-),

ou ¢ est 'automorphisme de Frobenius de W (A). D’apreés la propriété d’isobarité de P,
I'idéal engendré par les (a_;);,, contient I'idéal engendré par les (c _;),, , de sorte que CW,
est stable par les opérations de W (A). Si te A, et si € W (A) est le représentant de Teichmiiller
de t, alors :

(1.1.6) Ta_)=(""a_).

Les endomorphismes F et V sont respectivement c-linéaires et o~ !-linéaires pour la
structure de W (A)-module.

1.2. Nous aurons a considérer par la suite certaines extensions d’un schéma en groupes
fini par CW, qui seront seulement des foncteurs pro-représentables, et auxquelles nous
aurons besoin d’étendre des constructions classiques pour les schémas en groupes. Fixons un
anneau de base A, et munissons la catégorie des A-algébres de la topologie fidélement plate;
on peut alors identifier un A-schéma affine au faisceau qu’il représente. Supposons donnés
une suite exacte de schémas en groupes commutatifs affines sur A :

0-G'-G—-G"-0,
telle que G’ soit fini et plat sur A, et un morphisme de foncteurs en groupes ¢ :'G’ - CW.On
en déduit une extension dans la catégorie des faisceaux en groupes abéliens
0-CW-E->G"-0.
ProrosiTioN 1.2.1. — Lefaisceau E est réunion de sous-faisceaux représentables E, ;. Pour
tousr,s,r', s, il existe r'’, s” tels que E, ;+E. . < E_. ..
Par définition, E=(CW x G)/G’, ou G’ est considéré comme sous-groupe de CW x G par
I’homomorphisme (¢, —u). Soit R’ I'algébre de G'. D’aprés le lemme de Yoneda, ¢ est défini
par un élement de CW (R')= ( ) CW, ((R’); par suite, il existe r, s, tels que ¢ se factorise par

r,s

CW, ... Donc pour tous r, s, il existe r', s’ tels que ’action de G’ sur CW induise un
morphisme de foncteurs

p,o G'xCW, —->CW, .
Ceux-ci sont représentables, et p, , est un morphisme de schémas. Soit CW,  I'image fermée

de p, ; dans CW,., (qui ne dépend pas du choix de r’, s). Alors p,  est défini par un
homomorphisme d’algébres

* .
ur,s . Ar’,s’ - RI ®A Ar,s’

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°2



THEORIE DE DIEUDONNE 231

etsil=Ker(pk,), CW,  estlesous-schéma fermé de CW, , défini par I. D’autre part, il existe
r"”, s" tels que p, , envoie G’ xCW, . dans CW,. ... Considérons alors le diagramme
commutatif : ur,

A'”‘s” Rl ®A /\r.s
[T M&'@ld
R'®, (A, /) = (R'®R) @ Ar

ou la fleche horizontale du bas est injective par platitude de R". Si

J=Ker(p*,: A, . » R®,A, ),

.S

de sorte que A,. ;. /J~A, .. /I, on voit que

JeKer(uk, 1 A >R ®4 (A, /1)),
d’ou une factorisation de p*, par
Ar'.x'/l - R’ ®/\ (Ar"s' /l)’

qui montre que CW,  est stable sous I’action de G'.

Posons alors F,,S=W,,s xG < CW xG. L’action de G’ sur F, ; définit une relation
d’équivalence sur F, , finie et plate puisque G’ I'est. Comme G’ et F, ; sont affines, le
quotient de F, ; par G’ est représentable et est affine sur A ([19], V.4.1); nous le noterons
E, ;. Il est clair que les E, ; sont des sous-faisceaux de E, et que E est réunion des E, ;.

La derniére assertion résulte de I’assertion analogue pour les F, , conséquence immeédiate
de leur définition et des propriétés des CW, ;.

Supposons que A soit un anneau de caractéristique p. On définit comme plus haut le
foncteur en groupes abéliens E”’* | et ’homomorphisme Fy, : E — E"’* qui commute a tout
morphisme de foncteurs. Comme le foncteur qui a F associe F'?’* est exact dans la catégorie
des faisceaux abéliens,

E(2/4) ~(CWW@/A) G(p/A))/GI(p/A) .
On peut alors définir le Verschiebung Vi, : E?/ — E par passage au quotient de Vy, X Vg,

ou Vg est le Verschiebung de G, et V, celui de CW tel qu’il a été défini en 1.1. Il résulte
aussitot de cette définition et de la fonctorialité de V., que le diagramme

thp‘/Ai E(h/A) G/ 0
(1.2.1) Vew v vor
CwW E - G”

est commutatif.
1.3. Soient S=Spec(A), ey : S — CW, ; la section unité. Pour s=2, on pose
Ocw = el (QC{W”/A )s

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



232 P. BERTHELOT

qui ne dépend pas de r, s. En effet, CW, ;=Spec (A[X;]/(v,)*), de sorte que

elw (Q(%W,.,/A)Z(Q/i[x_.-]/A /(dx_.-, <o X-i, )i,.;r) ®Alx B A,
et ’homomorphisme
(1.3.1) d: vo/vf—edy (Qw, )
est un isomorphisme. En particulier wqy est un A-module libre de base dX _;, i=0.

pROp()m-m\ 1.3.1. — Soient ey : S=Spec(A) s E, ;< E la section unité de E, et
op, =¢" Q)

(1) Il existe ry, s, tels que pour r'Zr=r,, s'=s=s,, I’homomorphisme naturel
®g , , > g Soit un isomorphisme.
r.s

r'.s’
(ii) Sionpose wg=wg pourr=ry,s=sy,lasuite0 - CW — E - G — 0définit une suite

exacte 0 - wg- = 0f = Ocy — 0.

L’homomorphisme de faisceaux n : E— G” induit un morphisme de A-schémas

n,s : E,— G’". Celui-ci donne alors naissance a un triangle de transitivit¢ entre les
complexes cotangents relatifs ([12], II.2. 1) :

VA

*(Lgo/a ‘_’LE JA®
Prenant 'image inverse par ¢, on obtient le triangle

Lef (Lg, ,6-)

13 / \

Led (Lgrja) — Lef( Lg, /A)
ou

HO(L e (Lg, /a )= Og, H(L ed (Lgra))=0g: .
Pour calculer Leg (Lg ,5-), on observe qu’il existe un isomorphisme canonique

CW,  xG3E, ;x5 G,
commutant aux projections sur G et aux sections unités. Notant e’ la section unité de
E, ;X5 G, le diagramme commutatif

Er,s ‘____” Er,sXG”G

C—W,‘sxG

‘E

S G” : G
donne les isomorphismes

Leg (LE,_X/G“ )~Le'*Lp* (LEM/G” )=Le™ (L(E,__‘ x G G)/G ),
par platitude de v, soit

Lef (Lg, 6-)=Le™ (Licw,,xanc)-

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°2



THEORIE DE DIEUDONNE 233

Comme G est plat sur S, on obtient, en notant g la projection de CW, (xG sur CW, ,

Lef (LE,_,/G" )~Le™*Lg* (LW”/A )=Lely (LC‘W,A‘/A ).
Le triangle (1.3.2) donne donc la suite exacte
(1.3.3) New,, = Ogr = O > Ogy, 0,
ou -1 *

New, . = H™ ' (Ledy (Lﬁ,.x/A )-
Pour s=2, la suite d’immersions fermées
CW;, ,cCW, ,cCW, ,cCW,,

donne une suite d’homomorphismes surjectifs

.8’

wcwr'.s' - (DE‘W,__\ - mav‘n.z - mcwo.z :

Or le composé est un isomorphisme, donc, pour s=2, gy, = Ocy -
Observons que, si on pose I, ;=(v,)%, le tronqué & l'ordre un de Ly, ,, peut étre
représenté par
2 1
K'=1_, Lew, s =01, /17 s = Qux_ya ®ax 1 Ars =0

([12], II1, 1.2.9.1). Par suite, ce complexe étant plat en degré 0, le complexe
Ty Le™ (Lew, ja) =T, Le™(t_y Lew, sa)s
peut étre représenté par
0 (I,.s/17) ®n,, A= Qax_yya Oax A0

[ceci résulte par exemple de la suite spectrale

Ef4=Tor";(K?, A)=H"(K'®, A).

q
Si maintenant on prend s’ =2s, I, . =(I, )%, de sorte que ’lhomomorphisme

ew, . = New

r,s' r.s

est nul. On peut trouver une suite d’immersions fermées

0=CW,,=CW, ,cCW, <CW, cCW

avec s, =2s,. Pour r=r,, s=s;, ’homomorphisme composé

FosSo 8¢ ryosy 0

- new, = fcw,,

Mew,, = ew,

est donc nul. Le diagramme commutatif & lignes exactes

new,, oG O,
Ol
n-CTV—D_, g~ mED.I

montre alors que pour r=r,, s=s, la suite
0 g = 0, = ey, , ~0cy =0

est exacte, et la proposition en résulte aussitot.
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1.4. On notera ut‘E le sous-faisceau du faisceau /ut E des automorphismes (non
nécessairement additifs) de E formé des automorphismes f : E — E tels que pour tous r. s, il
existe r', s’ tels que f(E, ;) = E,. ; c’est un sous-faisceau de groupes de /ut E. D’apres
- 1.2.1, pour toute A-algebre B et tout x € E(B), la translation t, : E; — Ej est une section de
Sut‘E, d’ou une inclusion E o ut°E. Par ailleurs, E agit sur ut‘E par
(x, )15 o fo1,, et linclusion précédente identifie E au faisceau des invariants de /ut‘E
sous l’action de E.

On définit les faisceaux ZieE et Lie ~/ut®E par
ZieE(B)=Ker[E(B[e]) —» E(B)],
Zie S/ut°E(B)=Ker [Lut‘E(B[e]) > LutE(B)],
ou B[e] est I'anneau des nombres duaux sur B, et on pose
Lie(E)=ZieE(A)=Ker[E(A[g]) —» E(A)].
L’inclusion E < /ut‘E induit une inclusion

ZieE g Yie Hut°E.
L’opération de E sur .«Zut® E définit une opération de E sur Lie /ut‘E, et LieE s’identifie
au faisceau des invariants sous E.

Posons E, ;=Spec (B, ;), et notons A : B, ., — B, ; les morphismes de transition. La
donnée d’une section f de Zie /utE au-dessus d’une A-algébre A’ équivaut a la donnée
d’une famille transitive d’homomorphismes f, ; :

fr,s: Br’,s’®A’[8]—’Br,s®Al[g]s

se réduisant & A modulo € et commutant & la comultiplication. Il revient au méme de se
donner une famille transitive de A-dérivations :

D B,,®A —B, ,®A"

r.s *

On en déduit une structure d’algébre de Lie sur Zie ~/utE, et, lorsque A est de
caractéristique p, une structure de p-algébre de Lie. Comme Zie E est formée des dérivations
invariantes par translation, c’est une sous-p-algebre de Lie de Lie «/ut‘E.

ProrosiTiON 1.4.1. — La suite exacte

0-CW-E->G"-0,
définit une suite exacte de p-algébres de Lie :
0 - Lie(CW) - Lie(E) - Lie(G"") - 0.

Un élément de Lie(E) s’identifie 4 une famille transitive d’homomorphismes
B, ,®Al[e] - A[g] se réduisant a 'augmentation 1 : B, ; — A (définie par la section unite)
modulo &, soit encore & une famille transitive de n-dérivations B, ; — A, qui correspondent a
des homomorphismes A-linéaires oz — A. Par suite,

(1.4.1) Lie (E) = Hom, (g, A).
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Le méme résultat s’appliquant en particulier 8 CW, la suite exacte de 1. 3. 1 donne par dualité
une suite exacte

0 — Lie(CW) - Lie(E) » Lie(G"') - 0,

'exactitude a droite venant de ce que ey, est un A-module libre.

Comme CW, ,cE, , il est clair par construction que Lie (CW)— Lie(E) est un
homomorphisme de p-algébres de Lie; I’homomorphisme E — G’ est défini par la famille de

morphismes de schémas E, ; — G"’, donc par un homomorphisme d’algeébres R — lim B, ,

r.s
et on en déduit immédiatement la compatibilit¢ de Lie (E) - Lie (G'') aux puissances
p-iémes.

ProposiTION 1.4.2. — Soient L une p-algébre de Lie localement libre de rang fini sur A,
® , (L) le A-schéma en groupes de hauteur <1 défini par L. Alors ’homomorphisme canonique

(1.4.2) Hom, (6 ,(L), E) - Hom , (L, Lie(E)),

ou le deuxiéme terme est ’ensemble des homomorphismes de A-p-algébres de Lie, est un
isomorphisme.

Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver que ’homomorphisme de faisceaux
Hom(®,(L), Lut°E)—> Hom, (¥, Lie Aut°E),

ou & est le faisceau de p-algébres de Lie quasi cohérent défini par L, est un isomorphisme. En
effet, prenant les invariants sous E, on en déduit isomorphisme

Hom (6 ,(L), E) 3 Hom,(Z, LieE),

qui donne (1.4.2) en prenant les sections globales.

Soient U,(L) l’algébre enveloppante restreinte de L, D=Hom, (U,(L), A) la
bigebre duale, de sorte que ®,(L)=Spec(D). Par le lemme de Yoneda, une section de
H om(® ,(L), & ut®E) sur une A-algebre A’ définit une famille transitive de morphismes

®P(L)A' >(Er,sA‘ - Er'.x’/\"‘

soit encore une famille transitive d’homomorphismes de A’-algebres
B,,®A'-B, ,D®A".
On en déduit une famille d’homomorphismes A ’-linéaires
B ,®U,(L)®A" - B, (®A",

soit encore, par passage a la limite

p: U,(L)®A’— Endcont,. (EQ(B,_ s®A')),

r.s
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