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MÉTRIQUES KÀHLÉRIENNES
ET FIBRES HOLOMORPHES (*)

PAR E. CALABI (**)

1. Introduction

Nous rappelons le fait suivant, qui est bien connu. Lorsqu'on se donne un fibre
différentiable quelconque, l'espace de base et la fibre étant munis de métriques riemanniennes
et le groupe structural G opérant isométriquement sur les fibres, alors la donnée d'une
connexion sur le fibre compatible avec l'action du groupe structural détermine dans l'espace
total du fibre une métrique riemannienne, uniquement caractérisée par les propriétés
suivantes :

1 ° la métrique induite sur la fibre au-dessus de n'importe quel point de la base équivaut à la
métrique donnée dans la fibre abstraite par n'importe quel isomorphisme structural entre les
deux;

2° en chaque point du fibre, tout vecteur tangent qui est horizontal par rapport à la
connexion est orthogonal à la fibre passant par ce point;

3° la projection du fibre sur l'espace de base est une surjection (submersion) riemannienne,
compatible partout avec la métrique donnée dans l'espace de base.

D'autre part, si la structure riemannienne de l'espace de base comme celle des fibres sont
des structures kàhlériennes, la même construction de structure métrique sur l'espace total du
fibre, n'amène qu'à une structure presque hermitienne, qui en général n'est pas intégrable à
une structure complexe et, même si elle l'est, la métrique définie n'est kàhlérienne que dans
des cas qui sont très rares; par l'exemple, dans le cas des fibres vectoriels holomorphes, une
structure hermitienne ainsi construite n'est kàhlérienne que si la courbure de la connexion est
identiquement nulle.

(*) Exposé d'une conférence tenue à Palaiseau au Centre de Mathématiques de l'École Polytechnique, le
5 juin 1978.

(**) Research supported in part by thé National Science Foundation, Contract GP 75-07917 and by thé Institut
des Hautes Études scientifiques. Bures-sur-Yvette.
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270 E. CALABI

II est toutefois possible, au moins dans certains cas, d'introduire dans l'espace total d'un
fibre holomorphe une forme kàhlérienne déterminée par des données correspondantes dans
l'espace de base et dans la fibre, si on sacrifie en échange la troisième des propriétés énoncées
ci-dessus, en la remplaçant par une condition plus faible, mais moins facile à énoncer hors de
ce contexte. De telles métriques ont été introduites sans doute ailleurs, mais aucune étude
systématique n'a été portée jusqu'ici à l'attention de l'auteur. Une conséquence d'une analyse
de telles métriques kàhlériennes dans certains fibres analytiques complexes nous permet de
construire de nombreux exemples explicites de métriques kàhlériennes, parfois complètes,
jouissant de certaines propriétés remarquables, parmi lesquelles nous allons trouver :

1° des métriques kàhlériennes (section 4) à courbure de Ricci constante (condition
d'Einstein) et en particulier à courbure de Ricci nulle;

2° des métriques kàhlériennes (section 5) dont le groupe d'holonomie est le groupe
compact Sp(n) (n==l , 2, . . . ) , où 2 n est la dimension complexe de la variété fibrée; ce
sont apparemment les premiers exemples connus de telles structures, qui ont été appelées
« structures tangentielles quaternioniennes », mais pour lesquelles nous préférons
l'appellation de « structures hyperkàhlériennes », pour des raisons que nous expliquerons au
moment opportun.

2. Formes kàhlériennes dans les fibres vectoriels

Soit M une variété complexe à n dimensions complexes, compacte ou non, munie d'une
métrique kàhlérienne, que l'on peut représenter localement, soit par sa forme riemannienne
définie positive

(2.1) ^2=2^p(z,z)^za^z^

soit par sa forme extérieure

F^^TrO-^z.z^A^.

La condition de Kàhler s'exprime, d'une manière équivalente, soit par le fait que la forme F
est fermée, soit par l'existence locale d'une fonction potentielle de Kàhler 0, unique à une
fonction pluriharmonique près, telle que

(2.2) ^=^^ ou bien F^TcO-1^.

D'une manière plus générale nous dirons qu'une forme extérieure œ dans une variété
complexe quelconque est de type kàhlérien si c'est une forme de bidegré (1, 1), fermée et ne
prenant que des valeurs réelles sur n'importe quelle paire de vecteurs tangents réels.

Soit L -^ M un fibre vectoriel holomorphe sur M de rang (dimension complexe de la
fibre) m : si L est muni d'unestructure hermitienne définie positive, cela signifie que le fibre L
peut être considéré comme muni alternativement de deux groupes structuraux :
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MÉTRIQUES KÂHLÉRIENNES ET FIBRES HOLOMORPHES , 271

1° le groupe GL(w, C), par rapport auquel on peut exprimer le fait que L est un fibre
holomorphe;

2° le groupe U (m) c GL (m, C), la réduction au groupe U (m) étant définie par le choix de
structure hermitienne.

Soit U un ouvert de M servant à la fois comme domaine d'un système de coordonnées
holomorphes (z") (l^oc^n) de M et comme domaine d'existence d'un système de
coordonnées holomorphes linéaires (î^) (1 ̂ À-^m) sur chaque fibre dans n~1 (U), de façon
que (z1, . . . , z " ;Ç 1 , . . . ,Ç n ) constitue un système de coordonnées holomorphes dans
l'ouvert Ti'^L^ciL. On peut représenter localement la structure hermitienne dans L par
une matrice hermitienne {a^(z, z)) de fonctions sur U telle que la forme hermitienne
s'exprime par

(2.3) t=a^(z,z)^

dont la valeur t, positive sauf en la section nulle de L, est une fonction invariante, définie
globalement dans L. Dans la suite on désignera par ^ et .^respectivement une structure
kàhlérienne sur M, comme dans (2.1) ou (2.2), et une structure hermitienne sur L -"» M,
comme dans (2.3).

Une structure hermitienne se sur L équivaut à une réduction du groupe structural de L
de GL(m, C) à U(m), dans le sens qu'elle entraîne la formule de substitution remplaçant
l'atlas des coordonnées holomorphes des fibres (^) par des coordonnées correspondantes
orthonormées, notées par (wi, . . . , w^} pour lesquelles la fonction norme t s'exprime par

t=£ M.
3l=l

Les transformations qui relient une carte de coordonnées orthonormées à une autre
appartiennent donc au sous-groupe U(m)cGL(m, C) pour la fibre K ~ l ( x ) au-dessus de
n'importe quel point x e M, mais la dépendance de la transformation par rapport au point x
ne sera plus holomorphe comme elle l'est dans le cas des coordonnées (i^). C'est pour cette
raison principalement que dans la suite nous allons préférer des coordonnées holomorphes.

On introduit la connexion de Cartan dans le fibre, déterminée canoniquement par ^
comme dans [7] et définie par les formes locales associées à chaque carte locale holomorphe
(z,Ç)=(z1, . . . , z" ;Ç 1 . . . . ,^):

O^L^dz" (l^.v^m),
où

L'vo=^A, (a^)^)-1;

on en dérive la forme de courbure Q\, définie par les formules

^v = S\,p dz- A dz\ S\,p = -^ L\,.
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272 E. CALABI

On dit que le fibre L ̂  M muni de la structure hermitienne ^ est positif (respectivement non
négatif, non positif ou négatif) si la forme bihermitienne de courbure a^S^y^dz^dz^
vérifie, en chaque point du fibre L hors de la section nulle, l'inégalité

(2-4) ^S^pÇ^^Z^O ((Ç)^=0, (Z)^0)

(respectivement ^0, ^0 ou <0).
Nous allons maintenant définir, en partant de M munie d'une structure kàhlérienne (2.1),

(2.2), et d'un fibre vectoriel holomorphe L -"> M avec une structure hermitienne ^ donnée,
une forme de type kàhlérien g^ sur le fibre tangent de l'espace total L. Cette forme est
uniquement déterminée par les propriétés suivantes :

1° pour tout point x e M la restriction de la forme à la sous-variété n~1 x coïncide avec la
métrique hermitienne plate induite par le potentiel kàhlérien r^- i^;

2° pour chaque point y du fibre L et pour tout vecteur tangent X à M au point ny, le
relevé horizontal Xy de X à y au sens défini par la connexion de Cartan de ^ est orthogonal
à la fibre passant par y;

3° la restriction de g^ à l'espace tangent à la section nulle de L (identifiée canoniquement
avec M) coïncide avec la métrique kàhlérienne donnée dans M.

Il n'est point difficile de vérifier que la seule forme de type kàhlérien dans L qui vérifie les
axiomes ci-dessus est déterminée par le potentiel local

(2.5) ip=(D^^

où 0 est une fonction locale de potentiel dans M pour la métrique kàhlérienne donnée et t est
comme dans (2.3). On vérifie également le fait suivant : étant donnée la fibre 71-1 (xo) au-
dessus d'un point quelconque XoeM, alors, pour tout chemin différentiable x(s) dans M
partant de XQ, la famille des relevés horizontaux de x(s) dans L partant de n'importe quel
point ^oen~l{xo) définit pour chaque 5 une isométrie linéaire complexe deK~l(xQ)
sur n~1 (x{s)). Ce fait entraîne que, E étant un ouvert connexe dans L où la forme ÔÔT de
type kàhlérien est définie positive, pour tout xe7i(E)c:M, l'intersection K~l(x)r^E est
totalement géodésique dans E.

Pour calculer explicitement la forme 88^ partant de (2.5), il est utile parfois de remplacer le
repère complexe naturellement associé aux coordonnées holomorphes locales (z1, . . . , z"',
Ç1, . . . , ^m) par le repère adapté à la connexion de L, consistant en les champs de vecteurs

_9_ _8_
'ôÇ^ " " ' 3 ^1 ^ u \

vz l> "" ̂ ^ï' " " W ^ r

ou

A-.T^ rvJL
' Sz- va" 8^^-.-a-^va^- (l^OC^)
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MÉTRIQUES KÂHLÉRIENNES ET FIBRES HOLOMORPHES 273

et, pour exprimer les formes différentielles, d'employer le repère dual (dz1, . . . ,^z";
V^, ....V^.où

V^ = d^ + L\, ̂ dz^ (1 ̂  A ̂  m).

Ainsi on trouve, en partant de (2.4) :

ô^¥= 7l* a0 + ̂  ̂  ̂  dz01 + a^ d^ == |̂  dz- + a^ VÇ\

d'où on obtient, par une dérivation supplémentaire,

(2.6) aay=(^p+^s\,pTO dz^+a^vw.
Cette dernière formule montre que la forme déterminée dans L par les axiomes 1, 2, 3 dépend
explicitement de la forme bihermitienne de courbure, telle qu'elle apparaît dans (2.4).

PROPOSITION 2 . 1 . — La forme (2.6) de type kàhlérien induite dans le fibre L par les données
d'une métrique kàhlérienne dans M et d'une structure hermitienne ^ dans le fibre L ̂  M est
définie positive dans un voisinage de la section nulle de L. Elle est définie positive globalement
dans L, si et seulement si la forme de courbure (2.4) de la connexion associée à ^ est partout
non négative.

Démonstration. — La première partie de l'énoncé est évidente d'après la formule (2.6). Si
la forme de courbure est non négative au sens de (2.4), ceci entraîne immédiatement que la
forme (2.6) est définie positive partout dans L. Réciproquement, si la forme (2.4) est
négative à n'importe quel point xeM pour une valeur convenable de (Ç-) et (Z"), alors on
voit que, si on remplace le vecteur (Ç^) au besoin par un multiple scalaire à valeur absolue
assez élevée, la forme (2.6) devient indéfinie au point ayant (z®, ç-) pour coordonnées locales.

3. Fibres holomorphes associés à des fibres vectoriels

Nous allons maintenant généraliser la construction d'une forme de type kàhlérien à
certains fibres holomorphes sur une variété kàhlérienne donnée, où les fibres n'ont plus de
structure d'espace vectoriel.

Nous n'allons considérer qu'une classe très restreinte de fibres holomorphes,
principalement parce qu'une construction aussi générale que possible entraînerait des
complications que les applications envisagées ne justifient pas et deuxièmement parce que,
d'après P. Blanchard [2], il y a des conditions qui sont nécessaires de toute façon pour
l'existence d'une métrique kàhlérienne de quelque forme que ce soit dans tout fibre
holomorphe. Les fibres ne seront que des fibres holomorphes associés à un fibre holomorphe
vectoriel L -^ M, considérant ce dernier de groupe structural U (m) grâce à une structure
hermitienne donnée se. Les fibres seront des ouverts de la fibre abstraite C"1, invariants par
l'action du groupe U(w), donc effectivement définis par des intervalles dans la demi-droite
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274 E. CALABI

non négative R+, représentant des valeurs admissibles pour la fonction norme t : L -> M
déûnie par ^ (éventuellement la valeur t == oo aussi peut être admissible si l'on considère des
fibres d'espaces projectifs complexes). Si on garde sur de tels fibres la connexion de Cartan
induite par ^ sur L par restriction et si le fibre envisagé contient la section nulle de L, on n'a
aucune difficulté à adapter les axiomes 1, 2, 3 à la situation actuelle, en remplaçant la
métrique plane des fibres du premier axiome par une métrique quelconque, invariante par
l'action du groupe structural U (m); une telle métrique admet pour potentiel de Kàhler une
fonction, invariante elle aussi par U (m), donc représentable par la composée u o t, où u (x) est
une fonction différentiable d'une variable réelle définie dans un intervalle de nombres non
négatifs. La forme de type kàhlérien dans l'espace total E du fibre sera donc dérivée d'un
potentiel, comme en (2.5) :

(3.1) ^=^oK+uot,

où la fonction u (x) d'une variable non négative doit satisfaire aux conditions qui entraînent
que la forme hermitienne déduite de l? est définie positive dans E. La dérivation est analogue
à celle qui donne la forme hermitienne (2.6) dans le cas des fibres vectoriels

(3.2) ^^==(^+(^000^5^^)^^ +((u'oOa„+(M/'o^)a„a„^v)V^V^.

Si l'intervalle des valeurs de t définissant le fibre E -> M ne comprend pas la valeur î==0, on
prendra (3.1) comme potentiel d'une structure de type kàhlérien par définition, bien qu'il ne
soit pas aussi simple de justifier un tel choix par des axiomes le caractérisant uniquement.

PROPOSITION 3.1. — La forme (3.2) restreinte aux directions verticales, c'est-à-dire ne
tenant compte que des termes en V Ç\ est définie positive si et seulement si, dans le cas général,
pour toute valeur x^Q dans l'intervalle de définition de u(x), cette fonction satisfait aux
conditions

(3.3) M'(x)>0, uf(x)+xuff(x)>0.

On a une exception à l'énoncé dans le cas des fibres dont la fibre a une dimension complexe, la
condition uf(x)>0 cesse alors d'être nécessaire si la section nulle n'est pas comprise dans E.

Démonstration. — On vérifie la nécessité de la seconde inégalité (3.3) immédiatement pour
tout m^l en remplaçant chaque Vi^ par la valeur ^ elle-même et en tenant compte de
l'identité t=a^Ç^. La première inégalité (3.3) est nécessaire pour m ̂ 2, car on peut
donner à V Ç ^ une valeur telle que a^VÇ^==0. Pour m=l la première inégalité est
évidemment nécessaire partout sur la section nulle de L et, puisque xu'(x) est une fonction
strictement croissante en raison de la seconde inégalité (3.3) u' (x) doit être positive partout.
On rencontre donc la seule exception à la nécessité des deux inégalités dans le cas m =1.
Supposons que l'intervalle des valeurs admises de t soit ouvert à sa borne inférieure, que nous
noterons XQ (XQ^O), alors les conditions nécessaires qui remplacent (3.3) se réduisent à la
seule deuxième inégalité. Nous laissons au lecteur la démonstration de la suffisance des
inégalités, car elle est immédiate.
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MÉTRIQUES KÂHLÉRIENNES ET FIBRES HOLOMORPHES 275

On va vérifier maintenant qu'en supposant l'existence d'une certaine borne inférieure
uniforme pour la courbure de la connexion (condition vide, en particulier, si M est
compacte), il existe des fonctions u telles que la forme (3.2) soit définie positive partout dans
la variété L tout entière.

DÉFINITION. - On dit que la forme de courbure S^^S^dz^dz^ de la connexion de
Cartan d'un fibre holomorphe L -^ M muni d'une structure hermitienne a en un point donné
Poe M, admet un nombre réel c pour borne inférieure si, quelles que soient les m 4- n variables
complexes Z1, . . . , Z", Ç1, . . . , Ç", le tenseur de courbure (S\,p) satisfait à l'inégalité

^^^Z^^^^^^Z01^,

où les g^a sont les composantes de la métrique kàhlérienne donnée au point po- O11 dit que c
est une borne inférieure uniforme pour la courbure dans M, si quel que soit peM, la
constante c est une borne inférieure pour la courbure à p.

Nous n'aurons pas l'occasion d'utiliser ici la notion analogue de borne supérieure.

THÉORÈME 3.2. — Soit L -"> M un fibre vectoriel holomorphe sur M muni d'une structure
hermitienne se et soit M munie d'une métrique kàhlérienne Jf. Si la courbure de la connexion
de Cartan de se a une borne inférieure uniforme quelconque, alors il existe une métrique
kàhlérienne complète ^y dans la fibre C"1, invariante par l'action de U (m), telle que la forme de
type kàhlérien, déterminée sur L par la métrique kàhlérienne Jf de M, par la connexion de
Cartan associée à ̂  et par la métrique ^y est définie positive partout sur L. En plus, si la
structure kàhlérienne Jf de M est complète, il en est de même pour la structure kàhlérienne
ainsi définie dans L.

Démonstration. — Si la borne inférieure de la courbure est ^0, alors la métrique du fibre
linéaire, c'est-à-dire en prenant u(x)=x est elle-même définie positive partout (prop. 2.1)
dans L. Il n'y a aucune difficulté à vérifier que, la métrique donnée dans M étant complète, la
métique (2.6) l'est aussi.

Supposons donc que la courbure ait comme borne inférieure uniforme une constante —b
strictement négative (b>0). On peut choisir une fonction u(x) engendrant la forme (3.2) de
façon que cette dernière soit partout définie positive et définisse sur L une structure métrique
complète; par exemple on peut faire le choix suivant :

(3.4) u ( x ) = - l o g ( c + x ) - j l o g l o g ( c + x ) où c=eb.

Pour montrer que la métrique définie par la forme hermitienne (3.2) avec u (x) explicitée en
(3.4) restreinte à chaque fibre est définie positive, il suffit d'après la proposition 3.1, de
vérifier les inégalités (3.3). On a en effet, pour tout x ̂  0,

ut{x)=i 3(cTx)(,fc "" log(c+x)J^ 3b(c+x)f
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xu^x^u'^-^xr2^-, c ,+ . x .}3 \ b log(c+x) (log(c+x))2/

c _____x____
= 3b{c+x)2 + 3(c+x)2(log(c+x))2 '

On voit ensuite que chaque fibre, munie de la métrique kàhlérienne S8 (u o t), est complète,
po)

car l'intégrale (xu" (x) + M' {x))112 dx est divergente.
Jo

Nous montrons maintenant que la forme hermitienne totale (3.2) est définie positive
partout dans L en démontrant que sa partie « horizontale » majore partout la forme
(1/3) g^dz^ dz^. D'après la définition de la borne inférieure de la courbure, on voit en effet que

teap + ̂  o t) a^ S\,p CT rfz01 dz^ ̂  (1 - bt o (M' o t)) g^ riz» dz^

et, d'après (3.4), pour tout x ̂ 0,

2x ____foc______l 1 / fcx \ J_
X M W ~ ~ 3(c+x) + 3(c+x) log(c+x) ~~3 + 3(c+x)^ c + iog(cT^ ^ == 3 '

Cette dernière inégalité démontre donc que la métrique kàhlérienne ainsi définie dans L
majore la forme hermitienne suivante dans L, compatible avec la structure de fibre au sens
réel, c'est-à-dire dans le sens qui a été précisé dans l'introduction,

^^(z.^rfz^zP+^'oOa^+^oOa^a^^V^V^.

Il est évident que cette dernière structure hermitienne dans L est complète si et seulement si sa
restriction à chaque fibre ainsi qu'à la section nulle sont complètes elle-mêmes; le théorème
est donc démontré.

COROLLAIRE. — I I existe une métrique kàhlérienne complète dans le complémentaire d'un seul
point dans l'espace projectif complexe ?"{€).

Démonstration. — Le complément d'un point po dans P^C) est l'espace total d'un fibre
linéaire holomorphe ayant P""1^) comme base. Le théorème que nous venons de
démontrer assure l'existence d'une métrique kàhlérienne complète dans la variété
P"(C)\{po}.

Ce dernier résultat nous mène à proposer la conjecture que toute variété complexe ouverte
admettant une métrique kàhlérienne en admet une complète.

4. Variétés (TEinstein-Kàhler

On va appliquer ici des idées que nous avons développées dans la section précédente : en
partant d'une variété donnée et munie d'une métrique d'Einstein-Kàhler, c'est-à-dire avec
courbure de Ricci constante, nous allons en construire d'autres, qui seront des fibres
holomorphes associés à des fibres en droites, de groupe structural U(l).
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MÉTRIQUES KÂHLÉRIENNES ET FIBRES HOLOMORPHES 277

Soit M une variété complexe munie d'une métrique kàhlérienne, satisfaisant à l'équation
d'Einstein :

Rap = 4 9^ RO^ ^p = - ————i ̂ ê det toyô)»ôz ôz"

où ko est une constante quelconque. Cette équation est équivalente à la relation locale

(4.1) det^^holl2^,

où 0 représente un potentiel de Kàhler et | hol |2 la valeur absolue carrée d'une fonction
holomorphe non spécifiée, mais qui peut se réduire à l'unité, soit (si ko ̂ 0) en modifiant le
choix de potentiel <I>, soit (si feo=0) P^ une restriction dans le choix de coordonnées
holomorphes locales à celles pour lesquelles la densité de l'élément de volume det (^p) devient
identiquement égale à 1 (l'annulation du tenseur de Ricci est précisément la condition
d'existence de tels systèmes de coordonnées).

On va construire des métriques d'Einstein-Kàhler de courbure de Ricci égale à une
constante k, a priori arbitraire, qui est compatible avec une structure de fibre vectoriel
holomorphe L ̂  M, où M est une variété d'Einstein-Kàhler à courbure de Ricci égale à ko.
Nous nous limiterons ici au cas de fibres linéaires, c'est-à-dire avec fibre de dimension
complexe égale à 1. Le cas des fibres où la dimension des fibres est plus grande ne présente que
des complications typographiques, qu'on laissera résoudre au lecteur. Pour fixer les idées,
soit dimcL=n(n^2) et par conséquent dimcM=n-l. Une restriction bien plus sérieuse
vient de ce qu'on va supposer L muni d'une structure hermitienne se à courbure égale à une
constante l. Pour préciser les notations, la forme hermitienne (2.3) se réduit à

(4.2) t=a(z.z)^=a\^\2

et la forme de courbure explicitée dans (2.4) devient

a.S.plÇl^Z^rS.pZ01^
avec

^log^z.z))
^P" Sz^ôP '

L'hypothèse de courbure constante et égale à (, S^p=^p, équivaut à la condition

a{z,z)=\ho\\2el<s>,

0 étant un potentiel local de la métrique kàhlérienne donnée dans M. Par des choix
convenables de coordonnées holomorphes (3 dans la fibre on réduit la dernière condition à

a(z, z)=^.

L'existence de tels fibres linéaires holomorphes est garantie par le théorème de Hodge-
Kodaira, selon lequel une condition nécessaire et suffisante est que la classe de cohomologie
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de De Rham de la (1, l)-forme ( F soit une classe entière, où F = — (2 K ^ /—l) ~1 g^ riz" A dz^.
Or on sait déjà que feo F est une classe entière, puisqu'elle représente la courbure du fibre
linéaire canonique, la structure étant d'Einstein-Kàhler; donc l'hypothèse de courbure
constante de se entraîne qu'il faut que la métrique de M soit, à un facteur constant près, une
métrique de Hodge (condition qui est satisfaite automatiquement si ko + 0); si la classe de De
Rham de F n'est pas nulle, les valeurs admissibles de l seront limités aux éléments d'un sous-
groupe discret de R; si au contraire la classe de F est nulle (par exemple, si M est une variété
de Stein) alors ( peut prendre une valeur réelle arbitraire.

PROPOSITION 4 . 1 . — Soit M une variété complexe de dimension n — 1, munie d'une métrique
de Hodge avec courbure de Ricci constante et égale à ko. On se donne un fibre linéaire
holomorphe L -"> M avec une structure hermitienne ^ dont la courbure, en relation avec la
métrique de M, a une valeur constante et égale à l. Pour toute constante XQ>Q soit H^
Phypersurface réelle [qeL\ t (^)=Xo}<=L et considérons une fonction u(x) définie dans un
intervalle ouvert 1 autour de XQ. Alors la forme de type kàhlérien SS^f déterminée par u(x)
d'après (3.2) dans le voisinage t~1 (Ï)^L de H^ est définie positive, si et seulement si u(x)
satisfait aux conditions
(4.3) 1 + Ixu' (x) > 0, u' (x) + xu" (x) > 0.

Si cette condition est satisfaite dans 1 et si l ^=0, alors la métrique kàhlérienne 88^i1 définie dans
t~1 (I) est à courbure de Ricci égale à une constante donnée k, si et seulement si u (x) satisfait à
r équation différentielle

(4.4) (l+lxuf(x))n~l(xu/f(x)+uf(x))=cxrl(ko~k~l)e~ku(x} (1^0),

où c est une constante positive quelconque; si J==0, on a forcément k=ko et (4.4) est
remplacée par

(u(x)^2k~1 logO-hcâkxQ+Ci logx+C2 (î=0, fco=fc^0).
( ") [ MO^câ^+Cilogx+c^ (fe=feo==;=0),

y

où c, CQ, Ci, C2 sont des constantes réelles arbitraires, et Co^=0.

Démonstration. — La forme de type kàhlérien dans le voisinage de l'hypersurface H^ est
donnée par (3.2); avec les hypothèses présentes (fibre de dimension 1 et courbure du fibre
linéaire de valeur égale à l) elle se réduit à
(4.5) S8XV=(l+lxuf(x))g^dz(tdy+Coe?(xutf(x)+uf(x))\V^\2,

où x représente les valeurs près de XQ de la forme hermitienne t dans le fibre L. La densité de
l'élément de volume correspondant à cette forme par rapport aux coordonnées holomorphes
(z1, .... Z""1; Q, tenant compte de la condition réduite d'Einstein dans M, devient donc

^ == co (1 + Ixu' (x))" ~1 e~^ ̂  (xu" (x) + u' (x)).

Ceci permet de vérifier que les conditions (4.3) et Co > 0 sont nécessaires et suffisantes afin que
la forme (4.5) soit définie positive. La condition (4.1), c'est-à-dire que la métrique qu'on
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