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NOMBRE DE POINTS ENTIERS
DANS UNE FAMILLE HOMOTHETIQUE DE DOMAINES DE R

PAR Y. COLIN pE VERDIERE

Soit D un domaine compact & bord C* de R*; R, = a+ Z" un réseau d’origine a € R".
On cherche a estimer la différence :

R(A) =N(@A)—vol(D).A* ou N(A)=Card{ADNR,}.

Les motivations principales pour ce probléme sont les suivantes :

(a) le cas ou D est le disque { x*+y* < 1 } de R? a été beaucoup étudié a cause de son
importance en arithmétique : nombre de décompositions d’un entier en somme de deux
carrés. Plus généralement le cas ou D est un ellipsoide de R" a été étudi€ en relation avec
des propriétés des formes quadratiques. Les résultats que nous allons décrire sont moins
bons que ceux que ’on connait dans ces cas particuliers;

(b) le cas ou D est défini par une équation D = {f < 1} ol f: R™\\0— R est une
fonction C® homogéne de degré p > 0 nous a motivé au départ, car on peut alors inter-
préter N (A) comme la fonction spectrale [H] de I’opérateur elliptique auto-adjoint P
sur le tore R"/(2 m Z)" défini par sa décomposition spectrale

P(exp(i<v, x)) = f(v).exp(iGvix))  (veZ").

P est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre p et de symbole principal f(€). Les opéra-
teurs de ce type servent de modéle pour 1’étude d’autres opérateurs elliptiques en utilisant
les opérateurs intégraux de Fourier : par exemple, le laplacien d’une variété riemannienne
dont le flot géodésique est complétement intégrable [CV 1]. Plus précisément, nous savons
prouver que si g est une métrique riemannienne de révolution sur S? n’ayant qu’un seul
équateur, il existe une fonction f : R*\0 — R, C* homogéne de degré 2 et une bijection

J:N—Z avec
' 1
R = + -,
{(r=27)

telle que les valeurs propres A, du laplacien associé¢ a g vérifient :

A= f(j(n)+0() (voir [CV 2]);

(p, 9)eZ?, lqlép}
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560 Y. COLIN DE VERDIERE

(¢) on peut étudier de la méme fagon le probléme suivant qui est une sorte de généra-
lisation de la classique « méthode des trapézes » & n dimensions, soient

veiD

feC*(D;C) et N,M= Y f<;-:> (veZn).
Il s’agit d’estimer

R, (V) =N,(x)—(Lf>.x".

Les résultats que je décris maintenant sont le prolongement de résultats de Van der
Corput [L] (n = 2 et la courbure du bord ne s’annule pas) et de B. Randol (n = 2 et
aussi le cas n quelconque et D strictement convexe) ([R 1], [R 2], [R 3] et [R4]).
La méthode utilisée ici est trés différente : au lieu d’utiliser pour majorer les intégrales
oscillantes des méthodes basées sur la monotonie ou la convexité ([R 3] et [R 4]), nous
utilisons la classification d’Arnold des singularités des fonctions numériques et de leurs
déploiements (voir, par exemple [A 1], [A 2], [A 3] et [D]).

Nous savons démontrer les deux théorémes qui suivent :
THEOREME 1. — Supposons n = 2 et soit k I’ordre maximal d’annulation de la courbure
sur le bord A de D (k = 0 si la courbure ne s’annule pas; k =1 s’il n”’y a que des points

d’inflexion ordinaires,...). Alors si k =0 ou 1 (c’est la situation « générique »), on a
RMN)=0QA??). Sik=1,o0na

R(V) = O (A IH/Gk+2),

De plus, si k = 2, et que la direction normale en au moins un point ot la courbure s’annule
a lordre k est rationnelle, la majoration précédente est en général la meilleure possible
(ce résultat est prouvé dans [R 1] pour le cas o D = {x*+y** < 1}).

Par contre, si les directions normales au point ou la courbure s’annule @ un ordre = 2,
sont suffisamment irrationnelles, on a R (\) = O (A*3) (3.A). Plus précisément, si D,
est le domaine D tourné d’un angle © et Ry (M) est le reste correspondant, on a

IReMW)| <0 @AY on @(0)eL?(SYH,
en particulier, pour presque toutes les valeurs de 9, on a
]Ro (7»)| = O (\*3).

(B. Randol m’a informé qu’une de ses éléves M. Tarnopolska-Weiss a obtenu récemment
des résultats voisins [W].)

THEOREME 2. — Supposons n £ 7 et soit X une variété compacte orientable C* de
dimension n—1, il existe un ouvert dense Q de I’ensemble des plongements de' X dans R"
muni de la topologie C* tel que si jeQ et si D est le domaine de R" de bord j (X), on a
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NOMBRE DE POINTS ENTIERS 561

R(\) = O (\W"2*2m* Yy ce résultat « générique» est le méme que celui qu’on obtient
lorsqu’on fait I’hypothése que la courbure de Gauss du bord A de D ne s’annule pas.

(Ce résultat est alors le meilleur possible en général pour n =2, ¢f. [L], p. 303.)

1. La méthode de la formule de Poisson (Van der Corput, Randol)

Soient y la fonction caractéristique de D et y, = % (./A) celle de A D, on a

NQ)=N@G; D)= Y 7. (v+a)

veZn

On voudrait appliquer la formule de sommation de Poisson, mais auparavant on doit
régulariser i ; pour cela, on choisit une fonction p € C{ (R”", [0, 1]) & support dans la boule
de rayon 1 et d’intégrale 1. On pose

pe=1,'p<i) et N,(A; D)= Y (tadkp)(v+a)=vol(D)A"+R,(A; D).
€ €

veZr

Soit, pour p = 0, D, = B(D, p) et pour p <0, D, = R"™\B (R™\\D, —p) ot B(A, @)
est la boule euclidienne de centre A et de rayon a. Pour p assez petit, le bord A, de D
est une variété C*® paralléle au bord A = A, de D. On a les encadrements

Ns (;“3 D—s/l) =—<.. N()"’ D) é Ne (7\': De/k)'
On pose alors € = A™* avec a = (n—1)/(n+1), en utilisant 1’estimation

vol(D,) = vol(D)+ O (p"™ "),
on voit que
IR | S sup[|R.(A; D_.p) ], |Re(A, D) | J+O 722/ F DY),

On est donc ramené au probléme d’obtenir des majorations uniformes pour R, (A, D))
avec € = A" % et | p | < C. Remplagant D, par D et appliquant la formule de Poisson,

il vient : N,(\; D) = Z }J‘)E(21t)»v)'[5(21t8v)e—2"i<""'>-
veZn

Et donc :

(1.1) R.(M; D)= Y A"x(2mhv)p(2mev)e MV,

veZ™\ 0

On est donc ramené au probléme d’étudier la transformée de Fourier % (t x)
(re R}, x e S" ') dela fonction caractéristique du domaine D (ou D,). Utilisant la formule
de Stokes. il vient : .
x(tx) = lj e "=dx Jda,A... A Nda,.

tJa

Cette intégrale est une intégrale oscillante de la forme
L(x) =J e g (x, ) da,
A
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562 Y. COLIN DE VERDIERE

ol @, ae C* (S*" 1 x A). On sait que, dans la théorie des intégrales oscillantes la phase ¢
joue le role essentiel. Faisons quelques remarques 4 son sujet : (@) @ est non dégénérée
au sens de [H2] et [D] et C, = {(x, ®) | xest normalen 3 A };si N : A—S""! est
Iapplication de Gauss (normale extérieure), C, = { (+ N (a), o) e €A } et donc les
singularités de la projection m : C,— S"~! sont les singularités de 1’application N de
Gauss, ainsi qu’on le voit sur le diagramme commutatif suivant o F* = + NxId :

Ft
A——

N

Sn—l

" En particulier si la courbure de Gauss ne s’annule pas, 7 est de rang maximal et on
obtient par la méthode de la phase stationnaire

A (tx) =0 (""" V2,

(6) Le bord A, de D, est défini par A, = {a+p N (o) [a € A }, on voit alors faci-
lement que.la variété lagrangienne A, associée a @, est égale & A, :

A0={(‘|_'N(d), <d, ->TTiN(u)S”—1) l CZEA}.

On en déduit ([H 2], pp. 138-142) que ¢, et ¢ (x, ®) = { x, o ) sont des fonctions phases
équivalentes et donc que 1’on peut écrire :

X (TX) = I:J‘ e TRy (x, a p)da:le‘i"’ ol aeC”(S" 'xAx]-C, +C[);
A

on n’aura donc pas de difficultés pour majorer ¥, si on sait majorer X, : il suffira d’avoir
des estimations uniformes dans les intégrales oscillantes quand I’amplitude varie de.
fagon C*.

2. Majorations d’intégrales oscillantes

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats d’Arnold ([A 1], [A 2], [A 3]) et de
Duistermaat . [D] pour obtenir des majorations d’intégrales oscillantes associées a des
déploiements de singularités simples ou paraboliques (A,;; (= 1), D,yq (n 2 3),
Eq, E;, Eg, Pg, X, J;o avec les notations de [A 3]).

Rappelons ([D], p. 254) que si f(a) est un germe de singularité isolée en O et
fi(@ (j =1, ..., n) une base d’un supplémentaire de I’idéal jacobien J, de f dans I’idéal
maximal . (0), un déploiement universel de f est donné par

0(x,9) = 1@+ 3 %1,
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NOMBRE DE POINTS ENTIERS 563

n s’appelle la codimension de la singularité, p = n+1 est le nombre de Milnor. On peut
choisir f polynéme en o et f; mondmes en «. Soit

L(x)= J ™Y (x, a)da ou aeCPR"xRY;
Rk

on rappelle qu’on montre, en utilisant le théoréme de préparation de Malgrange, que

n

I'r (x) = jz aj (x’ T) I‘t, J (X),

=0
ol les a; sont des symboles classiques de degré 0 en t et I ; (x) = | €2 f; (o) da

(avec f, = 1). Ces intégrales sont bien définies au sens des intégrales oscillantes [D],
ou bien par passage dans le complexe ([M], p. 247). Pour majorer I, (x), il suffit donc de
majorer ces derniéres intégrales. Pour cela, on utilise dans le cas ou f(a) est simple ou
parabolique les propriétés de quasi-homogénéité étudiées par exemple par Saito [S] :
il existe des nombres r;, 0 < r; <1, tels que f(0™ ay, ..., 0™ o) =0 (otg, ..., O)
et comme les f; sont des mondémes en a : f; (0™ ay, ..., 0™ o) = 0% f; (g, ..., o).
On a les inégalités 0 <5, <5, < ...<s5, < L sif(a)estsimple; 0 <s5; <5, £ ... S5, <8, =1
si f(a) est parabolique [la déformation f(o)+x,f, (o) correspond & la déformation a
p = Cte de la singularité parabolique qui est unimodulaire]. Nous aurons besoin des deux
théorémes suivants :

THEOREME 3. — Supposons que ¢ (x, a) € C* (R"x R¥) n’admette comme fonction de o
que des singularités simples ou paraboliques et soit 1_(x) une intégrale oscillante associée

a alors : _ -
@ ILx)|sCt¥. % |det (@2 , 0 (x, o) | V2.
(x, a) e CoNsupp (a)
Remarque 2.1. — Cette majoration a déja été établie par Randol pour les fonctions

phases associées & un domaine analytique réel de dimension 2 ou convexe de dimension
quelconque ([R 3], [R 4]) par des méthodes trés différentes. Il serait intéressant de géné-
raliser la classe de fonctions & laquelle elle s’applique. Cette majoration est optimale
en un certain sens en dehors de la caustique, comme on le voit en utilisant la méthode
de la phase stationnaire pour des points critiques non dégénérés.

Pour énoncer l’autre théoréme, faisons quelques rappels sur les déploiements
universels : si @ (x, a) est le déploiement universel d’une singularité simple ou para-
bolique, on note W, la sous-variété de R" formée des x tels que ¢ (x, .) admette
une singularité de codimension r; W, est de codimension r, sauf si f («) est para-
bolique et r = n, auquel cas W, est de dimension 1, ce qui correspond encore
une fois 4 la déformation & p = Cte de la singularité parabolique. Rappelons
d’autre part qu’une singularité o’ est dite subordonnée & o si ¢’ apparait dans
tout voisinage de x = 0 dans le déploiement universel de ¢ [D]. On appelle indice
de singularité € (o) de o la borne inférieure de € tels que

Jeitf ®g(@)da=0(("¥2*%) pour tout aeCZ (R");

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 73
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on a ici :
k
@ =X -Yr.
2 1

Pour o singularité simple ou parabolique, on pose B; = 1/(1—s;) (j # n si o parabolique).
On a le tableau suivant [D] :

c Aniy Dy+y Es E; Eg Pg Xy Jj
Moeeeinenannn. n n 5 6 7 7 8 9
c 1 _ 1 1__ 1 5 4 7 1 1 1

""""""" 2 n+2 2 2n 12 9 15 2 2 2

2
=Y Sjnnen. n(pt3) w4l S 2649 5 Ty,
2(n+2) 2n 2 9 15 2
SUPB...nnn... '%2 6 9 15 3 4 6
. n+2 n 4 9 5 3 4 6
infB. e nt S T
n+1 n—1 3 7 4 2 3 5
THEOREME 4. — Soit I (x) = j ™% q(x, a) du ou ¢ est le déploiement universel

d’une singularité simple ou parabolique o. Alors si le support de a est suffisamment proche
de 0 en x, I, (x) admet la majoration suivante :

|L(X)| £ 0,(x)T727% ),
ou
g,(0)= Max{&(c') | ¢’ de codimension p subordonnée 2 ¢}
et
0p(x) = Cd(x, W,pu ) *1 .. d(x, W),

d est une distance riemannienne arbitraire, les 2 vérifient :
=P P
Vp= Wit .. +1E = sup(B)) (e (0) — £, (0))
et peuvent se calculer par récurrence sur la codimension des singularités subordonnées a .

En particulier (sauf pour p =0, 6 =E; ou Xg et p =0 o0u 1, 6 = Eg ou Jy,), on a

J A lo,(x)|dx =0(M") et  @o(x)eLi (R,
{d (x, Wp)<n}o N supp (a)

ou les o, () sont donnés par la formule
a,(0) = inf[ &, (o), inf{a,(c") | ¢’ de codimension n—1 subordonnée & ¢} ]
et

o, (6) = (inf B;) (n— . 5;)—V,;

4¢ SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 4



NOMBRE DE POINTS ENTIERS 565

si ¢ de codimension p, o, = p. On a donc le tableau suivant des o,

c o, c o,

5 -

Apitennnnnn nmtd)  mt2o ~ 3 L se,
4(n+1) 2 2
| D o +ng, | 3(1+¢p)
n—1

5 8

Eg........0. c +6¢, D, GO 3 +4¢g,
2 9
E;eoooo. . —?+9ep Jioge e eeeeenn. §+6£"
Remarque 2.2. — Le théoréme 4 s’applique pour les singularités paraboliques aux

déploiements transverses & W, de la forme
n—1
(p(x, (X) = f(a)+;“(x1’ R xn—-l)fn(a)'l- '21 xjfj(u')
j=

(méme démonstration et utiliser le fait que

n—1 n
s,=1 et n—1-=) s;=n=Ys;
1 1

considérer A comme un paramétre indépendant par rapport auquel on fait les majorations
uniformément).

Remarque 2.3. — Les majorations sont uniformes par rapport a des paramétres dont
peut dépendre a (x, o) : cela résulte de la linéarité de I_ (x) en a et du théoréme du graphe
fermé.

Remarque 2.4. — Dans le cas p = n, on obtient | I (x) | = O (x™¥?**); majoration
qui s’étend immédiatement aux déploiements non universels ([D] p. 266).

Preuve des théorémes 3 et 4. — 1t étape : On introduit la sphére (resp. le cylindre)
n n—1

% d’équation Y. xP =1 (resp. Y xbi= I) associée 4 la singularité simple (resp.
ji=1 Jj=1

parabolique). Soit X le point de = associé & x (x ¢ W,) de coordonnées : X; = x; p~ '/
avec p =y x?f. Alors en utilisant la quasi-homogénéité, on obtient, par exemple, pour
lintégrale I, , = J en faisant le changement de variables o; = p™ a; :

(%) T =p"0,(X)  (x¢W,).

On utilise alors le fait que pour X € X, il n’apparait dans ¢ que des singularités subordonnées
4 T de codimension strictement plus petite et de type simple [S] pour lesquelles on peut
supposer par hypothése de récurrence que les théorémes sont déja prouvés.
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566 Y. COLIN DE VERDIERE

2¢ étape : preuve du théoréme 3. — 1l suffit de prouver ce théoréme pour un déploiement
universel. Pour x e W,,, il n’y a rien & prouver; pour x ¢ W,, on utilise la relation (J)
et I’hypothése de récurrence donne

|[L&)| S C.(ep)™2.p%1. Y |detd? (X, o)| 2

X,2)eCqp

Or, I’application F : (x, &) > (p!/? x;, p" o) qui laisse ¢ invariante a un facteur prés,
laisse C, invariant; donc

|[Lx)|sCa™.p™. ¥ |detd? ,o(F(x, 0)| M2

(x,0)eCq

Pour montrer que
p".|detd; @ (F(x, 0))|™"* = [det(d;, , 0 (x, 0))| 772,

on utilise le développement asymptotique de I, (x) par la méthode de la phase stationnaire
qu’on peut obtenir soit directement, soit en utilisant (y) : par identification, on obtient
I’égalité précédente.

3e érape : Majorations métriques associées a la quasi-homogénéité.

LemMME 2.5. — Soit \X’k =W, NnZ, on a au voisinage de x = 0 les inégalités
Cpl/mf @ g(X, W) <d(x, W) < C p***®) g(X, W,) et p=Cd(x, W,)"5.

Preuve. — Comme W, est transverse a X, on a d’abord :

d(X, W) S d(X, W) < Cd(X, Wy).

On utilise ensuite le difféomorphisme G : R™\\W, — R™\\W, défini par G (x;) = (x;p~ ")
(p fixe) qui multiplie les distances par un facteur compris entre inf (p~'/%) et sup (p~ /%))
La seconde inégalité est évidente.

LEMME 2.6. — Soit H :Ex 10, 1[ — R® défini par

H: X .0 XX pt ™, oL, X, p2i7o).
Si J (X, p) est le jacobien de H, on a
JX, )= 0" HY),

Dans le cone || X || £ C|X;|, on peut prendre (X,, ..., X;, ..., X,) comme coor-

données locales sur X; si X; = F (X, ..., X;, ..., X,), H est donné en coordonnées
locales par

Kpy o0 Xiy e Xy P) = Xy p' ™, L, FXy, o, X)p 7, L, X, pt 7).

4° SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 4
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donc :
1 0 0 (l—sl)Xl
0 1 0 (1—SZ)X2

J(X, p)=p" 1 %% OF OF OF (1—s)F
X, X, X,

0 0 1 (1-s)X,
On en tire la majoration voulue.

4¢ étape : preuve du théoréme 4.

(a) Pour xe W,, il y a seulement & prouver (par exemple dans le cas parabolique
que

J.(0, x,) = J‘eir(f @ +xnfn () goy — O(T—k/2+=(°))
T n *

En utilisant la relation (J¢), on obtient :
JT(()’ xn) = T“E’i 'Jl (09 xn);

comme —)Y. r; = —k/2+¢ (o), il suffit de prouver que J; (0, x,) est localement unifor-
mément majorée comme fonction de x,, ce qui est évident, quelle que soit la définition
de cette intégrale oscillante.

(b) Pour x¢ W,, on obtient en utilisant 1’hypothése de récurrence
3.0 S p™ 7., (X). T H2
ou
Gp(X) = C.d(X, Wy ) THt L d (X, W,_y) M,

On utilise alors le lemme 2.5 et on obtient :

0,(x) = Cd(x, W,y ) "+ d(x, W, ) -t d(x, W)™
avec
Mo =sup(B)(e—g)—(Mps1+ ... +Ha-y).

Ce qui est la relation de récurrence annoncée.

Pour majorerJ @, (x) d x, on utilise les coordonnées polaires quasi homogénes,
d(x,Wp)=n

(p, X)e 10, 1[ xZ, le lemme 2.5 et le lemme 2.6, on obtient ainsi :

1
J ¢, (x)dx < C.J pr TR (it W‘(J ¢,(X) dx> dr.
d(x, Wp)sn 0 d(X, Wp)sny :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Avec
Ny =inf(C/, np~ V1P,

On utilise alors l’hypothése de récurrence

J - 9,(X)dX =0(ny)
d(X, Wp)sny
et le :

LEMME 2.7 : Y&

1
f inf(C’, nt™*).*dt = O (sup(n, n®*+ V).

0

Il reste ensuite & vérifier qu’on obtient la formule annoncée dans le théoréme 4 et a faire
les calculs numériques pour obtenir le tableau.

PROPOSITION 2.8. — Dans le cas ot 6 = E,, on peut prendre
9o (x) = C.d(x, W)™ ... d(x, Ws) ™ .p7"/°

avec p+... +pQ = vy (Bg) = 5/2 et on a ¢, (x) e L, (R®).
On utilise exactement la méme technique, mais on évite pourtant de remplacer p en
fonction de d (x, Wy).

Avec cette modification, le théoréme 4 s’applique aux fonctions phases génériques
¢ (x, x) e C*(R"x R¥) avec n < 6 (¢f. [A3]).

3. Preuve du théoréme 1

A. MAJORATION DU RESTE.

PROPOSITION 3.1. — Soit Wy = {x = + N(a) | K () = 0} et soit k ordre maximal
des zéros de K (o)) sur A = b D. Alors on a les deux majorations suivantes :

(@) % (tx) = O (v~ 1**2) yniformément en x;

®) |x (x| < Ct™>2.[d(x, W,)] ¥2¢+D [R 3]

Preuve. — La majoration (a) est une conséquence du théoréme 4 : si K (o) s’annule
a lordre I, ¢ (x, o) est localement un déploiement de A;.;, et donc localement
Y (tx) = Ot~ 171"2) (faire p = I dans le théoréme 4).

La majoration (b) déja prouvée dans [R 3] peut également se démontrer en utilisant
le théoréme 3 qui donne

liEx|=Ca. Y K|V
N(@@)=*x

il est en effet facile de voir que si N (o) = + x, d:,u(p(x, a) = + K (o). II reste a
minorer K (&) en fonction de la distance de x a W,, ce qui se fait aisément a I’aide de
développements limités au voisinage des points ou la courbure K s’annule.
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Pour obtenir des majorations de R (A), on est amené dans le théoréme 1 & faire ’une
des deux hypothéses suivantes (non exclusives) :

(H1) la courbure s’annule & ’ordre k au plus;

(H2) soit m la pente de la tangente en un point ou la courbure s’annule et
n =inf(|m|, 1/|m|). Alors m¢ Q et satisfait des inégalités du type

P (O]
1t—~‘§—2?l,

q| 4

dJo>0, Vp,qeZ,

ou M > 0 sera choisi en fonction de I’ordre maximal k d’annulation de la courbure.
Soient 5 > 0 donné et A = { Xe R*\ {0} |d(X;RW,) £b},B =R\ {{0}u A}.

Pour majorer R, (\) donné par la formule 1.1, on sépare la somme Y en) +).
veZ2\ {0} veA veB-

3.2. Majoration de Y, . — On utilise sous I’hypothése (H 1) la majoration (b)
velB R
précédente : ‘
v —k/2 (k+1)
| Zlse ZRal ™ a e w) e
veA veA HV”

Sid(v,X)Zb/2, on a

on en déduit que

v —k/2 (k+1)
1|v|1-3/2.d< ,w1> RETECIMI

vl

X —k/2(k+1)
gc.f || -3/2.d<,_,w1> L+A2 | X )~ .
BLv, (5/2)] IR

Si b est assez petit, pour v # V', B (v, 5/2) n B (v, b/2) = @, on peut donc majorer ).
veB
par une intégrale

1/2 11=3/2 r X “k2 (D -1/3 -1
DAELR) |xi7*2.d( - =, W, A+ XD ax.
veB (41X 112b/2} | X

On passe en coordonnées polaires (p, x) et en séparant les variables, on a

+ o0
PR cx”z.q pT (LT p)‘ldp)q d(x, W)™ <"“>dx).
b/2 st

veB

L’intégrale sur S* converge car k/2 (k+1) < 1. Pour majorer I'intégrale en p, on utilise le :

LEMME 3.3 :
+ o
J A+ P Ndt =0y (a>—1,Bp>0, N>a+1).
C
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On obtient ainsi | ), | = O (A\*3). Cette majoration est uniforme si on prend D = D,
veB
(B petit) une famille de domaines a frontiéres paralléles.

3.4. Majoration de Y. . — Si on fait seulement I’hypothése (H 1), on utilise la majo-
vVEA
ration (@) et [p| <1, on a

l Z |§ C‘)\‘l—llk+2‘ Z ”‘vl|—1—1/k+2‘
veA veA

Cette derniére série converge, car Card {veA|||v|[Sp} =0(). On en déduit

| ZA | = O (A ~'**2) avec uniformité si D = D,

Donc, utilisant le calcul du paragraphe 1, on obtient sous I’hypothése (H 1) seule :
R(\) = O (\I-1/k+2),

3.5. Si on fait les hypothéses (H 1) et (H 2), on a RW; n Z? = @, on peut donc utiliser
seulement la majoration (b). De I’hypothése (H 2) on tire facilement :

d( v ,wl)zcm/nvn”":
vl
on a alors :
| X [ cat2 % (vl v e “F D a a2 v p
veA veA

On peut comme dans (3.2) remplacer cette somme par une intégrale sur

{X | d(X, RW,) <2b}
et on a

+
| Z | é C}‘llztm-—k/Z(k+1)-J‘ t[(2+n)k/2(k+1)]_[3/2].(1+7\.—1/3 t)-—l dt.
veA 1

Pour obtenir O (A*/3), il suffit d’aprés le lemme 3.3 de prendre 1 = 2/k. On obtient alors
(uniformément pour Dg) : R(A) £ C.o ¥2*+D 223 Soit maintenant pour x e S,

)

et ®(x) la plus grande constante telle que Vp, ge Z?, |n(x)—p/q| = o (x)/q

Xy| | X2

)

n(x) = inf<

x| %4
2+2/k.
[@ (x) = 0 si m(x) est rationnel].

PROPOSITION 3.6. —  (x) est > O pour presque tout x de S'. Plus précisément :

LEL"(SI), Vp<l.
o(x)

En effet, dire que o (x) < A équivaut a dire qu’il existe (p, q) € Z? tels que

< Mg 2

n(x)—l—’
q
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Ap,q={x

H(A, ) S CAjg*+2k

Soit

n(x)— 2
q

on voit facilement que

et donc
u{a)(x) < )\.} =0(\).
On a

n—

J |ox)|7?.dx < +Zc:on".pL(1 <o) = L)
st n=1 n 1

Utilisant la transformation d’Abel, on voit que cette série converge pour p < 1.

Soit maintenant R, (A) le reste pour le domaine D tourné d’un angle 0 et
W, ={(xy, ..., xx)eS"}, alors W, (0) = {06+x;, ...,0+xy} et on peut prendre
o (0) = inf (@ 0 +x,), ..., ®(0+xy)). On en déduit facilement que 1/o (0) e L?,Vp < 1
et donc |[Ry (M) | < ¢ 0) A*? ou ¢ () e L2**(SY), V& < 2/k.

B. MINORATION DU RESTE. — On adapte simplement 1’idée de [R 1].
LEMME 3.7 :
f ™" a(@)da = Aa(O)t 4L (1+O (Y
R

avec A, constante universelle non nulle (a € C7 (R)).

Faisons par exemple, pour simplifier I’hypothése que la courbure s’annule & I’ordre
maximal k en un seul point o, et que N (o) a une pente rationnelle. Soit vy = (po, o)
tels que vy € R.N (0) et (po, go) premiers entre eux. On peut choisir b tel que

(d(X, R.N(ap)) £ bet XeZ?) implique X = rv, avec reZ.

Utilisant les calculs précédents, on obtient :

Re(;\‘, DB) = 7\.1_1/k+2.Re|:A. f e—2m'[).r (vo,f(uo))+r(vc,f(uo))]r—l-llk+2. B(ZR?\.rvo)]
r=1
+O()\41—1/k+1),

ou A # 0 et indépendant de a. Utilisant la majoration

n X||
p(X) = 1+o(l—_).
1+ X]|

On obtient :
R, (A, DB) — L 1/k+2 .F(?\,)+O(7\,1_4/3 (k+2))

ou F () est une fonction périodique en A de période { vqy, f(0g) > et non nulle (sa série
de Fourier n’est pas nulle). A partir des considérations du paragraphe 1, on.a :
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