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INTRODUCTION

Ce travail est consacré aux applications de la théorie des variétés de Prym à la géométrie
des variétés de dimension 3, et plus généralement de certaines variétés de dimension impaire.
Le point de départ de ces applications est le fait que des variétés de Prym apparaissent
comme jacobiennes intermédiaires de certaines variétés très simples, telles que l'hypersurface
cubique dans P4 ou l'intersection de trois quadriques dans P2". Ces exemples rentrent
dans une classe générale de variétés qu'on a appelées « fibres en quadriques » : en
dimension 3, cette notion coïncide avec celle de « conic bundie » introduite par Mumford
(c/.[C-G],app.C).

Les fibres en quadriques sont définis au chapitre I; les chapitres II et III contiennent
les deux résultats fondamentaux qui les relient aux variétés de Prym. Au chapitre II,
on montre que la Jacobienne intermédiaire d'un fibre en quadriques est une variété de
Prym, généralisant ainsi un résultat de Mumford sur les fibres en coniques. Au chapitre III,
on montre que le « groupe de Chow » d'un fibre en quadriques (groupe des classes de
cycles algébriquement équivalents à zéro modulo équivalence rationnelle) est canoni-
quement isomorphe au groupe des points rationnels de la variété de Prym associée;
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310 A. BEAUVILLE

de plus, la variété de Prym, munie de sa polarisation, possède une propriété universelle
vis-à-vis des classes de cycles. Ces résultats ont été démontrés par Murre ([Mu l], [Mu 2],
[Mu 3]) dans le cas particulier de l'hypersurface cubique dans P4; la technique utilisée
ici est très différente.

Le reste de ce travail consiste en des applications des résultats qu'on vient d'énoncer.
En dimension 3, un des intérêts d'avoir une description explicite des jacobiennes inter-
médiaires est la possibilité d'obtenir des résultats de non-rationalité; on étudie cette
question au chapitre IV, où l'on obtient de nombreux exemples de variétés unirationnelles
non rationnelles, comme par exemple l'intersection de trois quadriques dans P6.
Le théorème sur le groupe de Chow permet d'obtenir ces résultats en toute carac-
téristique ^ 2.

Bien entendu, il existe des classes de variétés de dimension 3 unirationnelles qui ne
sont pas des fibres en quadriques; mais dans tous les cas concrets, on constate qu'on peut
faire dégénérer ces variétés de façon qu'elles deviennent — après désingularisation — des
fibres en quadriques. Au chapitre V, on met à profit ce phénomène pour démontrer (sur C)
un théorème de « non-rationalité générique » : on considère les familles classiques
de variétés unirationnelles, étudiées par Fano, pour lesquelles la rationalité n'est pas
connue; on montre qu'une variété générique, dans chacune de ces familles, n'est pas
rationnelle.

Le chapitre VI est consacré à un exemple particulièrement intéressant, celui des inter-
sections de trois quadriques dans P2". La géométrie de ces variétés se révèle très riche.
On associe à une telle variété X une courbe plane de degré (2 n +1), munie d'un revê-
tement double, de façon que la variété de Prym associée soit isomorphe à la jacobienne
intermédiaire de X; on démontre alors que la donnée de X est équivalente à celle de cette
courbe plane munie de son revêtement double.

Une partie des résultats de ce paragraphe a été obtenue indépendamment par Tjurin
et Reid (cf. [T l], ainsi que la thèse — non publiée — de M. Reid).

Il résulte du chapitre VI que le théorème de Torelli pour les intersections de trois qua-
driques équivaut à un théorème de Torelli pour les variétés de Prym; ce problème est
examiné au chapitre VII. On arrive à une bonne compréhension du problème local, qui
permet notamment de démontrer que la famille des variétés de Prym de dimension g
dépend effectivement de 3g modules («théorème de Wirtinger»); par contre, pour le
problème global, on n'a que des résultats négatifs, c'est-à-dire des contre-exemples pour
les genres trop bas. Il faut signaler que Tjurin a publié une démonstration (et même deux
dans le cas des courbes planes) du théorème de Torelli pour les variétés de Prym [T 2],
mais les deux démonstrations sont incorrectes. Le problème de Torelli pour les inter-
sections de trois quadriques reste donc ouvert.

Un chapitre 0 (qu'on engage le lecteur à sauter) rassemble un certain nombre de
résultats qui sont plus ou moins « bien connus », mais pour lesquels il n'est pas immédiat
de trouver une référence.

Dans tout ce travail on considère des variétés sur un corps de base k algébriquement
clos de caractéristique ^ 2; aux chapitres II et V on aura k = C.
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VARIÉTÉS DE PRYM ET JACOBIENNES INTERMÉDIAIRES 311

CHAPITRE 0

Rappels

0.1 GROUPE DE CHOW. - Soit X une variété quasi-projective et lisse sur un corps
algébriquement clos k; on note Cq (X) le groupe des cycles de codimension q sur X module
l'équivalence rationnelle, et A4 (X) le sous-groupe de Cq (X) formé des cycles algébri-
quement équivalents à zéro. On renvoie par exemple à [S] pour les définitions de ces
notions. On note NS^(X) le groupe de Néron-Severi Cq(X)/Aq(X); on écrira aussi
NS1 (X) = NS (X).

LEMME 0.1.1. — Le groupe A^(X) est divisible.

Démonstration. — Si x e A^ (X), il existe une courbe lisse complète C, deux points a, b
de C et une classe de cycle z eCq (XxC) telle que

z\Xx{a}:= x^ z\Xx{b}=^'

Notons^i,/?^ ^es projections de X x C sur X et C. L'homomorphisme (p : A1 (C) -> A^(X)
défini par (p (d) = p^ (z.p^ d) applique le diviseur \a~\ — [é] e A1 (C) sur x; comme
le groupe A1 (C), égal au groupe des points rationnels de la jacobienne JC, est divisible,
on conclut que Aq (X) est divisible.

PROPOSITION 0.1.2. — Soient X une variété quasi-projective lisse sur À-, Y une sous-
variété fermée de X, de codimension r, U = X—Y, i (resp. j) l'inclusion de Y (resp. U)
dans X, e : Y' -> Y une désingularisation de Y.

(i) La suite :
fie)* j*

ÇZ-r(Y')__, (^(X)^ C^U)-» 0

est exacte;

(ii) Phomomorphisme j * : A4 (X) -> A4 (U) est surjectif;
(iii) si A3 (U) = 0 et si le groupe de Néron-Severi NS4 (Y') est de type fini, la flèche

(i €)„ : A^ (Y') --> A^ (X) est surjective.

Démonstration. — (i) est classique [Sém Ch]. Soit u un élément de A^CU); il existe
une variété T, deux points a, b de T et un cycle z e C^ (U x T) tel que

z\Vx{a}=u9 z | u x { b } = 0 •

D'après (i) il existe un cycle yeCq(Xx^) dont la restriction à U x T est égale à z; si
l'on pose : x = y \^x{a}~Y | x x { b } ? il est clair que x est algébriquement équivalent à zéro
et quey* x = u, d'où (ii).

Prouvons (iii). Notons Qi'^Y') le sous-groupe de Cq~r (Y') formé des cycles y tels
que (ié)^y eA^X). Par hypothèse, la flèche (fs)^ : Cyr-^Aq(X) est surjective, et le
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312 A. BEAUVILLE

quotient ^"'(Y^/A^^Y7) est un groupe de type fini; il en résulte que le conoyau de
la flèche :

(IE)^: A^'W-.A^X)

est un groupe divisible (0.1.1) et de type fini, donc nul.

On aura besoin de calculer le groupe de Chow (resp. la cohomologie) d'une variété
éclatée. Si T est une variété lisse sur k, on note H4 (T) ou bien la cohomologie entière
FP (T, Z) si k = C, ou bien la cohomologie /-adique H3 (T, Zi) si / ^ car (k).

PROPOSITION 0.1.3. - Soit Y une sous-variété lisse d'une variété lisse X, de codi-
mension 2+c (ç ^ 0). On note s : X' -^ X F éclatement de X le long de Y, E le diviseur
exceptionnel, i l'inclusion de E dans X', j l'inclusion de Y dans X, g : E —> Y l'application

E-^X'

4, ^

Y-^X

naturelle, h la classe dans C1 (E) = Pic (E) du fibre 0^ (1) [resp. la classe de Chern de ̂  (1)
dans H2 (E)]. On note N le fibre normal de Y dans X, ûfe ^or^ qu'on a une suite exacte :

0-,F->g*N-^E(l)->0.

On pose enfin y, = c, (F) = hr-{•hr~l.g* ̂  (N) + .. . +^* c, (N).
(i) Pour tout x ' e C^ (X') [resp. x ' e W (X')], on a

x'=£*e,x'-L/ 1 y.g*g.(Yc-..î*x/)V
\r=0 /

(ii) Les applications :

C^X'^C^X)® i O-^^Y) fr^.HTOâH^X)® f; H3-2-2^,
u r=0 \ v y=Q J

définies par

u(xt)=^xf+ 1 g^.^x') v(x+ i y}=^x-iJ f h'.g^y^
r=0 \ r=0 / \r=0 /

sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre, qui induisent par restriction des isomor-
phismes inverses :

A^X'^A^X)® f; A^-^Y).
v r=0

Démonstration. — On utilisera les «formules-clés» :

(?) ^ J ^ Y = ^(ïc+r^*^) pour tout ^eA^CY) [resp. H4 (Y)],
(é) i * i ^ e =-h.e pour ^ e A^ (E) [resp. IP (E)],

pour lesquelles on renvoie à [L-M-S] (resp. [SGA 5], VU).
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Démontrons (i). On peut écrire 8* e^ x ' - x ' == ^ z, avec z e A4"1 (E) [resp. H4"2 (E)]
(utiliser 0.1.2, resp. la suite exacte de Gysin). On aura

c+i
z = ^ h r . g * a , , avec û.eA^'-^Y) [resp.H3"2'"^)].

r=0

De plus on doit avoir s ^ i ^ z == 0, soit j ^ g ^ z = 0, c'est-à-dire j^cic+^ = 0. La
«formule-clé» (a) permet alors, en modifiant z, de supposer û^+i = ^-

Par restriction à E on trouve :

i*x'-g*j%x'=-^*4z=z./i= i /^.g*^.
r=0

Rappelons que g^ (Jf) = 0 pour r < c+1, et g^Çh0^1) = 1; de ceci et du fait que
Yc+2 = 0 résulte :

f 0, si r+s^c+1, r^c+1,
^^)={l , si r+.=c+l .

Donc en multipliant l'égalité obtenue par y^-r et en appliquant g^, on trouve :

g^(Yc-. . ï*x')==^(0^r^c), d'où (i).

En termes des applications u et ^, la formule (i) se réécrit vu (x ' ) = x'\ on vérifie faci-
lement que MV = 1, ce qui montre que u et i? sont des isomorphismes inverses. Enfin il
est clair que u et v transforment les cycles algébriquement équivalents à zéro en cycles
algébriquement équivalents à zéro, ce qui achève de prouver (ii).

0.2. VARIÉTÉS ABÉLIENNES PRINCIPALEMENT POLARISÉES. — 0.2.1. Rappelons qu'une

polarisation sur une variété abélienne A est la classe dans le groupe de Néron-Severi
NS (A) (0.1) d'un diviseur ample D. On dit que la polarisation est principale si
dim H° (A, ̂  (D)) == 1.

Donnons deux autres définitions équivalentes :
(i) on peut aussi définir une polarisation comme une isogénie A de A sur sa variété

^ ^ ^ . .duale A, telle que h = h (via l'identification canonique A ^ A). La polarisation est prin-
cipale si h est un isomorphisme.

(ii) Si k = C, la variété abélienne A est isomorphe — en tant que groupe de Lie
complexe — au quotient d'un espace vectoriel complexe V par un réseau F. La donnée
d'une polarisation sur A est alors équivalente à la donnée d'une forme hermitienne positive
non-dégénérée H sur V, telle que la forme alternée E = Im (H) prenne des valeurs entières
sur F. Dire que la polarisation est principale revient à dire que la « forme de Riemann » E
sur F est inversible (i. e. définit un isomorphisme de F sur son dual).

0.2.2. Exemple : jacobiennes intermédiaires. — Nous ne définirons les jacobiennes
intermédiaires que dans le cas particulier suivant : soit X une variété projective et lisse
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314 A. BEAUVILLE

sur C, de dimension (2n+l); supposons que la structure de Hodge sur H2"4'1 (X, Z)
soit de niveau 1, c'est-à-dire que

H^^c^ïr'^^eH"4'1'^).
Notons i l'homomorphisme canonique de H2"4'1 (X, Z) dans H2"4'1 (X, C), p la pro-

jection de H2"'1'1 (X, C) sur H"' "+1 (X). La jacobienne intermédiaire J (X) est définie par

J(X) = H^'^X^HH^^X, Z)).

C'est dans ce cas une variété abélienne; plus précisément, il existe une polarisation
principale canonique sur J (X). La forme hermitienne H correspondante est donnée par

H(a, | î)=2ï(-l)n~ l f a A p pour a, peH^^^X).
Jx

La forme de Riemann E sur H2"4'1 (X, Z) est alors donnée par

ECy,/)^-!)"-1^.^) pour y.Y'eH^CX.Z).

Pour n = 0, on retrouve la jacobienne de la courbe X et sa polarisation principale.

0.2.3. Schémas abéliens principalement polarisés. — Une polarisation principale sur
/\ .A.

un schéma abélien : / : A —> S est un isomorphisme h : A —> A tel que h = h (via l'iden-
tification de A et du schéma abélien bidual). Si k = C, il revient au même de se donner
une forme hermitienne positive non dégénérée sur R.i/^(C) (c'est-à-dire, par définition,
sur le système localement constant dont la fibre en s e S est H^ (A,, C)), telle que E == Im (H)
prenne des valeurs entières sur Ri/^(Z).

Exemples. — (i) Si C —> S est une courbe lisse au-dessus de S, JC = Pic0 (C/S) est un
S-schéma abélien principalement polarisé.

(ii) Plus généralement, soit / : X —> S un morphisme projectif et lisse de variétés
complexes, de dimension relative (2n+l)', supposons que pour tout s e S on ait

H^^CX,, C) = ir4'1'^) ©H^^^X,).

Il existe alors un schéma abélien principalement polarisé JX sur S, dont la fibre en tout
point s coïncide avec la jacobienne intermédiaire J (X^).

(iii) Soient C, C deux courbes stables sur S, et n : C —> C un S-morphisme tel que
pour tout s e S, TT, soit un « pseudo-revêtement » (cf. 0.3.1, plus loin). Il existe un schéma
abélien principalement polarisé ̂  sur S dont la fibre en s coïncide avec la variété de Prym
associée au pseudo-revêtement ̂  (cf. [B]). On dira que ̂  est le schéma de Prym associé
à (C, C).

On suppose désormais que le corps de base est le corps des complexes. L'espace
^ = îlg/Sp (2 g, Z) est l'espace des modules (grossier) des variétés abéliennes princi-
palement polarisées de dimension g; cela signifie que :

^g(C) = {classes d'isomorphisme de variétés abéliennes
principalement polarisées de dimension g},
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et que pour tout schéma abélien principalement polarisé A —> S, il existe une « application
classifiante » C : S —> ^ / g , telle que

C (s) = classe de AsE^(C), pour tout point fermé se S.

0.2.4. Compactification de Satake. — On renvoie à [Sém C] pour la définition et les
propriétés de la compactification de Satake s^y Rappelons qu'on a ensemblistement :

(0.2.4) ^(C) = ̂ (C)u^_i(C)u.. .u^o(C).

Le seul résultat concernant ^ y que nous utiliserons est le suivant, qui est énoncé
dans [M 2] et démontré dans [G 1].

PROPOSITION 0.2.5. — Soient S une courbe lisse (non nécessairement complète) sur C,
0 un point fermé de S, p : A —> S un S-schéma en groupes plat. On suppose que

— la restriction A' de A à p~1 (S—0) est un schéma abélien au-dessus de S—0,
de dimension relative g;

— la fibre spéciale AQ est extension d'une variété abélienne B par un tore; on a donc
un êpimorphisme h : AQ —> B;

— localement sur S pour la topologie étale^ il existe une classe 9 e NS (A) dont la res-
triction à A' définit une polarisation principale sur A', et dont la restriction à AQ est égale
à /z* P, où ? est une polarisation principale sur B.

Alors l'application classifiante C : S — 0 — > ^ , correspondant au (S—0)-schéma
abélien principalement polarisé A', se prolonge en un morphisme C : S —> ^é g\ le point
C (0) e ^g (C) correspond via (0.2.4) à la variété abélienne principalement polarisée (B, P).

Exemples 0.2.6. — La proposition 0.2.5 s'applique notamment dans les cas suivants :
(i) On a A = Pic0 (C/S), où C —> S est une S-courbe stable de genre g, lisse au-dessus

de S—0. Alors (B, p) n'est autre que la jacobienne de la normalisation de Co.
(ii) Plus généralement, soit X —> S un morphisme propre et plat, tel que :
— pour s 7^ 0, la fibre X, est une variété lisse, de dimension (2 n +1), et

îî2n+l(X,,C)=îînïn+l(X,)@ïîn+lfn(X,)•,

—XQ a au plus des points doubles ordinaires.
On sait alors ([Z]) qu'il existe un S-schéma en groupes A tel que A, = J (X,) pour s ^ 0

et que (B, P) est isomorphe à la jacobienne intermédiaire de la variété lisse Xç obtenue
en éclatant les points doubles de Xo.

(iii) L'exemple suivant a sa place logique après le paragraphe 0.3, dont il utilise les
définitions et notations.

Supposons données sur S des courbes stables C, C, de genre (2^+1) et (g +1) respec-
tivement, et un morphisme n : C —> C vérifiant :M

— pour s + 0, Us : Cs—> Cy est un pseudo-revêtement (0.3.1);
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316 A. BEAUVILLE

- il existe un ensemble fini £ de points doubles de Co, et un ouvert V de Co contenant S,
tels que la restriction de Tto : Co ~> Co à îlo1 (Co-S) [resp. à Jio1 (V)] soit un pseudo-
revêtement (resp. un revêtement double étale).

Soit N (resp. N) la courbe obtenue en normalisant Co (resp. Co) aux points de
11 D^sp- ̂  îto1 (?)]• Le morphisme N-> N est un pseudo-revêtement; on désigne par P
la variété de Prym associée, par Ç sa polarisation naturelle.

Considérons les schémas de Picard JC = Pic0 (C/S) et JC = Pic°(C/S); la norme
définit un morphisme :

Nm: JC->JC,

dont le noyau est un S-schéma en groupes plat. Par suite ([SGA 3], exp. Vie, cor. 4.4),
A = (Ker Nw)° est un S-schéma en groupes plat. Pour s ^ 0, A, est la variété de Prym
associée au pseudo-revêtement TT,; de plus on déduit de la définition une suite exacte :

O-^T-^AO-^P-^O,
où T est un tore.

Localement sur S pour la topologie étale, on peut trouver un faisceau inversible L sur C,
tel que

deg(L,) = 2g, H°(C,, L,) = (0), VseS.

On sait alors ([B], chap. II) qu'il existe un diviseur 0 sur JC tel que

©|^={MeJC,,H°(C,,4®M)^(0)}.

Soit 9 la classe de © dans NS (JC); on sait ([B]) que pour s ^ 0, la restriction de 9 à A,
est le double de la polarisation principale de la variété de Prym A,. La restriction de 9
à JCo est égale à l'image réciproque de la polarisation T e NS (JN), et l'on a T [p= 2 Ç,
d'où 9 |Ao = 2 A* Ç. On en déduit que, localement pour la topologie étale, la restriction
de 9 à A est le double d'une classe n e NS (A) ; cette classe induit sur chaque fibre A, (s ^ 0)
la polarisation principale de A,, et sa restriction à Ao est égale à A* Ç.

On est donc dans les conditions d'application de 0.2.5, avec (B, P) = (P, Ç).

0.3. VARIÉTÉS DE PRYM. - On renvoie à [M 1] pour la définition et les propriétés
des variétés de Prym classiques. Nous aurons aussi à considérer les variétés de Prym
généralisées étudiées dans [B]; on va en rappeler ici quelques propriétés. On fixe
un corps k algébriquement clos, de caractéristique ^ 2.

DÉFINITION 0.3.1. — Soit C une courbe connexe sur k, ayant comme seules singu-
larités des points doubles ordinaires. On dira qu'un morphisme n : C —> C est un pseudo-
revêtement si :

— pour tout point non-singulier s de C, il existe un voisinage ouvert U de s tel que
n !„-! (u) soit un revêtement étale de degré deux;
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/\
— si s est un point double de C, de sorte que ^c.s ^ k [[̂ , v'}~\l(uv\ alors n~1 (s)

fW /v

contient un seul point s et on peut identifier ̂  ̂  à k \\x, y^\l(xy) de façon que n* u = x2,
71;* y = y2,

II résulte de la définition que C a comme seules singularités les points ? de n~1 (Sing (C)),
qui sont des points doubles ordinaires, et qu'il existe une involution i : C —> C tel que nM
identifie C au quotient C/(i).

On notera n : N —> C (resp. n : N -> C) la normalisation de C (resp. C), 71' : N —> N
le morphisme déduit de n; c'est un revêtement d'ordre 2, ramifié aux points de
M-1 (Sing (C)).

0.3.2. Soient n : C — > C un pseudo-revêtement, i l'involution de C correspondante.
La variété de Prym P associée à n est définie par : P = (Ker Nw)° = Im(l-i) c: JC.

On a montré dans ([B], 2.1 et 3.7) que la polarisation principale sur JN induisait sur P
w ^* M

(via le morphisme P ^ JC —> JN) le double d'une polarisation principale Ç.
Nous aurons besoin d'une définition de P en termes du revêtement n' : N —> N :

PROPOSITION 0.3.3. — Soit H' le sous-groupe de Pic(N) engendré par les fibres
M M w

^N (^i^^) avec n (sl) = n (^2)» notons Ho le sous-groupe H' n JN (k) (JN (k) étant consi-
fW

déré comme un sous-groupe de Pic (N)) et H l'image de Ho dans la variété abélienne
Q = JN/îï'*JN. Alo rs H est formé de points d'ordre 2, et le quotient Q/H est naturellement
isomorphe à P.

Démonstration. — Notons K le noyau de l'endomorphisme (l—i) de JC, de sorte que
P ^ JC/K. Considérons la suite exacte :

fW

O^î-^JC-^JN^O.

On sait ([B]) que i agit trivialement sur T, donc K •=> T et

P^JC/K^JN/n*(K).

Il reste à calculer n* (K). On utilisera le lemme élémentaire suivant :

LEMME 0.3.4. — Soit L un faisceau inversible sur C tel que i* L ^ L. On peut trouver
un diviseur D sur C tel que L = 0 (D) et D = i D.

Démonstration. — Soit E un diviseur sur C tel que L = 0 (E); alors E — i E = div (<p),
où (p est une fonction rationnelle sur C. On a donc div (q>.i* (p) = 0, ce qui permet de
supposer (p. i* (p = 1. On peut alors trouver une fonction rationnelle v|/ telle que
(p = \[/.(i* \|/)~1 (si u est une fonction sur C telle que i* M =—u, il suffit de prendre
\|/ = ^.((p—1)); on prendra D = E—div(v|/).
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Fin de la démonstration de (0.3.3). — Avec les notations de ([B], § 3), un diviseur D
tel que D = i D peut s'écrire :

D = 7i* E + S „ (^ ' P s . ^s)s avec p, = q, (mod 2).
seSing(C)

Dans cette écriture on peut évidemment supposer que le diviseur E est de degré nul
sur chaque composante.

Notons 2' = n~1 (Sing(C)); soit M le sous-groupe de Î F ' formé des Os)ser» ̂ s Q^
— £ ̂  == 0 pour s e £' n N(, ceci pour toute composante N; de N;
—- r^ = r^ (mod 2) quand n (s^) = n (s^
Notons a l'application évidente de Z^ dans Pic (N). On peut alors traduire ce qui

précède par l'égalité :
n*(K)=7c'*JN+a(M).

Désignons par 1 l'ensemble des composantes de N; considérons le diagramme de suites
exactes :

O-^M'-^————>Z1————>0
l J 2 (2,0)

0-> M --» 7f -> 7} 0 Wïf'^(Q-^ 0

On en déduit par le lemme du serpent la suite exacte :

0 -> MIj (M') -> (Z/2)2' -^ (Z/2)1 C WTf^ ̂ -> 0.

Il est clair que a y (M') c îr'* JN; on conclut aussitôt de ce qui précède que

n*K = îi'*JN+a(M) == ÎT^JN+HQ,

ce qui démontre la proposition.

EXERCICE 0.3.5. — On associe à C (ou à C, cela revient au même) un graphe F de la
façon suivante :
— les sommets de F correspondent aux composantes irréductibles de C;
— les arêtes de F correspondent aux points doubles de C;
— le ou les deux sommets d'une arête associée à un point double s correspondent à

la ou les deux composantes de C passant par s.
Alors il existe un homomorphisme surjectif : Hi (F, Z/2) —> H, dont le noyau est

isomorphe à Z/2.

0.4. K-THÉORIE. — Soit Cfc la catégorie des variétés quasi-projectives sur un corps k.
Pour X e Ob (Q), nous noterons K (X) le groupe de Grothendieck de la catégorie des
faisceaux localement libres sur X; il est égal au groupe de Grothendieck des complexes
parfaits sur X ([SGA 6], IV, 2), groupe noté K' (X) dans ([SGA 6]). Nous utiliserons
librement ces deux interprétations.
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Le produit tensoriel munit K (X) d'une structure d'anneau. Soit / : X — > Y un
morphisme de C^; l'image réciproque définit un homomorphisme d'anneaux

/*: K(Y)-^K(X).

Si / est propre et de tor-dimension finie, l'image directe R/^ définit un morphisme de
groupes /^ : K (X) -> K (Y) ([SGA 6], IV, 2.12).

Nous considérons sur K (X) la « filtration topologique » définie comme suit
([SGA 6], VI, 6.5) : un élément x de K (X) appartient à K (X)^ si et seulement si pour
tout fermé Y de X, il existe un complexe parfait M', de classe x dans K (X), tel que

Codim (Y n Supp (H* (M' )), Y) ̂  i avec H *(M') = C H^ (M*).
p

La filtration topologique est une filtration d'anneau; si à = dim (X), on a K (X)^+i = 0
([SGA 6], VI, 6.6).

PROPOSITION 0.4.2. - (i) Sif: X—>Y est quasi-fini, on a

/*K(Y.^c:K(X^, pour tout p;

(iï) Si f est propre, de tor-dimension finie et équîdimensionnel, et si X et Y sont équidi-
mensionnels, on a

/^K(X)pCK(Y)p_,, avec r = dim (X)-dim (Y).

Démonstration. — Prouvons (i). Soient y un élément de K(Y)p, X' un fermé de X;
posons Y' =/(X'). Choisissons un complexe parfait M*, de classe y dans K(Y), tel
que : Codim (Y' n Supp H* (M'), Y') ^ p. Il est clair que

Supp H* (/* M') <= / -1 (Supp H* (M*) ;
dès lors :

codim (X' n Supp H* (/* M'), X') ̂  codim (Y' n Supp H* (M"), Y') ̂  p,

donc/*^eK(X^.
Démontrons (ii). Soient x un élément de K(X)p, Y' un fermé de Y, X' ^^(Y').

Choisissons un complexe parfait M*, de classe x dans K (X), tel que

Codim (X'n Supp H* (M'), X') ̂  p.

On a : Supp H* (R/^ M') c /(Supp H* (M*)) et par suite, puisque / est équidimen-
sionnel :

Codim (Y' n Supp H* (R/^ M"), Y') ̂  Codim (X' n Supp H* (M'), X') - r ̂  p - r,

c'est-à-dire /^ x e K (Y)p,,.

0.4.3. On pose G^K(X) = K(X)p/K(X)p+^ pour tout p; dans la situation de (i)
[resp. (ii)], / induit un homomorphisme de groupes :

/* : G19 K (Y) ̂  G^ K (X) [resp. /„ : G^K (X) -> G^-'K (Y)].
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