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UNE OBSTRUCTION POUR SCINDER
UNE ÉQUIVALENCE DTOMOTOPIE EN DIMENSION 3

PAR HARRIE HENDRIKS

INTRODUCTION

Soient M et N des variétés de dimension 3 et soit S une 2-sphère plongée dans N. On dit
qu'une application (continue et propre) / : (M, 8M) —» (N, ON) est scindable le long de S
s'il existe une homotopie (propre et respectant le bord) d e / à une application
g : (M, 9M) -> (N, 5N) telle que g~1 (S) soit une 2-sphère. Dans [HL 1] et [HL 2] il est
montré le théorème suivant sous l'hypothèse que M et N sont fermées :

Si M est ^-insécable et que f est une équivalence d^homotopie^fest scindable le long de S.

Rappelons que M est ^-insécable (i. e. il n'y a pas de plongements à fibre normal
trivial du plan projectif dans M) si et seulement s'il n'y a pas d'éléments du groupe fonda-
mental Tii (M) d'ordre 2 et renversant l'orientation (voir [E], (8.2) (i)). Il revient donc
au même de supposer que N est P^insécable. D'autre part, sous l'hypothèse que M et N
sont fermées,/est une équivalence d'homotopie dès que/est de degré ± 1 et que/satisfait
à Vhypothèse fondamentale F (/) que f induit un isomorphisme de groupes fondamentaux
munis de Vhomomorphisme d'orientation. A part l'hypothèse fondamentale F (/), les
hypothèses du théorème de scindement peuvent être contrariées de deux façons :

1° M n'est pas P^insécable. P2 x S1 est une telle variété, d'ailleurs une somme connexe
MI # M^ de 3-variétés est P^insécable si et seulement si Mi et M^ le sont.

2° Le degré de/n'est pas ± 1. Si M est fermée et que n^ (M) a un sous-groupe libre
d'indice fini, il y a des applications g : M —> M de degré différent de ± 1 et induisant
l'identité du groupe fondamental (voir [H2], IV et [HL2], § 2.4).

A l'origine de ce travail (et de [HL 1] et [HL 2]) est la question posée par Swarup dans
[S 3], s'il y a un théorème de scindement sous l'hypothèse fondamentale seulement. Dans
cet article on montrera qu'en général les extensions du théorème de scindement dans
les deux directions indiquées ci-dessus ne sont pas valables. On obtiendra des contre-
exemples à ces extensions par la modification des valeurs d'une application scindée
/ : (M, ÔM) -> (N, ON) dans une boule B de M (telle que /(B) n S == 0) par certains
éléments (non scindés) de 71:3 (N).
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438 H. HENDRIKS

Exemples. - Soit M = P2 x S1 # P2 x S1 = N (resp. M = S2 x S1 # S2 x S1 = N).
On note 0^ et o^ les revêtements à deux feuillets (resp. les homéomorphismes) sur la fibre
P2 (resp. S2) des deux facteurs de la somme connexe, fibres sur S1. On peut modifier
l'identité (resp. une application de degré différent de ± 1, induisant l'identité du groupe
fondamental) dans une boule Bo disjointe de la sphère de la somme connexe par le produit
de Whitehead [c^, 0-2 ].

Dans le scindement d'une application/ : (M, 8M) —> (N, 3N) transversale sur la sphère S
on rencontre essentiellement la difficulté de diminuer le genre de l'image réciproque
f~1 (S) de S. Dans l'exemple on peut s'arranger que/"1 (S) consiste en la sphère de la
somme connexe et en un tore non noué dans la boule Bo. Pour cette simplification il fau-
un disque singulier A : (D2, S1) —> (M,/~1 (S)) tel que, entre autres, 3A n'est pas homo-
logue à zéro sur/ ~1 (S), que (i) A est homotope à un plongement et que (ii)/(A) représente
l'élément trivial dans n^ (N, S). En partant d'un disque plongé A° — dans l'exemple on pour-
rait prendre un disque dans BQ bordé par un méridien de la composante torique de
f~1 (S) — pour obtenir (ii) il faut l'existence d'un élément <r e n^ (M) tel que
/(A°)+/^ a = 0 dans TT^ (N, S). Si /^ n^ (M) 7e ^2 (N) il n'y a aucune garantie pour
l'existence d'un tel a; en effet, dans l'exemple on a l'égalité/(A °) = o, pour i = 1 ou
i = 2 et si M = N == S2 x S1 # S2 x S1, a; n'est pas dans l'image

/^2(M)=deg(/).îi,(N)

(voir remarque I, §2.1). Une fois trouvé G, il faut réaliser A° # a par un prolongement
du disque. Ceci est possible si a est un plongement de la sphère mais il n'en est point si or
est représenté par une immersion dont l'image est un plan projectif à fibre normal trivial :
dans l'ensemble des points doubles de A° # a on trouvera une courbe représentant homo-
logiquement la droite projective associée à a. Ce dernier est le cas dans l'exemple pour
M = N = P2 x S1 # P2 x S1 On montrera que les applications des deux exemples ne
sont pas scindables. Dans le théorème suivant on a donné les cas où on sait faire des contre-
exemples aux extensions indiquées ci-dessus du théorème de scindement.

THÉORÈME A. — Soit f : (M, 8M) —> (N, ^N) une application qui induit un isomorphisme
de groupes fondamentaux et soit S une 1-sphère plongée dans N. Au cas où S sépare N,
disons que N = Ni (J N3, on suppose que n^ (Ni) + 0 et que n^ (N^) 7e 0. Alors :

s
(i) Si/est une équivalence d'homotopie et que M n'est pas P^insécable, il y a une équi-

valence d'homotopie/7 qui n'est pas scindable le long de S.
(ii) Supposé que M et N soient fermées, que deg (/) ^ ± 1 et que N n'est pas homoto-

piquement équivalente à P3 # P3 ou à un S^fibré sur S1, il y a une application/' induisant
un isomorphisme de groupes fondamentaux et qui n'est pas scindable le long de S.

En outre. — Dans (i) et (ii) on peut trouver f de telle façon qu'elle coïncide avec f en
dehors d'une boule dans M.

Remarques 1. — Dans les situations suivantes : (a) S borde une sous-variété contractile
et (b) M et N sont fermées et homotopiquement équivalentes, soit à P3 # P3, soit à un
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OBSTRUCTION POUR SCINDER EN DIMENSION 3 439

S^fibré sur S1, l'application/comme dans le théorème A peut être scindée. Le cas (a)
est considéré dans [HL 2], (b) peut être traité avec les techniques élémentaires (et le lemme
de Dehn) de simplification de l'image réciproque de S par une homotopie de l'application.

2. Quant au problème de scindement d'équivalences d'homotopie en grandes dimensions,
il y a des exemples d'impossibilité de scindement dus à Cappell [Cl], basés sur l'existence
d'éléments d'ordre 2 du groupe fondamental qui renversent (en dimension 4 fc+3) ou qui
conservent (en dimension 4A:+1) l'orientation de la variété. Nos exemples reposent aussi
sur ce phénomène comme on a vu ci-dessus. En fait Cappell a appliqué la théorie de la
chirurgie pour résoudre le problème de scindement le long d'une sphère (entre autres)
d'équivalences d'homotopie de variétés compactes de haute dimension. A une équivalence
d'homotopie il associe un invariant homotopique dans un groupe « unitaire niipotent ».
Sa nullité est équivalente à la possibilité de scinder l'application (voir [C 2] et [C 3]).

Pour montrer le théorème A on va associer à toute application en question, /, un inva-
riant homotopique qui s'annule si/est scindable. Supposé que/est transversale sur S,
on considère le Z-module de rang fini H^ (/-1 (S)). Dans la première partie on munit
HI ( f -1 (S)) d'une fonction £y (resp. a^ sous l'hypothèse que/est une équivalence d'ho-
motopie) (voir I, § 2) telle que 8y (x) [resp. o^ (^)] est une obstruction pour trouver (resp.
pour plonger) un disque singulier A : (D2, S1) —> (M,/~1 (S)) tel que { < 5 A } = x et que
[/(A)] = 0 e Ti^ (N, S). A l'aide de la décomposition symplectique de ^(/^(S))
définie dans I, § 2.3 on peut définir un invariant homotopique x1 (/) [resp. r4 (/)] qui
est trivial s'il y a une homotopie de/ ayant comme effet d'annuler H^ (/-1 (S)) (I, § 4).
Dans la deuxième partie on définit les contre-exemples // du théorème A et on y calcule
ces invariants (II, § 3).

Supposé que M et N sont compactes on obtient un résultat beaucoup plus précis. On fera
à l'aide de [H 2] et de [S 5] une partition des équivalences d'homotopie (coïncidant
avec/sur le 1-squelette et sur le bord de M) en une classe d'applications scindables et
une classe d'applications susceptibles de ne pas être scindables. En calculant on peut
constater que r3 est une bijection sur les classes d'homotopie de cette deuxième classe.

THÉORÈME B. — Soient M et N des 3-variétés compactes et soit f : (M, 8M) —> (N, ON)
une équivalence d ) homotopie. Alors f est scindable si et seulement si ^ (/) = 0.

Je ne sais pas si l'invariant de Cappell peut rendre les mêmes services que T^. Il n'est
pas exclu que l'invariant de Cappell et T^ sont identiques auquel cas il est probable que
le théorème D (voir II, § 2) donne une expression des groupes unitaires niipotents en
question.

Comme le théorème de scindement ensemble avec le théorème des sphères de Lauden-
bach (voir [L], chap. III) a montré sa valeur en donnant l'extension des théorèmes de
Waldhausen aux variétés qui sont la somme connexe de variétés suffisamment larges P2-
irréductibles et d'exemplaires de S^fibrés sur S1 (voir [HL 2], § 4), le théorème B aura
une valeur analogue une fois qu'il y a des théorèmes à la Waldhausen affirmant que certaines
équivalences d'homotopie de certaines variétés non P^irréductibles sont homotopes à
un homéomorphisme (unique à isotopie près). De toute façon le théorème B dégage une
obstruction associée à une équivalence d'homotopie d'être homotope à un homéomor-
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phisme. Cette obstruction, de scindement, n'est pas de caractère K-théorique (torsion de
Whitehead).

THÉORÈME C. — Mêmes hypothèses que pour le théorème A (/= Id : N —> N). — Si N
n'est pas ̂ -insécable, il y a une équivalence d'homotopie simple de N qui n'est pas homotope
à un homéomorphisme. On peut la choisir coïncidant avec l'identité en dehors d'une boule.

Conventions. — Si / : (X, A) —> (Y, B) est une application, on sous-entend que / est
continue et propre (i. e. l'image réciproque d'un compact est compacte) et une homotopie
de / est une homotopie d'applications de paires. Pour une variété M, connexe, m e M,
<w <%'

Z est le système local défini par Z^ = Z et par l'homomorphisme d'orientation
WM :îti (M, m)-> { +1, -1 } = Gl(l, Z) (première classe de Stiefel-Whitney). Si la
dimension de M est k, une classe fondamentale { M, 8M} est un générateur du groupe
infini cyclique ïf/ (M, 8M, Z) où H^ désigne l'homologie du complexe de chaînes singu-
lières localement finies. Si N est une variété de dimension k et / : (M, 8M) —> (N, 3N)
est une application telle que f(ni) = n et que w^fj^ = w^: n^ (M, m)—>{+l, — 1 }
(i. e. /* Z = Z), alors le degré de /, deg (/), est l'entier tel que

^ { M , ô M } = d e g ( / ) { N , ^ N } ,

le signe du degré dépend du choix des classes fondamentales. Si w^fn ^w^, on pose
^g (/) = 0- Pour un ensemble E et un anneau A, A [E] (resp. A { E }) désigne le A-
module à gauche des fonctions de E dans A à support fini (resp. quelconque).

Le travail est décomposé en une introduction, le premier chapitre et le deuxième chapitre.
Une référence du type § 3 est intérieure à un chapitre; I, § 4 renvoie à un paragraphe de
l'autre chapitre.

Je veux remercier François Laudenbach pour l'intérêt qu'il a montré sans cesse pendant
la préparation de ce travail. Aussi je veux remercier Frans Clauwens qui m'a aidé à sur-
monter les difficultés que j'ai eues à définir l'invariant T^.

CHAPITRE I

1. Homotopie

Soient/o, /i : (M, 8M) --> (N, 8N) deux applications homotopes de variétés de dimen-
sion m, transversales sur une sous-variété compacte et sans bord, S, dans N. On dira
qu'une homotopie F : M x I —> N de fo à /i est excellente si F est transversale sur S et
que la restriction de la projection ^ : M x I - ^ I à l a sous-variété F"1 (S) est une fonction
de Morse à valeurs critiques distinctes. Par les techniques standard de transversalité,
une homotopie de/o à/i peut être approximée par une homotopie excellente.

Une homotopie F est élémentaire si t \ F~1 (S) est une fonction de Morse avec exacte-
ment un point critique. L'indice de F est celui du point critique de t \ F"1 (S).
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On posera

D^^xeR14-1; I H I ^ l et x,+i^0}, D1 = {xeD^1 ; x,+i = 0}.

Si F : M x 1 —^ N est une homotopie élémentaire d'indice i, il y a des plongements
S rD^-^Mx! et 2^ : D^-1^1 -^ Mxl , tels que

1° S-1 (F-1 (S)) = ôD^-intD1, (S')-1 (F-1 (S)) = ôDÏ-^-intD"1-1;
2° Z-^MxO) = D1, (S')-1 (Mxl) = D"1-1;
3° S et 2^ soient transversales sur F"1 (S) et sur Mxôl;
4° ?S et t^ soient sans point critique et
5° ^(D^^n F'^S) [resp. 2^ (D^"1^) n F"1 (S)] contient le point critique de

t\ F"1 (S), et la restriction de t à cette sous-variété est une fonction de Morse ayant un
seul point critique qui est un maximum (resp. un minimum).

Mxl

MxO VL

projLe plongement S | D1 : (D1, 8D1) -^ (M x 0, F-1 (S) n M x 0) —> (M, Fo 1 (S)) [resp.
^ | D"*-1 : (D^1, ôD"1-1) -^ (MX 1, F-1 (S) n M X 1) ^°i (M, F^'1 (S))] est appelé
une membrane (resp. une membrane duale) de l'homotopie élémentaire. La classe,
d'homotopie [£ | D1] e n, (M, Fo ' (S)) a la propriété que (Fo) ̂  [S | D1] = 0 e n, (N, S),
l'homotopie à zéro étant donnée par F £.

Dans le paragraphe suivant on va définir, au cas où M et N sont des variétés de dimen-
sion 3 et où S ̂  S2, une obstruction pour l'existence d'une homotopie élémentaire ayant
comme effet de diminuer le genre de l'image réciproque de S, en cherchant une obstruction
pour l'existence d'une membrane.

2. Les données algébriques

Dans ce paragraphe on suppose que / : (M, 9M) —> (N, ON) est une application de
variétés de dimension 3, transversale sur une 2-sphère S dans N et que/induit un isomor-
phisme de groupes fondamentaux. On note T = / ~1 (S), T est une réunion finie de surfaces
fermées orientables.

En premier lieu on va définir des fonctions sur Hi (T) qui, à un élément z e Hi (T),
associent des obstructions pour trouver un disque plongé D dont le bord représente z et
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442 H. HENDRIKS

tel que [/D] = 0 e ̂  (N, S). En second lieu on définit une décomposition « symplecti-
que » de Hi (T). Ces ingrédients constitueront l'abstraction algébrique du problème de
scindement.

2.1. HOMOMORPHISME DE DÉFICIT. — Soit T^ une composante connexe de T ==/~1 (S),
On dénote par T^ c: M c (M, T\) et S c N c (N, S) les injections et par

/:(M,T,)-^(N,S)

l'application définie par/. Considérons le diagramme commutatif suivant dont les suites
horizontales sont exactes :

'# e
7l2 (M) ——> 7Ï2 (M, Tfc) —^ Tli (Tfe) —^(M)

1̂  1̂  1i^ l^ l ^
712 (S) ̂ -> 713 (N) -^ 71̂  (N, S) -> Tli (S) = 0 ̂  TCi (N)

^ #

L'homomorphisme î*i est trivial parce que/i i^ factorise par 0 et/i est injectif. Par consé-
quent on peut définir un homomorphisme

Sfe : n! (Tfe) -> 71̂  (N)/im s^ + imf#,

en posant que s^ (x) est la classe des éléments zen^ (N) tels qu'il existe y e ̂  (M, T^)
ayant les propriétés <9^ = ^ et /^ y == t ^ z.

Le sous-groupe im/^ est indépendant du point base choisi dans/"1 (S) parce que par
la surjectivité de /i, im/^ est 7^ (N)-invariant. En outre s^ factorise par l'abélianisé
ni (Tfe; Z) de 71:1 (T^ et en identifiant H^ (T; Z) à © H^ (T^; Z) les s^ induisent un homo-

k
morphisme, dit de déficit

f.f\ Hi(T;Z)->7T2(N)/ims^+im/#.

Remarque. - Si M et N sont fermées, im/^ est le sous-groupe [i.n^ (N) des éléments
de 71:2 (N) divisibles par le degré ^ de /(voir [L], App. III ou [H 2], III, 2.2). D'autre
part si / est une équivalence d'homotopie, l'homomorphisme de déficit Sr est trivial.

2.2. UNE OBSTRUCTION DE PLONGEMENT. — Si dans la situation du paragraphe 2.1,
/ est une équivalence d'homotopie, fn est un isomorphisme et on peut définir la fonction

5^ ^i (T,) ̂  71^ (M, T,)lj# f^ s# 71̂  (S),

qui associe à x la classe des éléments y e n^ (M, T\) tels que 8y = x et que f,, (y) = 0,
Puisque imj^ est contenu dans le centre de n^ (M, T^), j^ f~^ ^ 71:2 (S) est un sous-groupe
distingué de n^ (M, T^). ô^ est un homomorphisme.
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(a) Self-intersection et intersection. — On va construire une fonction sur n^ (M, T^)
qui associe à une classe d'homotopie d'un disque singulier sa « self-intersection » au but,
elle factorise par le quotient ci-haut si jj^ f~^ S n n^ (S) est engendré par un plongement.

Rappels. — Soient X, Xi, X^ et Y des variétés, V une sous-variété de int (Y) ; on suppose X
Xi et X^ compactes. On note par A : Y —> Y x Y l'injection de la diagonale et par E
E : X x X —» X x X l'échange des facteurs.

Soit ^ : (X, 8X) —> (Y, V) une immersion en position générale, alors

D^^^xQ-^m-^X)

est une sous-variété compacte de X x X, qui est E-invariant, et 8D (]Q c: 8(X x X). La
self-intersection de Ç est l'application

i © : (D fê)/E, 8D (Ç)/E) -> (Y, V), telle que i fê) « Xi, x^ » = Ç (x,).

Soit Ç, : (X;, 8Xi) —> (Y, V) une application pour i = 1, 2, telle que Ci x ̂  soit trans-
versale sur A (Y) (i. e. Ci et ̂  sont transversaux l'un sur l'autre) alors

Dfêl^^féiX^r'ACY)

est une sous variété compacte de X i X X ^ , telle que 8D (Ci, Ç^) <=ô (XiXX^). L'inter-
section j fêi, Ç^) de Ci avec ̂  est l'application

7féi, ^2) = A-1 féi x ̂ ) : (Dféi, ̂ ), 3Dtëi, Ç,)) ̂  (Y, V).

Soit Ç : (X, 8X) -> (Y, V) une application, alors l'image de la classe fondamentale de
(X, 8X) par ^ est notée par { Ç } e H^x (Y, V; Z^).

Remarques 1. — En posant

^=dimY-dimX; ( i = l , 2 )

et

L3 : H^(Y-U(V), ÔY; Z,) ̂  Hdi,Y-,(Y-U(V), aU(V); Z^) ̂  H^Y-,(Y, V; Z^),

l'isomorphisme composé de l'isomorphisme de la dualité de Poincaré-Lefschetz et celui
de l'excision [U (V) est un voisinage tubulaire ouvert de V et H^ désigne la cohomologie
à supports compacts], on a l'égalité suivante (^i et ̂  etant comme ci-dessus)

{JŒl^2)}=L î l + < ï 2((L< î l)- l({Çl})u(L Î 2)- l({^})).

2. Si Ç : (X, 8X) —> (Y, V) est une immersion à fibre normal trivial et si

Ç-1- :(X,aX)-^(Y,U(V))
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est obtenue « en poussant Ç dans son fibre normal », alors j (Ç, ^+) est homologue à 2 î (Ç)y
donc

{7(Ç, Ç4-)} = OeH^x-dimY(Y, U(V); Z,).

3. En particulier, si Ci, §2 : (X, <9X) —> (Y, V) sont des applications homologues et ^
est une immersion à fibre normal trivial, alors {7 (Ci, ^2) } = 0-

(é) Applications aux 1-disques singuliers en dimension 3. — Soit V une sous-variété de
dimension 2 de M et soit x e n^, (M, V). A partir d'une application (générique)
Ç : (D2, 8D2) -» (M, V) représentant x on peut trouver une homotopie de Ç à une immersion
Ç' représentant x par la théorie des immersions ([H 4], th. 5.7) tout au moins si on choisit
convenablement le jet de Ç le long du bord. On peut aussi y arriver en faisant fuir une à
une les singularités (« parapluies de Whitney ») par le bord, à condition à chaque fois de
changer d'un tour le jet le long du bord.

Le lemme suivant justifie la définition de la fonction

iy: ^(M,V)-^Hi(M,V;Z2), iy(x)={i^)},

iy prend comme valeur sur une classe représentée par une immersion S2 —> M dont Vîmage
est un plan projectif à fibre normal triviale la classe d'homologie non triviale portée par
ce plan projectif.

LEMME. — Soient Ço, Ci : (D2, 8D2) —> (M, V) deux immersions en position générale
représentant x e n^, (M, V), alors {i (Ço) } = { ? (Ci) }•

Démonstration. — II est clair que { î (Ç) } ne dépend que de la classe d'homotopie régu-
lière de Ç. Quitte à faire une homotopie régulière on peut supposer que Ço est transversale
sur Ci. Soit U (V) un voisinage tubulaire de V dans M. S'il y a une immersion

Ç : S 2 =D 2 x{()}^^o}=slx{o l }S l x[0 , l ]^^ l^ ,D2xu |D 2 x{l}^M,

en position générale, telle que Ç | D2 x { ; } = Ç, (i = 0, 1) et que Ç (S1 x [0, 1]) c U (V),
alors { f (Ç) } = { i (Ço) } + { i fêi) } + {7 (Ço, Ci) } dans Hi (M, V; Z^).

Par la remarque 3, {yféo? Ci) } = ° et» puisque [Ç] = 0 dans n^ (M, V), il y a une
homotopie qu'on peut supposer régulière ([H 4]) de Ç à une immersion î,' dont l'image
est contenue dans U (V). Donc { i (Ç) } = 0 et { i (Ço) } = { i féi) }.

En utilisant le fait que les jets le long du bord de Ço et de Ci étendent à une immersion
du disque, on trouve l'immersion Ç | S1 x [0, 1] à partir d'une homotopie

Ço | 8D2 - Ci | 8D2 : 8D2 -> V c: U (V)

à l'aide de ([H 4], th. 5.7) ou en éliminant deux à deux les singularités, un nombre pair
de « parapluies de Whitney », d'une approximation générique.

c. Q. F. D.
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Soit, pour toute composante V^ de V, Vj, un point base de V^. n^ (M, V) [resp. n^ (V)]
désigne la somme directe © TC^ (M, V, î^) [resp. © Tii (V^ , î^)]. Soit

fe fe

^=(^)e^*(M,V).

Il y a une immersion en position générale Ç : (J (D2, ôD2) x fc —> (M, V) telle que
k

Ç (ÔD2 XÂ:) c Vfc et que Ç | (D2, 8D2) xk représente x^ On peut définir

iy(x)= pfé)}eHi(M,V;Z,);

iy (x) ne dépend pas du représentant choisi de x par le lemme et la remarque 1.

PROPOSITION 1. - Soit j'y : n^ (M, V) x 7^ (M, V) -> H^ (M, V; Z^) ^ fonction définie
par jy(x,y) = iy(x+y)—iy(x)-iy(y), alors j'y est symétrique et bi-additive et
jy (x, x) = 0 pour tout x.

En effet, soient x, y e n^ (M, V), Ç et TI des représentants de x et y tels que Ç soit trans-
versal sur T|, alors j'y (x, y) = { j (Ç, T|) }. En utilisant ces propriétés de iy et j'y on
trouve :

COROLLAIRE. — Soient x, y, z e 71^ (M, V). Si x—y appartient au sous-groupe des com-
mutateurs de n^ (M, V), alors iy (x) = iy (y). Si x—y = z+z, alors iy (x) = iy (y).

(c) Une fonction sur H^ (/"1 (S)). — Supposons dans la suite qu'il existe une sphère plongée
R, telle que f \ R soit homotope à un diffeomorphisme R —> S. Dans II § 1 il est montré
que R existe dès que M et N sont compactes, / étant une équivalence d'homotopie. On
note T ==/~ 1 (S) comme au début de ce paragraphe. Il est clair que ij (x+y.K) = i^ (x)
pour tout x E n^ (M, T) et pour tout chemin y joignant R et T. Par conséquent ij définit
une unique fonction ̂  compatible avec la commutativité du diagramme (D) : (h désignera
l'homomorphisme de Hurewicz réduit modulo 2) :

^(/"'(S)) = ©îii(T,)^;©(7c,(M, Tk)IJ#f#s#n^S)) "A^M, T)

(D) I i /r ^ A
HiCf-^S); Z,) --....l/——> H^M./^S); Z,)

Le corollaire implique que ^ factorise par n^ (M, T)^ ® Z^ et donc la commutativité
de (D) définit une fonction i^ qui est une forme quadratique d'après la proposition 1.

DÉFINITION. - ïf : HI (/-1 (S); Z^) —> HI (N; Z^) est la fonction définie par

ïf(x)=t^f^i^x)

(t et/sont introduits dans le paragraphe 2.1).
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PROPOSITION 2. - 1̂ . é^ M^é? /orme? quadratique et la forme bilinéaire symétrique J^
associée à ï^ a la propriété que Jy (x, x) = 0, x e Hi (/-1 (S); Z^).

Soient ^, ^ e Hi (/-1 (S); Z^) et^ soient ^, ^ ^ H^ (M,/-1 (S); Z^) des éléments
tels que 8^ = x, ( i = 1, 2) et que ̂  (Ç,) = 0 e H^ (N, S; Z^), alors

J î. ̂ 2) = L'^L^-^ÇOuCL1)-1^)).

(rf) Digression. — Dans la situation de l'introduction du paragraphe 2, on suppose
en plus que / respecte les homomorphismes d'orientation, c'est-à-dire /* Z ^ Z. On
oriente le fibre normal à S, qui est trivial, et ceci définit par/une orientation transversale
de/"1 (S). Étant donné un cycle x sur/"! (S), il est alors défini le cycle ^+ obtenu en
poussant x dans la direction positive dans le voisinage tubulaire de/"1 (S).

On se donne un isomorphisme de la restriction à S du système local Z (sur N) sur le
système constant Z; ceci définit un isomorphisme de Hi (/-1 (S);/* Z) sur
H! (/-1 (S); Z). Soient x, yeîî^(f~1 (S); Z), si on les conçoit comme éléments de
HiC/'^S^/^on les note par x et y. Soit Ce H^ (M,/-! (S); Z) [resp.
| e H^ (M,/-1 (S);/* Z)] tel que ôÇ = x [resp. 8^ = ^.^ existe parce que

/^:Hi(M,/*Z)-^Hi(N;Z)

est un isomorphisme, cf. le diagramme du paragraphe 2.1].

Étant donnée une orientation { M, 8M} e IL, (M, 8M-, Z), on a deux notions d'enla-
cement, à savoir

l(x, y) = iir^y+ eZ et f(x, y) =î,^y+ eZ.

Modulo 2 ces notions coïncident avec l'enlacement standard à valeurs dans Z^. En parti-
culier IÇc, y)—l(x, y) est pair.

Notons w^ la première classe de Stiefel-Whitney vue comme classe de cohomologie
à valeurs dans le groupe « additif » Z/2 Z [au lieu du groupe « multiplicatif » Gl (1 ; Z)].

Remarque :

^[IÇx, y)-](x, y)] == w^J^x, y)mod2.

Démonstration. — Par linéarité on peut supposer que x est porté par une composante
de/"1 (S) ainsi que y. Soient donnés deux disques immergés transversaux l'un sur l'autre,
Ç, il : (D2, ôD2) -> (M,/- ! (S)), tels que Ç | 3D2 et 11 | 8D2 représentent x et y. Désignons
par 4 ces composantes-là de im Ç n im T| qui sont des arcs immergés à extrémités
/„ e Ç (ôD2) et l"^ e T| (3D2). Si le point l"^ est de multiplicité £„ (s^ = ± 1) dans Ç n ^+,
alors

F(x, y) = ̂  s, et ; (x, y)=^ w^ (/(;,)).

C. Q.F.D.
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