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SUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS PARABOLIQUES DEGENEREES

Par Tapatro MATSUZAWA.

1. InTrRODUCTION. — Dans cet article, nous allons étudier d’abord le
probléme mixte pour une équation d’évolution du type

(1.1) u+t*A (L) u=rf, a0

ou {A(t)},., est une famille d’opérateurs dans un espace hilbertien, non
bornés, autoadjoints, > o, de domaine indépendant de t>>o0. La situa-
tion remarquable est le choix de la classe initiale.

Dans le paragraphe 2, nous démontrons un théoréme d’existence et
d’unicité de la solution faible du probléme de Cauchy pour I’équation (1.2)
(A indépendant de t). Dans le paragraphe 3, nous préparerons quelques
lemmes sur les espaces de Sobolev avec poids. Dans le paragraphe 4, la
régularité des solutions faibles de ce probléme est démontrée.

Ensuite, dans le paragraphe 5, nous allons étudier le probléeme mixte
pour les équations paraboliques dégénérées :

(1.2) w— 1% (@ (@, 8) )yt 18 Y, bi(@, 1) - c (@, ) u=f

i,j=1 i=1
comme application des résultats précédents. On y suppose que o=«
et 2= < 8. L’hypothése
La démonstration du théoréme 5.1, résultat principal dans le para-
graphe 5, se réduit a la théorie de Riesz-Schauder. La théorie de

Pinterpolation et un théoréme de I'unicité (théoréme 5.2), démontré par
M. Y. Ikeda, y sont importants.

oa—1I
2

< @ est exacte.
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Enfin dans le probléme 6, nous montrerons que le probléeme de Cauchy
pour I’équation
(1.3) Up— U+ B uy=—0 (1':V/—_I>,~—oo<x<oo,t>0

a—1I
2

est mal posé au sens de Hadamard si — 1 <f <

L’auteur exprime ses remerciements & MM. Y. Ikeda et T. Ichinosé
qui ont bien voulu discuter avec lui.

2. THEOREME D EXISTENCE ET D UNIiciTE. — Utilisons les notations
dans [8]. Soit Y un espace de Hilbert. On désigne par L*(o, T; Y) les
(classes de) fonctions ¢ — f(t) de carré intégrable sur Jo, T[ (o <T < )
a valeurs dans Y. Muni de la norme

(2.1) <f Lo [k dt>§: | £ {le20,75%)5

L?(o, T; Y) est un espace de Hilbert. On désigne par H'(o, T; Y) les
(classes de) fonctions f telles que f, D,f€L?(o, T; Y), ou D,f désigne
la dérivée (d’ordre 1) de u au sens des distributions sur Jo, T[ & valeurs
dans Y. On le munit de la norme

| fllato,m 0= (| fllEs 0,150+ | De fllEe0,131)) %

o>

Soit maintenant A un opérateur non borné dans Y, autoadjoint, positif
de domaine D(A). On peut définir les puissances A’ de A, € R. D(A?) est
un espace de Hilbert pour la norme

1
[l ellban= ([l elli+ [ A%« |)*.
Pour « réel, > o, on considére I’espace de Hilbert F comme suit :
% AN
F:{u; uel?(o, T;Y), tQuEL‘*(O, T; D<A2>>5,
muni de la norme

* 1
t2A2u

2 1

5

T P — conm)

On considére aussi un sous-espace ® de F comme suit :
5 x '
®—=\¢;veHl (o, T;Y), tzveL2<0, T; D(A‘2>>, v (T) :o}.
® est un espace préhilbertien avec la norme

R
bl

Tellle= (llvll§+ e (o) IR)*
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On a
dcCF,

I'injection étant continue et ® est dense dans F.

DeriniTioN 2.1. — Solent f€L’(o, T; Y) et u, €Y, nous appelons
u€F une solution faible du probléeme
(2 2) Lu=w;+t*Au=f dans Jo, T[,
(2.3) w (0) = u,.

si u vérifie

« 1 @ 1

(2.4) —[u, (e )]+ [ﬁA§u, £* A% e—‘] =[f, vet]+ (uy, ¢(0))y

pour tout v€®. Ici [ , | désigne le produit scalaire dans L?(o, T; Y)
et (, )y dans Y.

TutoriME 2.1. — Supposons que a>>o0. Soit f€L*(o, T; Y) et u,€Y.
Il existe une solution faible u unique dans F pour le probléme (2.2), (2.3).
On a Uinégaluité
(2.5) lleelle<= G (") L1/ Mo, i+ [l o v }-

La constante C ne dépend pas de f€L?(o, T; Y) et de u, €Y.

Démonstration. — (1) L’existence : Posons la forme sesquilinéaire

@1 a1
E(u,v)=—[u, ve )] —1—[t2A‘-’u, t'lAlve—‘], uelF, ved.
Pour tout ¢€®, la forme u — E(u, ¢) est continue sur F. De plus,
il existe une constante K > o telle que
(2.6) [E(o, o) [ |l[v]I’, ve®.

En effet, on vérifie que

o« 1 a1

Re(E(v, v)) = é[] v(o) |3+ ;[v, ve ']+ [tE.AEV, £2A%p e‘l]éKIH |2, ved,

pour K > o assez petit.

Enfin la forme
v—>[f, vet]+ (1, v(0))y

est continue sur ®, pour la norme |||¢]|.

(1) La lettre C pourra désigner les constantes différentes.
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Alors d’aprés le théoreme 1.1, chap. III, [6], il existe u€F avec
E(u, o) =[f, ve ] 4+ (4o, ¥(0))y pour tout ¢€®, i.e. lexistence de la
solution faible est démontrée.

(ii) L’unicité : Soit u€F une solution faible du probléme (2.2), (2.3)
avec f=o0 et u,=o. Dans ce cas, la condition (2.4) est équivalente a

@ et
(2.7) — [, c',]+[t2A21¢, tj-’A%]:o, ped.

Posons
T
v () :f w(t) dr.

Alors y€® et on peut le substituer dans (2.6) et on a

1
A?

L(T)d‘L' dr=o-

T
(@.8) lelioan+; [ &
0 u

Donc u=o.
Le théoréme de graphe fermé donne 'inégalité (2.5).

3. QUELQUES LEMMES SUR LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS. —
Y étant un espace de Hilbert comme ci-dessus. Pour r réel, o Zr—1,
posons

Vo(o, T;Y)={u;uel?(o, T;Y), tru,el? (o, T; Y) }.

V,(o, T; Y) est un espace hilbertien avec la norme

1
e [lvoo,mvy= ([l @[lt0,m;v)+ [| & we || 0,7, 1))

Nous posons

V. (0, T; Y) = adhérence de CZ (o, T; Y) dans V" (o, T; Y).

Pour s réel, o <s< 1, désignons par H(o, T;Y) l’espace des fonc-
a valeurs dans Y telles que

tions u a
I} 2 [lots 0,11 = <[| |0, 157) —+—f f I u(t)_ll;(;) ”Ydtd't> < .

Aussi nous posons

[E1

s (0, T; Y) — adhérence de CZ (o, T; Y) dans H¢ (o0, T; Y).

Lemme 3.1. — Soit r réel, o <r <<1. Nous avons Uinclusion algébrique
et topologique

V.(0, T; Y)cHs (o, T; Y)

pour tout s avec 0 s 1 —r.
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Démonstration. — (i) Le cas éér< 1 : Prenons ¢€Cj(o, T; Y).

On a
T dit T
f tﬁf | ¢(a+¢) —¢ (o) |3 do

T dt T G+7T 2
:f t'—’~"”f f ¢ () dr|| do
0 0 G Y
T dt T I T
— 2+t 2—2r ___ 4221 27—1 / 2
[ [ e e ds [ (0 i de
0 0 3
T

dt T
= Ctef tmf a* || ¢ (o) ||x do
0 0

=Cte||¢[lv,0,1;%

si 2s4+2r—1<<1 donc si s<<1—r.

(ii) Le cas o=r<>- Pour v€C;(0,T;Y), on a

p(e+1t)—v(o) :tf ¢ (o + 0¢) do.

0

Alors pour t > o, on a

f [[v(d—i—t)—s«'(a)[]%do-:t?f do

Tt T
éﬁfo dcfo (_amfo (a4 00)¥ )¢/ (g +00) |§ do

1 T 1
—e osp [ —B d"f (¢ ++02)2r (| ¢/ (o + 0¢) |3 do
= | Gexanr) )

2

lf o+ 0¢)db

0£6£T
T
~ Cte tg—z"f o || ¢ (o) [|3 do.
0

Donc nous avons

T dt T
f tmf |o(c+1t) —v(a)|3do

T a

éCtef 25 2=, oy
0

Z Cte | ¢[[¥, 0,159

sis<<i—r.
C. Q. F. D.
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 2
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Ensuite, soit A comme ci-dessus. Pour mréel, 0 << m =1 et a, s réels, > o,
désignons par Wr'(a, s) I'espace des fonctions w telles que

(3.1) vel” (o, T;Y),
.(3.2) t*uel?(o, T; D(A%)).

Nous prenons pour norme :
1
ey @, 9= e [ffimorim)+ [ 22 [[E2 0,00 00) 7

Nous posons
Wi («, s) = adhérence de CZ (0, T; Y) dans W (a, s).
Lemme 3.2 (¢f. [2]). — Pour tout nombre a, m, o <m=rt <m;é ;)
et tout 0, 0 0 1, nous avons Utnclusion algébrique et topologique
(3.3) Wi (a2, s) c Wi (B, s(1—0))

avec 3 =(1—0)a —Om (et s> o0).

)

Démonstration. — Suivons la maniére de démontrer le théoréme 1.1 [2].

(i) Pour 6 =1, i.e. 3 =—m, on a l'inégalité
(3.4) [ e e iz, 10 == Gl [, 1.y
(voir chap. I [8]). Ceci démontre le lemme dans le cas § = — m.

(i) Soit u€ W2 (a, s). On a d’aprés (3.2) et (3.4) :

t*uel? (o, T; D(AY)),

3.5
(3-9) % t"uel?(o, T;Y)

{=U{+1in étant un nombre complexe, considérons la fonction holo-
morphe a valeurs dans L*(o, T;Y) :

w (g, t) = t=02=Lm g (¢),
Nous vérifions a partir de (3.5) :

w(in, t) €L (o, T; D(A)). SEIIIP o (@0, ) flerpagn < + ©,
w(1+in, t) €Ll (o, T; Y) sup |w(r+in, . ) [fap,mm <+ .
Nous avons, en utilisant la théorie de « l'interpolation holomorphe »

(voir [8]) :
ti=be—my () = (0, t) €L2 (o, T; D (Ast-D)y),

@0, . ) o, m;mAsti-om <= C ([ %% (e, 1m0 + [[ £ 8 20, 7:1)) -

D’ou s’ensuit le lemme 3.2 par (3.3).
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4. EQuAaTION D’EVOLUTION u,+ t*Au={f, a >o.

LemuMmE 4.1 (¢f. th. 10.1, chap. 1[8] et th. 1.2 [2]). — Pour u € Wi(«, 1),

on a

(&.1) u(o)eD(A‘lT“lr”)

L’application u— u (o) est continue et surjective de Wy («, 1) dans D <A‘”°‘+ ”) cY.

H
I 1
Démonstration. — Posant t =3¢*"", 4 ( ), on a
_t
(b.2) @, e L2 (o, T*; Y),
1
(%.3) @@+ el? (o, To+; D(A)).

Alors, par le théoréme 10.1, chap. 1 dans [8] (théoréme de trace et d’inter-
polation), on a

2 (o) =u(o) ED(A,WZT))

et la surjectivité de I’application.
1
La surjectivité de l’application Wi(«, 1)Du — u(o)ED(A"““’) est

aussi démontrée par le théoréeme suivant :

1
TatoriEmMeE 4.1. — Soit a>o0. Pour tout uoeD<A2‘°‘+”> il existe u
unique dans Wy(a, 1) tel que

(%.4) | Lu=uwu,+t*Au=o dans]o, T[.
(&.5) ‘ ©(0) = u,.
On a Uinégalité
(%.6) [l llwy @ 0= Cll o |\ ey
Démonstration. — Utilisons la diagonalisation de A. D’aprés la théorie

de la décomposition spectrale (cf. [3]) il existe :

(1) une somme mesurable hilbertienne
®
= [ H@dp(d),  o<hzi<em,

dy.(2) = mesure de Radon >0 sur [A,, + o [;

)
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(i) un opérateur unitaire U de Y sur [A,, + o[ qui applique D(A)
sur K,, ol

(b.7) Kiy={v;veX, hveX],
avec

| Iolloec=( 1000 gy s (1)
et tel que

(%.8) , U(Au) =A(Uu) ueD(A).

On vérifie que

(%.9) U est un isomorphisme de D (A%) sur i<y,
ou

(k.10) Ky={v;re, VreX], 0 0.
avec

elae=( 720000 e M)f.

0

On a v€ XKy si, et seulement si A'v€ K (car A,> o0 et 62> 0), et la norme
sur Ky équivaut a la norme du graphe.

Pour feL*(o, T; Y), on définit Uf par
' (AS) (8) =U(f(£)) p-Pp-

et de méme pour f€L(o, T; D(A%). Alors, U est un isomorphisme de
L2(o, T; D(A%) sur L2(o, T; K).

Démontrons que la solution du probléeme (4.4), (4.5) est donnée par

_ll+l
(B.11) u(t)_—_exp< pp A>u0.

Comme <‘uexp<— Ll A>u0> = exp<_f:1 7\)% Uy, ON a

a—+1 a

T ® — g a1
) [oman= [ de [ exp( T2 1) (300 g, din ()
0 )

® 1
=Gte [ 25| W [yt (A)
Y

= Cteﬂ U u, ”;C 1

2 (a=1)
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Et aussi on a
“ ‘u’ul “IZ}(O,T;JC): ”‘u,(t“A lt(t)) ”E!(O,T;ﬂ{)

T “ — 21
:f dt [ {222 exp(
0 v o @41

=Cte||Wu, [|*
P

2(%+1)

) [t e i ()

Ce qui équivaut & u€W;(2, 1) et on voit immédiatement que u

vérifie (4.4), (4.5).

TaftoriME 4.2. — Soit «>>0. Soit u€F la solutvon farble (cf. déf 2.1
et th. 2.1) du probléme :

(h.12) Lu=u,+Au=f dans]o, T[,
(f.13) u(o) =o,
avec f€L?(o, T; Y). Alors ue L2<0, T; D<A?:?‘>> et on a l'inégalité
(8.14) el g, (am)) = G 1 llr0 )
La constante C ne dépend pas de f€L?(o, T; T).
Démonstration. — Pour f€L?(o, T; Y), définissons f5 (A 2,) par

{‘va(Y), hoZy £

(k.15) (W) (1) = =

Alors nous avons

(k.16) (£ €L (0, T; D(AY), 020 <,
(b.17) lim fi=/f dans L2(o, T;Y).
h> o

On vérifie immédiatement que

_ (l°‘+‘t—f°‘+) A

(%.18) 1y, () f exp pogp

;f)\ (t)dr

est la solution du probléme (4.12), (4.13) avec f = f.. Par le théoréme 2.1,
on a

(k.19) (len [l <= G| S [er 0, %)

Donc, en faisant A vers l'infini, on voit que la solution faible du pro-
bléme (4.12), (4.13) est donnée par

(.20) f)_f c\p - \Sf( 7) dr.

o —+1
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Nous démontrons maintenant I'inégalité (4.14). Posons ¢ (X, t) = alf,

2

[l
ST

dt

s dp- () dt

)\““f exp{—(ﬂﬂ—ﬂﬂ)l}v(l, T) dt -
3

_/f a1 20
4] a’p.(})f <f xm+1exp§:(_.}§)__lx}uv(x, r)[lx(A)dr>2dt

éctef cw)f o, 0) 3cq de

dp.(X) dt

—ce [ [ 1 s ()

= Gte [| WS |12 o, . 50)-
Ce qui démontre I'inégalité (4.14).

TutortME 4.3. — Sotent f€L?(0, T; Y) et u€F la solution fairble du
probléme (4.12), (4.13). Il existe une constante C telle que

|

La constante C ne dépend pas de f€L*(o, T; Y).

Démonstration. — Pour fe€L?(o, T; Y), posons f,, us comme dans la
démonstration du théoréme 4.3. Alors on trouve que u, € H' (o, T; D (A%)),
00 <o, et u, est la solution (forte) du probléme (4.12), (4.13) avec
=1

Prenons ((t) € C"[o, T] tel que

(h.21) o150 Gl fll wonv-

I, Oété £)
T(t) = 2
o, t=T.
ati 1
Compte tenu de t * {A*u; €® et de
A+1 1 & 41 1 a—1 1 x-+1 1
L<tT§z\§ux>:tTCA‘:’ \ r+1 £ LA+t ¢ LA .

Nous avons, par 'inégalité (2.6),

Lt (0, T; Y) ~+—”t 2 /XlL,

2

x+1 1 l

t® A

<] 2

(4.22)

L0, T;Y)

’§ A2 IL)\”

t?:\ll)H

Ht LA w,

a+l

¢t QA w, H

41—!—1
£ CA uy, ”

+
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Ici, nous avons noté par | . | la norme dans L*(o, T; Y). D’ou nous
avons
P 2 a2 |
.2 t CAw || ZCU A e 2CAw ]|+ (| ]]? S
(4.23) [ senal zclipnllesennl +

pour une autre constante C qui ne dépend pas de f, A [I'inégalité (2.5)].
En faisant tendre A vers l'infini on a

(4.24) H ZQ%C Au Hmw,m’)éCHfHL*(o,T;w-

D’ol on a le théoréme 4.3.

TutorEME 4.4. — Soit a>>0. Considérons le probléme :
(4.12) Lu=u,+t*Au=f dans Jo, TJ,
(4.13) w(o) =o,

avec f€L?(o, T; Y).

Alors il existe une solution u (donnée par (4.20)) unique dans Wq(a, 1).
De plus, il existe une constante C telle que

(4.95) [ e[| a1 = C| £ s o1 -
La constante C ne dépend pas de f€L*(o, T; Y).

Démonstration. — Par le théoréme 4.3 et le lemme 3.1, nous avons
ueH"(o, T; Y) pour tout m, oém<:—z et

[ & [lum 0,10 <= G (m) [| [z, 157

oA I
donc nous avons uEW}"(E, 5) et

(. 26) 1y, (2, 5= € m) 1 f o, oLm< -

D’autre part, d’apres le lemme 3.2 on a

. > a1 o a 1 I 1
r m _ _ n - S — —_
(IA.27) WT<2y2>CWT<2+/ﬁ 252<I (Z+I>>,

I—m
a2

ou k=

’0<m<§et’o<k<é-
Prenons {€C”[o, T] comme dans la démonstration du théoréme 4.3.

[+ 1
A s . 5 +ke 43
De la méme maniére que ci-dessus, en tenant compte de t* (A'w, €0,
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on a
2

20,1 y)+ || A ([T 0,15 1)

(e.22)' 3 ; ‘

= 4k ot
2 A,

2

&€ 1 1
e e A [+ 5 i AT

2

tT"+kC,A%zq“.

4 e A | .

Par (4.26), (4.27), on trouve que

vorn= G, (% 1(+55)) = G |3 o, 1)
T\ 22 @1

o, 1 1

—_ k- ot
t? 22 Ay,

D’ou nous avons comme au (4.24),

(f.24)’ | 24 A w || o, rmy= G| flliz,mw)
D’ou nous avons

(%.28) [l et fleeio, 1) = G| f (fe 0,10

Encore par le lemme 3.1, on a u€H"(o, T; Y) pour m, tel que

I a I I
5 <mi<1—k et donc ueW?‘(;;)- Alors, comme > <m;<1, on a
(’p'27)/ W{Fl(ff, 1>CWmi<f_£,l(1__ ! )).
2 2 2 2 2 \ a—+1
-3 1 [+2

1
Dans le calcul (4.22), on prend #*{A’w, au lieu de t-2+kZA§u-,‘, on a
t*{Auel?(o, T; Y), d’ott u,€L?(0, T; Y) et on obtient le théoréme 4.4.

Ajouté en épreuves. Cette démonstration est incompléte. Une démonstra-
tion compléte paraitra dans un article ultérieur.

Nous supposons maintenant que A(t) est un opérateur non borné, auto-
adjoint, > o pour chaque t€[o, T] et D(A(¢)) est indépendant de ¢. Nous
supposons en outre que {—A(¢) est continue de [o, T] dans £(X,Y)
ou X = D(A(0)).

Sous ces hypothéses on va démontrer le

Tutorime 4.5. — Soit A(t) comme ci-dessus. On considére le probléme
(%.29) Lu=uwu,+t*A(t)u=yf dans ]o, T[,
(%.30) w (o) =o,

avec f€L?(o, T; Y). Il existe une solution u unique dans Wy(a, 1) et on a

(v.31) [l llwen== Gl Moo, 10

La constante C ne dépend pas de f.
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Démonstration. — D’abord considérons le probléme
(5.32) Liu=u,+t*A (o) u=jf dans Jo, o[,
(%.33) u(o) =o,

avec f€L?(o, 3; Y) et 0 <8T. Par le théoréme 4.4, il existe une solu-
tion uw unique dans W;(a, 1) telle que

(.34) [l [l @, 0= Gl f iz o, 233-
Désignons par L' Dapplication L%(o,8;Y) D f— ueWi(a, 1).
(4.34) s’écrit :

(&.35) l Ljif“w%(a,a)éCHf“L’(w?;\')-

La constante C ne dépend pas de 3, 0 <o <T.
Comme ’équation (4.29) s’écrit.:

(%.36) w+ 1% A (o) u~+ % (A (¢) — A (o)) u=f,

le probléeme (4.29), (4.30) est équivaut a 1’équation

(4.37) u+Li'Lau=L7'f, feli(o,8;Y),

ou Lyu=t*(A(t) — A(o))u pour u€ W;(«, 1) avec u(o) =o.

Ensuite, pour ¢ > o quelconque, on peut prendre ¢ > o tel que

lA() —A(0) [[pxy=s o=t=0.

Donc, si on prend ¢ > o assez petit, on a

=

— I
” Lﬂ Lz ”(w :3‘“’1)‘ w-'fi““‘ 1}) 5

La solution de (4.37) est uniquement donnée par

(4.38) w=lim u, [dans W} (a,1)],
m>w»
ou u,=L7" et u,=—L"Lyu,,+ L'f, pour n> 2.

. . b X ,
La théorie classique s’adopte pour - <<tT et on obtient le théo-

réeme 4.5.
Ann. Eec. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 3



14 T. MATSUZAWA.

En combinant le théoréme 4.1 et le théoréme 4.5, on obtient le

TutoriME 4.6. — Sotent a>~o0 et A(t) comme dans le théoréme 4.5.
Il existe une solution w unique dans Wy(a, 1) pour le probléme
(.39) Lu=uwu+t*A(t) u=f dans]o, T,
(e.40) w(0) = u,,

avec f€L? (0, T;Y), use D(‘\(O)m]—))‘
De plus, on a
(h.41) (|« H“,vir(% “é C ; [| £z, 7 v)+ || %o HD(A(O)‘—) ?’

2(7%+1)
La constante C ne dépend pas de f, u,.

5. L’fouaTIiON

n n
-
Uy — t* Z (@i (2, ) Uy;)a;+ t@Zbi(x, t) Uy, +c(z, t) u=F.

ij=1 i=1
Nous allons donner quelques exemples d’applications des résultats pré-
cédents.
Nous rappelons que
(8.1) We(B,s)={u;uel?(o, T;Y), Buel?(o, T; D(A%)) .

Par la méthode complexe (cf. la démonstration du théoréme 14.2,
chap. 1, [8]), on a facilement

(5'2) [ OT(Ba S),Lz(O,T;Y)]e: OT(OxB’es)a Oéeél, 0.

Ensuite, désignons Wy («,s) ={u;u€ Wy(a,s), u(o) =o}. Wy(a,s) est
un sous-espace hilbertien de Wj(«,s). D’aprés la démonstration du
lemme 3.2, nous avons l'inclusion algébrique et topologique

2

(5.3) OW%(a,I)CW%(ﬁ,Sii)cW%(ﬁ, ;) a0, B>

Lemme 5.1. — Si lUinjection Wy(a,1) = L*(0, T;Y) est compacte,
alors Uinjection
a—1

2

Wi, ) >Wi(8, 2] amo,  p>
est compacte.
Démonstration. — Soit Il Dinjection canonique de L*(o, T;Y) sur
L?(o, T; Y). Posons & =1L*(o, T; Y). Alors, par (5.3), on a

e e, @) ne( Wi 0, Wi(s 252)) axo, g

a—1I
2
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Par le théoréme d’interpolation (cf. théoreme 5.1, chap. 1, [8]) et par (5.2),
on a

e e (W (z, 0, T, Wi(80, B2 0)), oz,

D’autre part, par hypothese, I'injection
oWi(a, 1) > [(Wi(a, 1), T, o< <1

est compacte (¢f. théoreme 16.2, chap. 1, [8]). D’ou l'injection

A +1I

Wi (2, 1) <->[oww,x>,mo>—>m<:30,5"“6), 0<0<i

est compacte.

S1 {3>a;I, il existe un 0,=0,(() tel que
B0~ %=1 o PEIgo I g oy
2 a—+1 2

Done, par (5.3), nous avons démontré que l’injection
owua,l)éwg@c,é), a0, 0,0 <1

est compacte. D’ou nous déduisons que ’injection

Ow’i‘(a7 I)'}W'(l)’<6a %>7 >0, §>
est compacte.

C. Q. F. D.

Soit maintenant Q un ouvert de R" borné de frontiére I' assez régu-
liere. Soit Q le cylindre Q=QX]o, T[,0<T <. Prenons a;(z,t),
1=1i,j<n, & valeurs réelles, €C!(Q), et telles que

n
(3.4) Yoay(@ 0Ly [EE (2, 0€Q, LeRy  ay=ay

i,j=1
pour quelque constante y>o.

Prenons Y = L*(Q),

n

At)u=— 2 (i) (2, £) )
i,j=1

D (A (1)) =H'(Q) n 12 (L),

et posons
Mi(a, 1) ={u; ueH] (o, T; L2(R)), t*uel? (o, T}; H'(Q)nH2(Q)) L
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Miy(a, 1) est un espace hilbertien muni de la norme

i

S

[| HJ!‘L,’.(oz,x): ( Il e [lfis o, 753+ | €0 ”E’(o,T;l’mﬂmu*\s‘.n))
On applique le théoréme 4.6 et obtient la

Prorosrtion 5.1. — Supposons que a>o0. Sotent Q, Q, a;;(x, t) comme
ci-dessus. Il existe wu€Niy(x, 1) unique, tel que

(5.5) Lu=ut— 13‘2 (@ij (2, t) Ug) ;= f dansQ,
i,j=1
(5.6) u(zx, o) =u,(x) surQ

pour f€L?(Q), us€Du(Q) = [H'(Q) nH*(Q), L*(Q) .o

2(+1)
On a Uinégalité
(8.7) e llomgio, == G UL T+ T [In, e -
La constante C ne dépend pas de f, u,.

Remarque. — Par les résultats dans [5] et [7], on a

1
D () =H*F1(Q) si oZa<1,

o 1
(5.8) D, (Q)cH?(Q),
1
D, (Q) = H*+1(Q) si 1< a.
TutoriME 5.1. — Sotent Q, Q, a;;(x, t) comme ci-dessus. Soient b;(z, t),
1Z1Zn et c(z,t) les fonctions a valeurs complexes, mesurables et bornées

o —

> < B. Alors, il existe ueMi(a, 1)

dans Q. On suppose que o—x et

unique, tel que

n

(5.9) Lu=u,— ¢t Z (@ (2, 8) Uz,) 2, + 8 Zb,—(x, t) Uy, +c(x, t) u=f dansQ,
i.j=1 i=1

(5.10) u(z, 0) =y (x) sur Q
pour f€L?*(Q) et u,€D,(Q).
On a Uinégalité
(8.11) [l llons == G U (e @+ [l 0 (o @ -
La constante C ne dépend pas de f, u,.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 5.1, et de (5.3), il
suffit de démontrer le cas u,=o.
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Posons
n
Liu—=u,—t* 2 (aijx, t) un),,.,
t,j=1
D(L)={u;uedMi(a,1), u(x,o0)=o}.
n
Lgu:tﬂz‘bi(a?, ) Up,+c(z, t)u,

i=1 -

D(L;) =D(L,).

L, est une application continue de D(L,) - L*(Q) et L. est comple-
tement continue de D(L,)—>L2*(Q) si a>o0 et 3> En effet,

o —1I
2

posons
oM (0, 0) ={u; ueH! (0, T; L2(Q)), ue M} (a, 8), u(x, 0) =0},
Mg (B, 0) ={u; uel(o, T; L2(Q)), Buel?(o, T; [I1'(Q) nH2(Q), L2 () ]},
001,

D’aprés le lemme 3.2, on a

W4 (, I)C(,on%(o, - +1> CH:E?’1 Q).
Done, Ulinjection IMg(e, 1) > L2(Q)=L2(o, T; L*(Q)) est compacte.
On applique le lemme 5.1 aux espaces IMg(a, 0) et My (B, «) et on a

I'injection compacte
M (2, x)cJﬂ%(ﬁ, é>, B>

2

D’autre part, on a |[H*(Q)nH?*(Q), L*(Q)],=H"(Q) (c¢f. [5]). Donc L,

est complétement continue.
Le probléme est de démontrer ’existence de la solution de 1’équation

(5.12) Liu+ Lyu= f, fel2(Q).

Par la proposition 5.1, il existe application continue L=* de L?*(Q) sur
D(L,) = (oM; (2, 1) et I’équation (5.12) équivaut a

(5.13) u+L'Lu=L7"f fel*(Q), weD(L),

ou L7'L. est une application complétement continue de D(L,)= D(L,)
dans D(L,). Par la théorie de Riesz-Schauder (¢f. [13], par exemple), la

solvabilité et P'unicité de I’équation (5.13) sont équivalentes. L’unicité
est assurée par le théoréme suivant :

TukoriME 5.2. — Supposons que aéo,@>z—;—l- Soit ueNy(a, 1)

vérifiant (5.9), (5.10) avec f =o, u,=o. Alors u=o dans Q.
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Démonstration. — Multiplions chaque coté de (5.9) par ue* ), h(t) déter-
minée plus tard, nous avons

- T n
Re<f f”‘ e 0 dzv dt _f f‘“Z (1) (2, £) tyy), GO dz dl
0 Q 0 Q

Lj=1

+f f tﬁZbi(a}, t) Uy, e () dx dt +f fc(x, t) uwe () dz dt> —=o,
0 = 0 Q

o<tLT.

Notons que nous avons

f f B (x, t) uy, e ) dx dt
0 YO
e sf f ) uy, 20 dx dt + G (:)f f 28— | u |2 20 dig dt, c>o.
0 JQ 0 YO

La constante C(c) ne dépend pas de 1,0<7ZT.

Nous avons enfin

n -
. T
= u(z, ) P et da + C‘Z f f 1|ty | €0 i
2 Ja ; 0o JQ

i=1
T
éf f(/e”(t) 4GB 4 Gy) |u PO it
0o JQ

pour quelques constantes C,, C,, C;>o0 qui ne dépendent pas de =,

o<t<T. Par la condition B>i:2:—l, on a 20 —a>—1. Si lon

définit
h(t) =— w — Cyt,
1+2B8—a
alors on a
ueth e g (a, 1)
et

A (t) — Cyt?b—2— Cy—=o, 0Lt .

Donc on a u=o dans Q.
C. Q. F. D.

6. ProBrLiME DE CAUCHY POUR L’EQUATION U, — l*U,,+ itPu,=o. —

a—I s 1 .
Supposons que —1 <{} <——. Considérons le probléme de Cauchy pour
I’équation
(6.1) U — U+ 1B ur=0 dans RXZ={(x, t); (2, t)eR? t >0},

ou i=y—1.






