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ETUDE DE CERTAINES REPRESENTATIONS
INDUITES D’UN GROUPE DE LIE
RESOLUBLE EXPONENTIEL

Par Micake VERGNE

———oa—

INTRODUCTION.

Soient g une algébre de Lie réelle nilpotente et G le groupe de Lie réel
simplement connexe d’algébre de Lie g. Kirillov a montré qu’il existe une
correspondance bijective entre I'espace g*/G des orbites de G agissant
par la représentation coadjointe dans ’espace dual g* de g et P’espace G
des classes de représentations unitaires irréductibles de G [6].

Les résultats de Kirillov qui conduisent & cette correspondance sont
les suivants :

A. Toute représentation unitaire irréductible de G peut s’obtenir par
induction d’un caractére y d’un sous-groupe H fermé connexe de G; soit
alors hj I’algébre de Lie de H et f le caractére de I’algébre de Lie ) défini
par dy =if (on a donc f[h, h]) = o).

Désignons encore par f une forme linéaire sur g prolongeant f sur lj, et
soit B, la forme bilinéaire alternée sur g définie par B,(X, Y) = f([X, Y]).
Alors | est un sous-espace totalement isotrope maximal pour la forme B,.

B. Pour toute fe€g*, notons M(f; g) 'ensemble de sous-algebres |
de g dont le sous-espace vectoriel sous-jacent soit totalement isotrope
maximal pour la forme B; et si h€ M(f; g) notons p(f; h; g) la repré-
sentation induite a G par le caractére y, , du groupe analytique H d’algébre
de Lie ) dont la différentielle dy, , est if]}.

Soit feg™, alors il existe un l appartenant a M(f; g). La représen-
tation o(f; h; g) est irréductible et ne dépend pas de la sous-algébre |
choisie.
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C. On peut donc associer a toute orbite O de G dans g* un élément p (0)
de G en posant

p(O)=0p(f;h;9) pour f€O et heM(f;39).

L’application p est bijective.

Bernat [1] a alors étendu cette correspondance bijective entre G et
Iespace g*/G a un groupe G résoluble exponentiel (on dit qu’un groupe G
est résoluble exponentiel, s’il est résoluble et simplement connexe et si
Papplication exponentielle de 1'algebre de Lie g dans G est un difféo-
morphisme).

Les résultats de Bernat qui permettent d’établir cette correspondance
sont les suivants : :

A. reste identique.

Par contre, si h€M(f; g), il est bien connu que la représentation
o(f; h; g) n’est en général pas irréductible. On notera I(f;g) le sous-
ensemble de M(f; g) formé des h) telles que p(f;}; g) soit irréductible.
Alors I’assertion B doit étre remplacée par I’assertion suivante :

B’. Soit feg*, alors il existe un lj appartenant a I(f; g), et la repré-
sentation irréductible o(f; l; g) ne dépend pas de la sous-algebre |
de I(f; g) choisie.

On associe alors de méme a toute orbite O de G dans g* un élément o (O)
de G, en posant

p(0)=p(f5h;8) pour fe€O et hel(f;s).

C est alors identique.

Il se pose alors naturellement le probléme de la détermination du sous-
ensemble I(f; g¢) de M(f; g), et ceci a été résolu par Pukanszky [9]. Rappe-
lons le résultat.

SiheM(f; g), alors on démontre immédiatement que H.f est un ouvert
de f+h* (si g est nilpotente, H.f orbite de f par une représentation
unipotente du groupe H est aussi fermée d’apreés un théoréme de Rosenlicht,
potr [10]); par conséquent, on a H.f=f-+h* quelle que soit h€ M(f; (g)).

Le critére d’irréductibilité de Pukanszky s’énonce ainsi : Soit G un groupe
résoluble exponentiel; alors lhj appartient a I(f; g) si et seulement si
H.f=f+ht.

Enfin Pukanszky [8] a aussi montré que si h&€M(f; g), la représen-
tation o(f; h; g) (non nécessairement irréductible) se décompose cepen-
dant en somme finie de représentations irréductibles, sans toutefois
préciser cette décomposition.
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On déterminera dans cet article la décomposition exacte de la repré-
sentation ¢(f; by; ). Enongons dés a présent le résultat; il s’agit de déter-
miner les orbites O de G dans g* telles que la représentation p(O) inter-
vienne effectivement dans la décomposition de p(f; h; g) et la multiplicité
d’une telle représentation.

Le critére d’irréductibilité de Pukanszky ainsi que 1’étude d’exemples
simples suggérent que cette décomposition est en rapport avec ’action
du groupe H dans I’espace affine (f+4 h*). Ceci est bien le cas : Une repré-
sentation p(0O) intervient dans la décomposition de o(f; h; g) si et seule-
ment si ON(f+h*) est un ouvert non vide de (f+h*). Le groupe H
agit dans ON(f+h*). 1l est facile de voir alors que chaque orbite de H
dans ON(f+ht) est ouverte dans (f+ht). On démontrera que le
nombre ¢(O; f; ) de ces orbites est fini et est égal a la multiplicité de
la représentation ¢ (O) dans la décomposition p(f; h; g).

Cette multiplicité peut étre strictement plus grande que 1 comme le
montrera ’exemple de la fin de D’article, et contrairement a ce qui avait
été un peu trop rapidement conjecturé dans [11].

Enfin nous n’utiliserons dans cet article que les résultats de la theése
de Bernat, et par conséquent un intérét non négligeable sera de retrouver
le critére d’irréductibilité de Pukanszky.

I. — Résultats généraux.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif.
Soit B une forme bilinéaire alternée sur V et soit N(B) son noyau, c’est-
a-dire

N(B) ={xe€V; B(z, y) =o pour tout ye V.

Soit B:V-—V* Ilapplication de V dans son dual définie par
B(2) (y) = B(y, ).
Si W est un sous-espace de V, on notera W* I’orthogonal de W dans V*,
c’est-a-dire
Wi={0eV*; ¢ (w)=o0 pour tout we W}
et W® I'orthogonal de W dans V par rapport a la forme B, c’est-a-dire
We={xeV; B(«, w) =o pour tout we W }.

On vérifie immédiatement les formules suivantes :

(@) KerB =N(B), InB=N®B)L;
(b) dimWP=dimV — dim'W + dim (WnN (B)),
(¢) (W =W - N(B);

(d) B(W) = (W)L,
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On dit que W est un sous-espace totalement isotrope si la restriction de B
a W est identiquement nulle. Alors W est un sous-espace totalement iso-
trope maximal si et seulement st W= W?", ou encore si et seulement si W

> (dimV + dim N(B)).

Soit g une algebre de Lie et fun point de g*. Soit B, la forme bilinéaire
alternée sur g définie par B,(X, Y) =f([X, Y]). On a alors

est totalement isotrope et si dim W=

N(By)=e(f)={Xeg; f(|X,Y]) =o pour tout YE g |

et g(f) est une sous-algébre de g.

Si W est un sous-espace vectoriel de g, on notera W/ I'orthogonal de W
par rapport a la forme B,. Si W est un idéal de g, W/ est une sous-
algébre de g.

Si Xe&g, on notera X. f I’élément de g* défini par

(X./) (Y) =—f[X, Y]=B,X).

St donc W est un sous-espace vectoriel de g et si W.f désigne I’espace
vecteriel des formes X.f ou X€ W, on a d’apres la formule (d),

(e) W.f= (W/)L.

On notera S(f; g) I'ensemble des sous-algebres l) de g telles que le sous-
espace vectoriel sous-jacent a l soit totalement isotrope pour B/, c’est-
a-dire ’ensemble des sous-algebres ) de g telles que f([h, h]) = o.

Si heS(f; g9), on dira que lj est une sous-algébre subordonnée a f.
On notera M(f; g) 'ensemble des sous-algébres ) de g telles que le sous-
espace vectoriel sous-jacent a lj soit totalement isotrope maximal pour
la forme Bj,; c’est-a-dire I’ensemble des sous-algebres lj de g telles que

f([h, b)) = o et telle que

dimh = = (dimg + dimg (f)).

I
P

Prorosition 1. — Soit o un idéal abélien de g et h€ M(f; g). Posons
ho=hno', hy=h,+a et k=l + a. Alors :

10 B, définit par passage aux quotients une forme bilinéaire B:hfly, < a/h n a—~R
qut met en dualité hfl, et a/hna et induit un isomorphisme de l,-modules
de h/h, et de (a/hna).

20 On a quel que soit H,€l,,

Trly'/hy ad = é (Trk/hadH,— Trk/h adlly).

30 h'e M(f; 9)-
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Démonstration. — Comme f([h,, a]) =f([h, hna])=0 B, définit par
passage aux quotients une forme bilinéaire B : h/h, X a/hna —R.

Or si Hel est tel que B,(H, a) =0, alors Helhna'=V,; de méme,
si A€na est tel que B,(A, h)=o0, alors Aeh/na=hna. B est donc
une dualité.

Les espaces h/h), et a/hna sont tous deux munis d’une structure de
ho-modules. Soit HEl) et A€n et h et a les images de H et A dans h/h,
et a/hnua, alors

B(H,.%, a) + B (2, H,.a) :f([[Hoa HJ7 A]) +f([Ha [H07 A]])
=/ ([H,, [H, A]]) = o,
car Hyeaof et [H,Aleu.

On a donc démontré le 1° et ceci prouve, en particulier, que
dime — dimhne=dimh — dim},
et que
Trh/hyadH,=—Tra/hnaadll, si I, €l,.
Montrons que h’€M(f; g); il est clair que h’'€S(f; g).

D’autre part,

diml)’ = dim by 4+ dima — dimb, N a.

Or, comme aCa/,
hhna=hna.

Il vient donc
diml = dim}/ et YeM(f;g).

Il reste a prouver 2°.

Les h,-modules h’/h,=h,+ a/hy>~a/h,n o= a/h N o sont canoniquement
isomorphes. On a donc

Trly' [y adlly=Tra/hnaadlly=— Trh/l, adll,,

or
Trk/h, ad = Trk/l adlly+ Trh/l, ad H,
= Trk/y adHy+ Trl /b, ad H,.

Par soustraction, on obtient 1’égalité cherchée.

Soit f€g*. On note ¢(f; g) la dimension d’un sous-espace totalement
1sotrope maximal pour la forme B,. Si k est une sous-algébre de g, on se
permettra de noter i(f; k) la dimension d’un sous-espace totalement
1sotrope maximal pour la restriction de la forme B, a k.
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Lemme 1. — Sott a un idéal abélien de g, alors
i(f;8)=i(f; o).

En effet, soit W un sous-espace totalement isotrope maximal pour la
forme B, restreinte a o/.

On a aC'W, car a 4+ W est un sous-espace totalement isotrope. Il s’agit
de prouver que W est un sous-espace totalement isotrope maximal dans g.
Or ceci est évident, car si z€ W/, alors z€ o/ et donc z€ W.

Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g. G opére dans g* au moyen
de la représentation coadjointe. Si g€ G et f€g*, on notera g.f le trans-
formé de f par g et on notera O(f) 'orbite de f sous G. La différentielle
de 'application g g.f de G dans g* est 'application de g dans g* défini
par X — X.f.

St heS(f; g) et si H est le sous-groupe analytique d’algébre de Lie |,
il est clair que H.fCf+ ht.

Prorosition 2. — Soit he M(f; g), alors H.f est un ouvert de f-+h*t.

Démonstration. — Comme ’espace affine f+ K1 est stable sous P'action
de H, il suffit de démontrer que H.f contient un ouvert de f+ ht. Consi-
dérons D’application différentielle a l'origine de l'application a-—a.f
de H dans f-4hi, c’est 'application H - H.f. L’image l.f de h) par
cette application est égale a (h/)! [formule (e)], donc a h*. Par consé-
quent, H.f contient un voisinage de f dans f-ht.

Prorosition 3. — Soit h€S(f; g). Les conditions suivanies sont équi-
valentes :

(1) H.f=f+bs

(2) f+hrCO(f) et hEM(F; 4);
(3) Quel que soit © appartenant a ht, alors he M(f+ o; g).

Démonstration (Duflo). (Cette proposition avait été démontrée par
Pukanszky [9] dans le cas ol g était une algebre résoluble exponentielle.)

(1)=(2) : Il est clair que (1) entraine la premiére assertion de (2).
Il suffit donc de démontrer que h) =}/. Considérons 'application a > a.f
de H dans f+4 ht. Elle est surjective par hypothese. Il existe donc au
moins un point h, de H tel que la différentielle de cette application au
point h, soit surjective (théoréme de Sard, voir [3]). L’application
X — X.(ho.f) de b dans ht est donc surjective. Or ly.(h,.f) = (h"/)*
[formule (¢)]. On a donc h/=Hh; et ) étant stable par h, on
obtient hj/ =1).
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(2)=(3) : En effet, soit o€h*, alors h& S(f+ ¢; g). 1l suffit donc de
démontrer que dimg(f+¢)=dimg(f). Or f4+o=g.f, avec g€G,
on a donc ‘

§(f+0)=g.9()) et  dimg(f+ ¢)=dimg(f).

(3)=>(1) : En effet, si (3) est vérifiée, d’aprés la proposition 2 toutes
les orbites du plan f4 K1 par le groupe H sont ouvertes dans f- h*
et donc H.f est a la fois ouvert et fermé dans f-+ h* et donc égal & f+ ht.

Prorosition 4. — Soit heM(f; g). Notons U(f; ) Uensemble des
orbites O de G dans g* qui renconirent [+ ht* suitvant un ouvert non vide.
de f+ ht, et notons V(f; b)) Uensemble des orbites O de la forme O = O(f 4 o),
o g€ht et he M(f+¢; g).

Alors U(f; ) = V(f; 9)-

D’autre part, st O€U(f; ) et si f4+o(oc€eht) est un point de
on(f+ht), alors la composante connexe de ON(f+ht) contenant f+ o
est égale o H.(f+ o).

Démonstration (Duflo). Montrons que V(f;h)cU(f; h). Soit oceht
tel que heM(f+¢; g). Alors

SH9€0(f+9)nf+ht,

donc E=0(f+2)Nnf+h* est non vide, il s’agit de montrer que E
est ouvert dans f-4ht. Soit f+o¢'€E, donc o’€ht et f+2'€0(f+¢);
par suite,

heS(f+958) et dimg(f+¢) =dimg(f+ ),

par conséquent, h€M(f+¢’;¢). Donc, d’aprés la proposition 2,
H.(f4+ ¢')CE est ouvert dans f-ht, d’ou I'inclusion souhaitée.

Montrons que U(f; h) V(f; h).
Soit O U(f; ) et soit
U,={9ehl, telles que dimg(f+ ¢) =dimg(f) .

La dimension de g(f) est égale‘é la dimension minimale des dimensions
de 4(f+9), s€ht car heS(f+3;4) quel que soit yeht. Donc U,
est un ouvert de Zariski de h* non vide et par conséquent dense dans ht.
Il s’ensuit que l’ensemble f4 U, rencontre ON(f4 ht) en au moins un
point {4 ¢,, et donc O = O(f+ ¢,) appartient & V(f; h).

Enfin, soient O € U(f;}) et f 4+ ¢ un point (¢ €h*) un point de O N (f+ h*).
Soit C la composante connexe de I'ouvert ON(f+ht) contenant f-+ o.
C est stable sous I’action de H et pour tout point f+4 ¢ de C, H.(f+ o)
est un ouvert connexe de ON(f+4ht), donc de C. Alors H.(f+ o) est un

Ann. Ec. Norm., (4), II1. — Fasc. 3. 47
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ouvert de C, dont le complémentaire dans C est réunion de H-orbites ouvertes.
Par conséquent, H.(f+4 ¢) est ouvert et fermé dans C et, par suite,
égal a C.

Prorosition 5. — Soit o un idéal abélien de g, alors f+ (/) CO(f).

Démonstration. — Commeaestabélien,siA € n,onaexpA.f=f-+ A.f. Donc

expa.f=f+a.f=f+ (a/)L

II. — Sous-algébres subordonnées
dans une algébre résoluble exponentielle.

Soient g une algébre de Lie résoluble réelle et V un g-module de dimen-
sion finie; V@ est alors complétement réductible en tant que g%-module. Soit

o=V,cV,cV,c...cV;cVy,cC...CcV,=VC

avec dimgV; =1 une suite de Jordan-Hélder du g®-module V€. A chaque
quotient irréductible de dimension 1, V,.,/V; correspond une forme
linéaire A; sur g a valeurs complexes. Ces formes linéaires (A,, Ay, ..., 4,)
de g dans G sont indépendantes a 'ordre pres de la suite de Jordan-Hglder
choisie et sont appelées les poids de g dans V. On appelle racines de g
les poids de la représentation adjointe.

DeriniTioN 1. — Soit g une algébre de Lie résoluble et o une représentation
de g dans V. On dit que V est un g-module de type exponentiel, st quel que
soit Xe€ 'V, o(X) n’a jamais de valeurs propres imaginaires pures non nulles.

Il est clair que si V est un g-module de type exponentiel et sip = p, + iu.,
est un poids de g dans V la partie imaginaire (., de p. doit &tre propor-
tionnelle a la partie réelle p.,. Il revient donc au méme de dire que V est
un g-module de type exponentiel si et seulement si les poids de g dans V
sont de la forme (1 -+ ta)Y, ot ¢ est une forme linéaire réelle sur g.

DiriniTion 2. — Soit g une algébre de Lie résoluble. On dit que g est
une algébre résoluble exponentielle st la représentation adjointe de g est de
type exponentiel ou encore si les racines de g sont de la forme ). (14 ia),
olr A est une forme linéaire réelle sur § et @ un nombre réel.

Soit g une algébre de Lie résoluble et G le groupe simplement connexe
d’algébre de Lie g et exp:g— G P'application exponentielle.

Prorosition 6 (Dixmier [4]). — Les conditions sutvantes sont équivalentes :

(1) g est une algébre résoluble exponentielle;
(2) exp est un difféomorphisme.
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Soit hj une sous-algebre de g, on sait que le sous-groupe analytique H
de G correspondant & lj est fermé et simplement connexe [5].

D’autre part, 1l est clair que s1 l) est une sous-algébre d’une algébre réso-
luble exponentielle, ) est une algébre exponentielle. On obtient donc la :

Prorosition 7. — Soit lj une sous-algébre d’une algébre exponentielle g.
Alors exp est un difféomorphisme de ly sur H.

Lemme 2. — Sout g une algébre de Lie résoluble exponentielle. St A et
Beg, il existe C et C' appartenant a [g, g] tels que

expAexpB =exp (A + B) expC—=expC’exp (A + B).

Démonstration. — Le groupe [G, G] des commutateurs de G est un
groupe analytique d’algebre de Lie [g, g]. D’aprés la proposition 7, on
a donc

[G, G]=exp([g, a]).

Soient © : G- G/[G, G] et p:g— g/[g, 8] les morphismes canoniques.
Ils commutent & Papplication exponentielle, et donc, le groupe G/[G, G]
étant commutatif,

m(exp(A+ B)) =exp(pA + pB) =exppAexppB =m(expAexpB),
donc
expAexpBexp(— (A+B))e€[G, G]=exp[s, ¢].

Soit g une algébre de Lie résoluble et (M, ¢) un g-module de type expo-
nentiel irréductible. Alors dim M 2.

Si dimM = 2, il existe un vecteur A de MS, une forme linéaire % réelle
non nulle sur g et un nombre réel « non nul tels que

MCG—=CA @ CA et p(X)A=(1+7a) A(X)A si XeEg.
o(X)A=(1—7ia) A(X)A

Le noyau de la représentation g est donc égal au noyau de la forme réelle #,
il est donc de codimension 1.

Lemme 3. — Soient g une algébre de Lie résoluble, (M, o) un g-module
de type exponentiel irréductible et lj une sous-algébre de g, alors la restric-
tion de o a by est, soit trigiale, soit trréductible et son noyau est de codimen-
ston = 1.

En effet, si dimM =1, le lemme est évident. S1 dimM =2 et si A |l) = o,
o|h est triviale, sinon p|l) est irréductible.

Soit g une algeébre de Lie, on dit qu’un idéal a est central si [g, a] = o,
ou encore s1 aC 3, ou 3 désigne le centre de g.
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LemME 4. — Soit g une algébre de Lie résoluble exponentielle, a un idéal
non central minimal parmi les idéaux non centraux de §. Alors v est abélien
et dima/3na=2.

Démonstration. — Le g-module a/3na est irréductible. Donc

dima/3jnae =2 et [o, a]Cina.

St dima/3na=1, le lemme est évident. St dima/3Nna=12, a® est

engendré sur (3na)® par deux vecteurs A et A et il existe une forme
linéaire A non nulle et un nombre réel « non nul tel que, si Xeg,

[X, Al =0+ dA+U 0 0 yepnoge,

[X, A]l=0—ia) A(X)A+ T

il s’agit de montrer que [A, Al=o0. Soit X,€g tel que A(X,)=1.
On a alors :

o=[Xo, [A, Al]=(+ia)[A, A+ (1 —ia) [A, A]=2([ A, A]).

Désormais dans ce chapitre II g désignera une algébre de Lie résoluble
exponentielle.

Lemme b. — Sotent o un idéal minimal parmi les idéaux non centraux

de g et he M(f; g). Alors

dima/hna =2 et si dime/hna=2, alors hnae=3na

et la représentation de g dans afhna est trréductible.

Si he M(f; g), b contient le centre 3 de g. On a donc adDhnNad3Na.
Or dima/sna=—2 et donc dima/hna=2, D'égalité n’étant possible
que si hna=j3nNa.

ProrosiTion 8. — Sotent a un idéal minimal parmi les idéaux non
centraux de § et he M(f; g). Sotent o la représentation de ) dans afhna
et { son noyau et soit hy =hna'. Alors :

(a) la représentation o est triviale ou irréductible;
(b) 1 et |+ b, sont des idéaux de ly;
(¢) 1-+ho=VN ou b, cette derniére éventualité étant exclue st dimh/h, = 2;

(d) [, ilcinb,.

Démonstration. — On a dime/hna=2. Sit dima/hna =1, (a) est clair.
S1 dima/hna =2, (a) résulte des lemmes 5 et 3.
Dans tous les cas j est de codimension =1 et [l), ] Cj, ce qui montre (b).
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Montrons (¢). 51 hogj, on a h=h,+44. Si h,Cj et si dimh/h, =1,
on a { =1, oulj. Reste le cas h, C{ et dimh/h, = 2. Alors h), £ { puisque j
est de codimension <1, et il s’agit de prouver que j=1I. Supposons
donc {5£1), ¢ est alors irréductible d’aprés (a). Rappelons (prop. 1) que B
met h/h, et a/hNna en dualité. '

L’orthogonal pour B de i/h, est I'image dans a/hna du sous-espace
a(j)={Ae€un, f([Ai]) =0/ et hOS;Eh implique par dualité anhg a(;)sﬁ: .
Il suffit dés lors de montrer que a(j) est un h-module pour obtenir la
contradiction cherchée.

Soient donc A€a(j), Jej et Hel),, on a
J (U, [H, A]]) = f[[J, H], A]+ f[H, [J, A]],

or [J, Hl€j et le 1°T terme du 2° membre est donc nul, car A€af(j).

D’autre part, [J, Alehna car | est le noyau de la représentation ¢
le 2€ terme est donc nul aussi, puisque f[h, h] = o. '
Montrons (d). Il suffit de démontrer que [j, {]Cua, or

[[i> i, el<i, [i, o]]< i hne] <[, b],
on a donc f[[i, {], s] = o.

III. — Comparaison de représentations
induites par des sous-algébres subordonnées a une forme f.

Soit G un groupe de Lie; désignons par dg une mesure de Haar a gauche
sur G et par A; la fonction module de G de sorte que 1’on a

ff(gx‘1) dg:AG(x)ff(g) dg
G G

pour toute fonction f&€ K (G) espace des fonctions numériques continues
a support compact sur G et pour tout z€G.

Soit H un sous-groupe fermé de G. On désigne par A, le caractére
de H a valeurs dans R* défini par A, ¢(h) = A, (R)/As(R). -

Soit j Talgebre de Lie de H, on a Ay, (expX) = e™8/hadX,
Soit JK(H, G) I'espace des fonctions numériques continues sur G a
support compact modulo H et qui vérifient

(R.1) ®(gh) =ABuc(h)®(g) (8€G, hel),

G agit dans cet espace par translation a gauche.






