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ÉTUDE DE CERTAINES REPRÉSENTATIONS
INDUITES DÏN GROUPE DE LIE

RÉSOLURLE EXPONENTIEL

PAR MICHÈLE VERGNE

INTRODUCTION.

Soient g une algèbre de Lie réelle niipotente et G le groupe de Lie réel
simplement connexe d'algèbre de Lie g. Kirillov a montré qu'il existe une
correspondance bijective entre l'espace g*/G des orbites de G agissant
par la représentation coadj ointe dans l'espace dual g* de g et l'espace G
des classes de représentations unitaires irréductibles de G [6].

Les résultats de Kirillov qui conduisent à cette correspondance sont
les suivants :

A. Toute représentation unitaire irréductible de G peut s'obtenir par
induction d'un caractère % d'un sous-groupe H fermé connexe de G; soit
alors t) l'algèbre de Lie de H et f le caractère de l'algèbre de Lie 1) défini
par d'y == if (on a donc /'[(), 1)]) = o).

Désignons encore par f une forme linéaire sur g prolongeant f sur t), et
soit B^ la forme bilinéaire alternée sur g définie par B/(X, Y) ==/*([X, Y]).
Alors 1) est un sous-espace totalement isotrope maximal pour la forme B^.

B. Pour toute jfeg*, notons M(/*; g) l'ensemble de sous-algèbres 1)
de g dont le sous-espace vectoriel sous-jacent soit totalement isotrope
maximal pour la forme B/; et si l )€M(/* ;g) notons p ( f ; t ) ; g ) la repré-
sentation induite à G par le caractère yj^ du groupe analytique H d'algèbre
de Lie t) dont la différentielle c?^,i) est if\^.

Soit /*€g*, alors il existe un t) appartenant à M(/*; g). La représen-
tation p (/*; t) ; g) est irréductible et ne dépend pas de la sous-algèbre t)
choisie.
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C. On peut donc associer à toute orbite 0 de G dans fl* un élément p(0)
de G en posant

p(0)=p(/;l); $0 pour /€0 et !]€M(/;î).

L'application p est bijective.
Bernât [1] a alors étendu cette correspondance bijective entre G et

l'espace g*/G à un groupe G résoluble exponentiel (on dit qu'un groupe G
est résoluble exponentiel, s'il est résoluble et simplement connexe et si
l'application exponentielle de l'algèbre de Lie fi dans G est un difîéo-
morphisme).

Les résultats de Bernât qui permettent d'établir cette correspondance
sont les suivants :

A. reste identique.
Par contre, si t) 6: M(/*; g), il est bien connu que la représentation

p( / ' ; l ) ; g ) n'est en général pas irréductible. On notera I(/*; fi) le sous-
ensemble de M (/'$ g) formé des t) telles que p (/*;!); g) soit irréductible.
Alors l'assertion B doit être remplacée par l'assertion suivante :

B'. Soit /*€$*, alors il existe un t) appartenant à !(/'$ fi), et la repré-
sentation irréductible ?(/*;!)$ g) ne dépend pas de la sous-algèbre t)
de !(/'; g) choisie.

On associe alors de même à toute orbite 0 de G dans jg* un élément p(0)
de G, en posant

P(0) ==?(/;!); 9) pour /e0 et I)€=I(/,îO.

C est alors identique.
Il se pose alors naturellement le problème de la détermination du sous-

ensemble I(f; g) de M(/*; g), et ceci a été résolu par Pukanszky [9]. Rappe-
lons le résultat.

Si l)eM(/*; jj), alors on démontre immédiatement que H./* est un ouvert
de ^4~1)1 (si g est niipotente, H./* orbite de f par une représentation
unipotente du groupe H est aussi fermée d'après un théorème de Rosenlicht,
voir [10])$ par conséquent, on a H. f=f-\-1)1 quelle que soit 1)€M(/*$ (g)).

Le critère d'irréductibilité de Pukanszky s'énonce ainsi : Soit G un groupe
résoluble exponentiel; alors t) appartient à !(/*; g) si et seulement si
H./=f+t)1 .

Enfin Pukanszky [8] a aussi montré que si \\ € M(/*; fi), la représen-
tation p (/*$ t) ; g) (non nécessairement irréductible) se décompose cepen-
dant en somme finie de représentations irréductibles, sans toutefois
préciser cette décomposition.
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On déterminera dans cet article la décomposition exacte de la repré-
sentation ?(/*; !);$). Énonçons dès à présent le résultat; il s'agit de déter-
miner les orbites 0 de G dans g* telles que la représentation p(0) inter-
vienne effectivement dans la décomposition de p (/'$ 1) ; g) et la multiplicité
d'une telle représentation.

Le critère d'irréductibilité de Pukanszky ainsi que l'étude d'exemples
simples suggèrent que cette décomposition est en rapport avec l'action
du groupe H dans l'espace affine (/*+t)1)- Ceci est bien le cas : Une repré-
sentation p(0) intervient dans la décomposition de p(/*; t) ; g) si et seule-
ment si On(/'+t)1) est un ouvert non vide de (/*+t)1). Le groupe H
agit dans Ony+l)1). Il est facile de voir alors que chaque orbite de H
dans Ony+t)1) est ouverte dans (f+t)1)- On démontrera que le
nombre c(0; /*; t)) de ces orbites est fini et est égal à la multiplicité de
la représentation p(0) dans la décomposition p(/*$ 1) ; g).

Cette multiplicité peut être strictement plus grande que i comme le
montrera l'exemple de la fin de l'article, et contrairement à ce qui avait
été un peu trop rapidement conjecturé dans [11].

Enfin nous n'utiliserons dans cet article que les résultats de la thèse
de Bernât, et par conséquent un intérêt non négligeable sera de retrouver
le critère d'irréductibilité de Pukanszky.

I. — Résultats généraux.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif.
Soit B une forme bilinéaire alternée sur V et soit N(B) son noyau, c'est-
à-dire

N ( B ) = = { ^ ç V ; B(.r,j) ==o pour tou t j eVj .

Soit B : V — ^ V * l'application de V dans son dual définie par
B{x)(y)=B{y,x).

Si W est un sous-espace de V, on notera W1 l'orthogonal de W dans V*,
c'est-à-dire

W1 •==. [ cp ç V* ; îp ( w ) ==o pour tout w ç. W }

et W" l'orthogonal de W dans V par rapport à la forme B, c'est-à-dire
W^^ { xç.'\\ B(^, w) == o pour tout w e W j .

On vérifie immédiatement les formules suivantes :

(a) KerÊ = = N ( B ) , ImB == N(B) i ;
(b) d imW^dimV—dimW+din^WnN^B)) ,
(c) (W^ ==W-i -N(B) ;
( d ) B(W) ^(W")!.
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On dit que W est un sous-espace totalement isotrope si la restriction de B
à W est identiquement nulle. Alors W est un sous-espace totalement iso-
trope maximal si et seulement si W = W", ou encore si et seulement si W

est totalement isotrope et si dim W == - (dimV 4- dimN(B)).

Soit fi une algèbre de Lie et f un point de g*. Soit Bf la forme bilinéaire
alternée sur g définie par By(X, Y) =/*([X, Y]). On a alors

N ( B y ) = 9 ( / ) = $ X e 8 ; / ( [ X , Y ] ) = = o p o u r t o n t Y e 8 }

et g(/1) est une sous-algèbre de g.
Si W est un sous-espace vectoriel de g, on notera W^ l'orthogonal de W

par rapport à la forme By. Si W est un idéal de fi, W^ est une sous-
algèbre de g.

Si Xeg, on notera X. /'l'élément de g* défini par

(X. / ) (Y)=- / [X,Y]=B^(X) .

Si donc W est un sous-espace vectoriel de g et si W.jf désigne l'espace
vectoriel des formes X./*ou XeW, on a d'après la formule Çd),

(e) W./=(W^)1..

On notera S(/1; g) l'ensemble des sous-algèbres 1) de g telles que le sous-
espace vectoriel sous-jacent à () soit totalement isotrope pour B^, c'est-
à-dire l'ensemble des sous-algèbres t) de g telles que /*([(), ()]) == o.

Si 1) € S(/*; fl), on dira que t) est une sous-algèbre subordonnée à /*.
On notera M(/*; g) l'ensemble des sous-algèbres t) de g telles que le sous-
espace vectoriel sous-jacent à 1) soit totalement isotrope maximal pour
la forme B/; c'est-à-dire l'ensemble des sous-algèbres 1) de g telles que
jf([t), ()]) = o et telle que

diml) = - (d im^ 4- ànn^(f)).

PROPOSITION 1. — Soit a un idéal abélien de g et l ) € M ( j f ; g ) . Posons
1), =t) n ii^ 1)' == 1), + a ^ k == 1) + it. Alors :

i° îîf dé finit par passage aux quotients une forme biliîzéaireîï : t)/t)o x a/1) H rt->R
gui met en dualité t)/l)o ^ iï/t)nn et induit un isomorpkisme de ^o-modules
de l)/l)o ^ de (a/t)na).

2° OM a quel que soit Hu€l)o?

Trl]7l)o adllo= I (Trk/1) adilo - Trk/1/ adilo).
2

Sot l ' eM^f l ) .
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Démonstration. — Comme /'([t)o? ^]) = /'([I)? l) H it]) = o By définit par
passage aux quotients une forme bilinéaire B : t)/t)o X d/t) H tt -^ R.

Or si H et) est tel que B/(H, a) = o, alors H et) H o/^ t)o ; de même,
si Aen est tel que By(A, t ) )=o , alors Ael/H a = 1) H a. B est donc
une dualité.

Les espaces t)/t)o et d/1) H il sont tous deux munis d'une structure de
t)o-modules. Soit Hçt) et A € H et h et a les images de H et A dans t)/l)o
et d/1) H a, alors

B ( H o . / z , a) +B( /z , Ho.^) =/([[Ho, H], A]) +/([H, [Ho, A]])
==/([I-IoJH,A]])=o,

car Ho€(i^ et [H, A] ça.

On a donc démontré le i° et ceci prouve, en particulier, que

dira a — dim() H a == diml) — dimijo

et que
Trl) / l )oadHo=— Tra/ljU a adilo si Ho€ l )o .

Montrons que t)'€ M(/'$ 3) ; il est clair que ()'eS(/'$g).

D'autre part,
dimt/:== dimijo 4- dim il — dim()o H IT.

Or, comme il C il-7\
l)on ii == ijn ii.

Il vient donc
diml)==diml)' et ^ € M ( / ; 9 ) .

Il reste à prouver 2°.

Les t)o-modules t)7t)o = l)o + ^l^o^ rt/llo 0 rt = rt/1) 0 rt sont canoniquement
isomorphes. On a donc

Trl)7(]o adllo=== Tni/1) n il adHo= - Trt)/l)o adilo,

or
Trk/l)o adllo= Trk/!) adHo4- Trl)/l)o adHo

= Trh/1/ adHo 4- Tr^o adHo.

Par soustraction, on obtient l'égalité cherchée.

Soit yeg*. On note i(f\ g) la dimension d'un sous-espace totalement
isotrope maximal pour la forme B/. Si k est une sous-algèbre de g, on se
permettra de noter i{f'y k) la dimension d'un sous-espace totalement
isotrope maximal pour la restriction de la forme B^ à k.
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LEMME 1. — Soit a un idéal abélien de g, alors

i(f^)=i(f^t).

En effet, soit W un sous-espace totalement isotrope maximal pour la
forme B/ restreinte à û/.

On a aCW, car il + W est un sous-espace totalement isotrope. Il s'agit
de prouver que W est un sous-espace totalement isotrope maximal dans g.
Or ceci est évident, car si xçW, alors xç^ et donc xçW.

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie fi. G opère dans g* au moyen
de la représentation coadjointe. Si geG et /*€$*, on notera g. fie trans-
formé de /*par g et on notera 0(f) l'orbite de f sous G. La différentielle
de l'application g-^ g.f de G dans fi* est l'application de g dans 4* défini
par X-^X.y.

Si 1)€S(/1; fi) et si H est le sous-groupe analytique d'algèbre de Lie I),
il est clair que H./'C/'+l)1-

PROPOSITION 2. — Soit l ^ eM^f i ) , alors H.f est un ouvert de f-^-ï)1.

Démonstration. — Comme l'espace affine /'+1)1 est stable sous l'action
de H, il suffit de démontrer que H./* contient un ouvert de /'+ !)1. Consi-
dérons l'application différentielle à l'origine de l'application a->a.f
de H dans /'+t)1? c'est l'application H — H . / * . L'image t)./* de I) par
cette application est égale à (l/)1 [formule (e)], donc à l)1. Par consé-
quent, H./* contient un voisinage de f dans y+t)1-

PROPOSITION 3. — Soit t )€S(/ ' ; f i ) . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) H./'^+l)1;
(2) f+^c0{f) ^t)eM(/ ' ; a);
(3) Quel que soit y appartenant à ()1, alors l)€ M(/'-(-®$ fi).

Démonstration (Duflo). (Cette proposition avait été démontrée par
Pukanszky [9] dans le cas où fi était une algèbre résoluble exponentielle.)

( i )==>(2) : II est clair que (i) entraîne la première assertion de (2).
Il suffit donc de démontrer que t) =^)/. Considérons l'application a->a.f
de H dans /*+ I)1. Elle est surjective par hypothèse. Il existe donc au
moins un point ho de H tel que la différentielle de cette application au
point Ao soit surjective (théorème de Sard, voir [3]). L'application
X->X.(ho.f) de 1) dans l)1 est donc surjective. Or I ) . (^o./')-= (t)7^)1

[formule (e)]. On a donc t^^l); et I) étant stable par h, on
obtient ^)f=^
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(2)=»(3) : En effet, soit cet)1, alors t)€ S(f+9; g). Il suffit donc de
démontrer que dimji((/*+ y) == dimg(/1). Or f-\-if=g,f^ avec g€G,
on a donc

^(/-t-?) ==^-9(/) et dim9(/+q)) ==dim<3(/).

(3)=>(i) : En effet, si (3) est vérifiée, d'après la proposition 2 toutes
les orbites du plan f-}-^ par le groupe H sont ouvertes dans f+l)1

et donc H./* est à la fois ouvert et fermé dans /*+1)1 et donc égal à /*+1)1.

PROPOSITION 4. — 5o^ t)€ M(/*; jg). Notons U(/*$ 1)) l'ensemble des
orbites 0 A0 G dan5 g* çui rencontrent /'+1)1 suivant un ouvert non vide.
de /*+ I)1, ̂  notons V(/'; I)) l'ensemble des orbites 0 rfo la forme 0 = 0(/*+ y),
où ç€l)1 ^ ()€M(/'+9;g).

Alors U^^V^fl).

D'autre part, si OeU(/*;l)) ê( 51 ^+?(î€t)1) e^ un point de
On(/'+l)1)? ^0^ ^ composante connexe de Ony+l)1) contenant /*+?
e^ ega^ a H. (/*+?)•

Démonstration (Dufio). Montrons que V(/1; 1))C U(/*$ 1)). Soit cet)1

tel que t)e M(/ l+9; fl). Alors

/+9e0(/+c?)n/+l)1,

donc E == 0(/'+y)n/'+l)1 est non vide, il s'agit de montrer que E
est ouvert dans /'+1)1. Soit f+cp 'eE, donc ç'et)1 e t /*+y'e 0(/ l+9) ;
par suite,

heS^+q/; 9) et dim9(/+9 /) == dim8(/+cp) ,

par conséquent, t)€ M(/'-l~ ?'; fl)- Donc, d'après la proposition 2,
H.(/'4-9')cE est ouvert dans y+t)1, d'où l'inclusion souhaitée.

Montrons que U(/1; 1))C V(/1; 1)).
Soit OeU(/1; ()) et soit

Ui=== j ^el)1, telles que dim^(/+ cp) == dimg(/) j .

La dimension de fl(/') est égale à la dimension minimale des dimensions
de fl(/*+?)? ?€l)1 car ()€ S(/*+o$ g) quel que soit çel)1. Donc Ui
est un ouvert de Zariski de I)1 non vide et par conséquent dense dans t)1.
Il s'ensuit que l'ensemble /*+ Ui rencontre On(/*+l)1) en au moins un
point /^+?i? et donc 0==0(/*4~9i) appartient à V(/*, 1)).

Enfin, soient OeU(/';t)) et/'+y un point (y et)1) un point de On(/'+t)1).
Soit C la composante connexe de l'ouvert On(^+l)1) contenant ^4~y.
C est stable sous l'action de H et pour tout point /*+?' de C, H. (/'-)-y')
est un ouvert connexe de Ony+l)1)? donc de C. Alors H.(/*4-9) est un

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 3. 47
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ouvert de C, dont le complémentaire dans C est réunion de H-orbites ouvertes.
Par conséquent, H.(/*+y) est ouvert et fermé dans C et, par suite,
égal à C.

PROPOSITION 5. — Soit a un idéal abélien de g, alors f-{- (rt^C 0(f).

Démonstration. — Comme il est abélien, si A € il, on a exp A. f = f + A. f. Donc

expa./==/4-ii./=/+(a,0.1..

II. — Sous-algèbres subordonnées
dans une algèbre résoluble exponentielle.

Soient g une algèbre de Lie résoluble réelle et V un fi-module de dimen-
sion finie; Ve est alors complètement réductible en tant que ^-module. Soit

o=VoCV,cV2C . . . cV.cV^c . . . CY.==VC,

avec dimcV,=ii une suite de Jordan-Hôlder du fi^-module Ve. A chaque
quotient irréductible de dimension i, V^i/V,, correspond une forme
linéaire X, sur g à valeurs complexes. Ces formes linéaires (Ai , À ^ , . . ., À^)
de fi dans C sont indépendantes à l'ordre près de la suite de Jordan-Hôlder
choisie et sont appelées les poids de g dans V. On appelle racines de g
les poids de la représentation adjointe.

DÉFINITION 1. — Soit g une algèbre de Lie résoluble et p une représentation
de g dans V. On dit que V est un ^-module de type exponentiel, si quel que
soit Xe V, p (X) na jamais de valeurs propres imaginaires pures non nulles.

Il est clair que si V est un fi-module de type exponentiel et si p, = p-i + 1^2
est un poids de fi dans V la partie imaginaire p^ de [L doit être propor-
tionnelle à la partie réelle [^. II revient donc au même de dire que V est
un fi-module de type exponentiel si et seulement si les poids de fi dans V
sont de la forme (i 4- ^ a )^? où ^ est une forme linéaire réelle sur fi.

DÉFINITION 2. — Soit fi une algèbre de Lie résoluble. On dit que fi est
une algèbre résoluble exponentielle si la représentation adjointe de fi est de
type exponentiel ou encore si les racines de fi sont de la forme X(i- |-^),
où X est une forme linéaire réelle sur fi et a un nombre réel.

Soit fi une algèbre de Lie résoluble et G le groupe simplement connexe
d'algèbre de Lie fi et exp : fi -> G l'application exponentielle.

PROPOSITION 6 (Dixmier [4]). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) fi est une algèbre résoluble exponentielle^
(2) exp est un difféomorphisme.
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Soit 1) une sous-algèbre de g, on sait que le sous-groupe analytique H
de G correspondant à t) est fermé et simplement connexe [5].

D'autre part, il est clair que si t] est une sous-algèbre d'une algèbre réso-
luble exponentielle, 1) est une algèbre exponentielle. On obtient donc la :

PROPOSITION 7. — Soit \\ une sous-algèbre d^une algèbre exponentielle g.
Alors exp est un difféomorphisme de 1) sur H.

/LEMME 2. — Soit g une algèbre de Lie résoluble exponentielle. Si A et
B€g, il existe C et (7 appartenant à [g, g] tels que

exp A exp B == exp (A + B) exp G = exp (7 exp (A 4- B).

Démonstration. — Le groupe [G, G] des commutateurs de G est un
groupe analytique d'algèbre de Lie [g, g]. D'après la proposition 7, on
a donc

[G,G]==exp([<^] ) .

Soient n : G-^G/[G,G] et p : g -> Jfli/[g, g] les morphismes canoniques.
Ils commutent à l'application exponentielle, et donc, le groupe G/[G, G]
étant commutatif,

donc
7r(exp (A + B) ) == exp(^?A + p B ) == exp^Aexpy?B = 7:(expA expB),

expAexpBexp(— ( A + B ) ) € [ G , G]=exp[9, 9].

Soit g une algèbre de Lie résoluble et (M, p) un g-module de type expo-
nentiel irréductible. Alors dim M^ 2.

Si dimM= 2, il existe un vecteur A de M^, une forme linéaire X réelle
non nulle sur g et un nombre réel a non nul tels que

M C = C A © C A et p (X)A== (i + ta) À (X)A si Xeg .

p ( X ) A = ( i — / a ) À ( X ) A

Le noyau de la représentation p est donc égal au noyau de la forme réelle À,
il est donc de codimension i.

LEMME 3. — Soient g une algèbre de Lie résoluble^ (M, p) un ^-module
de type exponentiel irréductible et t) une sous-algèbre de g, alors la restric-
tion de p à 1) est, soit triviale, soit irréductible et son noyau est de codimen-
sion ^-1.

En effet, si dim M = i, le lemme est évident. Si dim M == 2 et si X 1) == o,
p l) e^t triviale, sinon p [ 1) est irréductible.

Soit g une algèbre de Lie, on dit qu'un idéal a est central si [g, il] == o,
ou encore si ilCj, où j désigne le centre de g.
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LEMME 4. — Soit g une algèbre de Lie résoluble exponentielle, a un idéal
non central minimal parmi les idéaux non centraux de g. Alors rt est abélien
et dima/3H 11^2.

Démonstration. — Le g-module 11/3 H il est irréductible. Donc

dim 0/^0(1^2 et [a, a J c ^ U r t .

Si dima/3 H a = i, le lemme est évident. Si dima/3 H a = 2, a0 est
engendré sur (300)° par deux vecteurs A et A et il existe une forme
linéaire X non nulle et un nombre réel a non nul tel que, si X€g,

[X/A] = ( i + ^ a ) ^ ( X ) A + U
[X, Â ] = = ( i — ^ a ) ^ ( X ) A + U 5 où U e ( ^ n a ) c ,

il s'agit de montrer que [A, A] == o. Soit Xo€f l tel que À ( X o ) = = i .
On a alors

o=[Xo,[A,A]]==(i+^)[A,A]+(i-^)[A,A]=2([A,Â]).

Désormais dans ce chapitre II g désignera une algèbre de Lie résoluble
exponentielle.

LEMME 5. — Soient rt un idéal minimal parmi les idéaux non centraux
de g et l)eM(/*; g). Alors

dim rt/1) n a ̂  2 et si dim a/1] n a == 2 5 alors I) n a == ^ n a

^ îa représentation de g Am5 rt/tjHrt e^ irréductible.

Si l)eM(/*$g), () contient le centre 3 de g. On a donc nDt ) H 11330 a.
Or dim 0/3 0 il ̂  2 et donc dim rt/t) H il ̂  2, l'égalité n'étant possible
que si t )na ==30 rt.

PROPOSITION 8. — Soient a un idéal minimal parmi les idéaux non
centraux de g et t)€ M (/*$$). Soient <7 ?a représentation de 1) cîa^^ 0/1)0(1
^ ( 507Z noyau et soit l)o == I) H tX/. Alors :

(a) Za représentation a- e5î triviale ou irréductible^'
(6) ^ e( l +l)o sont des idéaux de t) $
(c) î 4~l)o==l) o^ l)oî ce^e dernière éventualité étant exclue si diml)/t)o== 2;
{d) [i,i]cint)o.
Démonstration. — On a dimd/t)n (ï^ 2. Si dimrt/1) n it == i, (a) est clair.
Si dimii/l)nrt = 2, (a) résulte des lemmes 5 et 3.
Dans tous les cas ( est de codimension ̂ i et [1), I)] ci, ce qui montre (6).
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Montrons (c). Si l)o<ti, on a l )= l )o+i . Si l )oCi et si dimt)/t)o = i,
on a i == t)o ou I). Reste le cas l )oCl et dimt)/t)o=2. Alors 1)07^1 puisque (
est de codimension ^i, et il s'agit de prouver que i== l ) . Supposons
donc i^l), or est alors irréductible d'après (a). Rappelons (prop. 1) que B
met t)/t)o et 0/1)0(1 en dualité.

L'orthogonal pour B de i/t)o est l'image dans n/ t )na du sous-espace
r t ( t )== { A G I T , /'([A, i]) = 0} e t t ) oC iCl ) implique par dualité i în t )C rt(i)C il.
Il suffit dès lors de montrer que r t ( t ) est un t)-module pour obtenir la
contradiction cherchée.

Soient donc A€d( i ) , Jei et Hel)o? on a

/([J, [H, A]]) ==/[[J, H], A] +/[H, [J, Aj],

or [J, H]ei et le Ier terme du 2e membre est donc nul, car Aert( i) .

D'autre part, [J, A] € I) H (l car \ est le noyau de la représentation a
le 2e terme est donc nul aussi, puisque /*[!), 1)] = o.

Montrons (d). Il suffit de démontrer que [i,i]C(ï, or

[[i. iL ^[î, [i, o] ]c[ î , i )n^]c ML
on a donc /*[[i, i], a] == o.

III. — Comparaison de représentations
induites par des sous-algèbres subordonnées à une forme /.

Soit G un groupe de Lie; désignons par dg une mesure de Haar à gauche
sur G et par Aç la fonction module de G de sorte que l'on a

Çf^x-^)dg=^{x) ff(g)d^
^G ^G

pour toute fonction /*€<?€ (G) espace des fonctions numériques continues
à support compact sur G et pour tout xçG.

Soit H un sous-groupe fermé de G. On désigne par A^ç le caractère
de H à valeurs dans R"^ défini par Anç( / i )==An(/ i ) /A^(A) .

Soit 1) l'algèbre de Lie de H, on a A^expX) = ̂ A8^.
Soit JC(H, G) l'espace des fonctions numériques continues sur G à

support compact module H et qui vérifient

( R - i ) < I» (^ )=AH,G(À)<Ï» (^ ) ( ^ € G , À € H ) ,

G agit dans cet espace par translation à gauche.
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On sait [2] qu'il existe sur JC(H, G) une forme linéaire positive G-inva-
riante et une seule (à un scalaire près). On la note v» ^ et on posera

Vn,G^)==(Ç F(^)^H,G(^).
^G/H^G/H

Dans le cas où Ay et Aç coïncident sur H (par exemple si H est distingué
dans G), l'espace JC(H, G) s'identifie à JC (G/H) et il existe alors une
mesure G-invariante sur l'espace homogène G/H qu'on notera parfois dg.

Soit U une représentation unitaire de H dans un espace de Hilbert 9€,
et soit F une fonction continue de G à valeurs dans 3€ à support compact
module H et vérifiant

( R . 2 ) F^^U^-^AH^WF^) ( ^ G , À € H ) .

Alors la fonction g ->-\\F{g)\[2 appartient à JC(H, G) et on pose

[|1T=(^ [ |F(^)[p^o(^).
^G/II/ G/Il

(,

On réalisera la représentation unitaire Ind -f- U induite à G de la repré-
H

sentation unitaire U du groupe H dans l'espace de Hilbert complété de
l'espace des fonctions continues sur G à valeurs dans X à support compact
module H vérifiant (R. 2) et muni de la norme définie ci-dessus. La repré-
sentation unitaire de G dans cet espace s'effectue par translation à gauche.

Désormais dans ce chapitre et le suivant g désignera une algèbre de
Lie résoluble exponentielle, et G le groupe simplement connexe d'algèbre
de Lie g. Soit/'eg* et soit t) une sous-algèbre subordonnée à /*. On notera y ^ L
le caractère unitaire du groupe H = expt) défini par )(/• h(expX) == ^7(x

G
pour X et) et on notera p(/*; t) ; g) la représentation Ind ^ )(/• (, du groupe G.

H

Elle se réalise donc par translations à gauche dans l'espace de
Hilbert ^(^;l) ;f l) complété de l'espace des fonctions continues sur G
à valeurs dans C à support compact modulo H et vérifiant

(R.3) fW^l.^W-'^GW/^) ( ^ e G , À e I I ) .
J •> *)

Si k est une sous-algèbre de % et t) une sous-algèbre subordonnée à f
contenue dans h, on se permettra de noter p (/*;!); h) la représentation

Ind^/,1)-
II s'agira dans la suite de comparer aux représentations p ( / ; l ) i ; g )

et p ( / ^ t ) 2 ; f l ) ? où l)i et l ) 2 € M ( / * $ g ) et pour cela de fabriquer un opé-
rateur T h h d'entrelacement de ces représentations. Donnons une idée


