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SUR LES IMMERSIONS DE CODIMENSION 1

QUI SONT DES BORDS
Par Anpre GRAMAIN.
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112 A. GRAMAIN.

INTRODUCTION.

Les travaux de S. Smale sur les immersions différentiables (1959) ont
permis d’établir la classification des immersions, c¢’est-a-dire de caractériser
I’ensemble des composantes connexes de ’espace Imm(V, M) des immer-
sions de V dans M. A ’aide de ces résultats, on a pu résoudre, c’est-a-dire
ramener a un probléme d’homotopie, le probléme de ’extension des immer-’
sions. Il s’agit du probléme suivant : soit W*** une variété de bord dW,
a quelle condition une immersion de dW dans une variété M+ est-elle
la restriction d’une immersion de W ?

Le seul cas échappant a la méthode est celui de la codimension ¢ = 1.
Ce probleme d’extension des immersions de codimension 1 n’est pas
dépourvu d’intérét : sa solution dans le cas particulier ou dW est la
sphére S? permettrait de résoudre le probléme de Poincaré en dimen-
sion 3 (cf. [22]). Le seul cas actuellement résolu est le probleme de I'exten-
sion au disque des immersions du cercle dans le plan. Le probléme, qui
avait été formulé autrefois par H. Hopf, vient d’étre résolu (1g67) par
S. Blanck (¢f. [22]). La complexité et la nature de la solution dans ce cas
laissent penser qu'avec des données moins élémentaires on ne peut donner
que des solutions partielles.

Il nous a semblé qu’un premier pas dans I’étude du probléme général
d’extension était la caractérisation & homotopie réguliére prés des immer-
sions prolongeables. On a oublié la variété W et on s’est posé le probléme
sutvant (*) : soit f: V*— M"*! une immersion, a quelle condition 'immer-
sion [ est-elle régulierement homotope a la restriction au bord dW =V
d’une immersion g: W—> M ? La variété M est une variété sans bord,
compacte ou non; on suppose toutes les variétés orientées, et on exige
que V soit le bord orienté de W et que g soit une immersion orientée
(de codimension o). Le résultat principal de ce Mémoire est une caractéri-
sation, lorsque V est stablement parallélisable, des classes des immersions
bordantes de V dans M.

Pour obtenir cette caractérisation, on a procédé par étapes. La premiére
(chap. III) consiste a calculer toutes les classes d’immersions de S”
dans R"' qui possédent une extension (classes bordantes). On calcule
en méme temps les classes des immersions bordantes de S* dans S™**,

() Dans [27], R. Wells, en utilisant les travaux de R. Thom ([25]) et la classification
des immersions, a calculé les groupes de cobordisme des immersions de codimension ¢
dans R7+7, La relation de cobordisme est moins fine que celle qui se déduit de I’extension
des immersions : une immersion est cobordante a o si elle est le bord d’une immersion
dans M XJo, 1].
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Lorsqu’on a identifié convenablement (classification des immersions)
Iensemble 7, (Imm(S?, S"**)) a =,(SO), I’ensemble des classes bor-
dantes est le noyau de I’homomorphisme stable de Hopf- Whitehead
Jp: 1,(SO) — II,. Lorsqu’on a identifié 7, (Imm(S*, R***)) a ,(SO (n + 1)),
Iensemble des classes bordantes, st n > 2, est 'image réciproque de ker(J,)
par ’homomorphisme de stabilisation. La comparaison des deux résul-
tats, en considérant R"** comme le complémentaire d’un point de S"**,
est assez surprenante pour n>> 2 : une immersion de 5" dans R"** qui
est bordante dans S***, est réguliérement homotope dans R"** & une immer-
sion bordante. Ceci se généralise aux immersions d’une variété stable-
ment parallélisable quelconque (chap. V, th. 1).

La seconde étape (chap. V) consiste a construire, pour toute variété
stablement parallélisable V*, une application J, de 7, (Imm(V", M"**))
dans un certain ensemble attaché a M. Le résultat précédent permet de
démontrer, si n>> 2, que I’ensemble des classes bordantes est I'image
réciproque J7'(0) d’un certain point O. C’est la caractérisation cherchée.

Pour la clarté de I'exposition, on a d’abord donné (chap. IV) la cons-
truction de Jy dans le cas particulier ot V= S". L’application J, posséde
dans ce cas une propriété d’additivité qui la rend plus maniable. Il en
résulte en particulier, lorsque M est simplement connexe, que ’ensemble
des classes bordantes est un sous-groupe de 7,(Imm(S*, M)) pour la loi
de composition induite par la somme connexe. D’autre part, on a donné
au chapitre V, a la suite de I’étude de J, dans le cas général, des propriétés
des variétés stablement parallélisables qui découlent a la fois de cette étude
et des résultats du chapitre IIl sur les immersions de S” dans R™*,

Tout ceci a nécessité I’examen soigneux des conséquences de la classi-
fication des immersions dans le cas de la codimension 1. Le chapitre II
est consacré a cela ainsi qu’a I’étude des opérations de somme connexe.
Enfin, on a utilisé des conditions nécessaires pour qu’une immersion soit
bordante qui s’expriment a I’aide du degré normal. Le degré normal d’une
immersion de codimension 1 dans l’espace euclidien a été étudié par
H. Hopf. On a généralisé la définition a une variété d’arrivée M quel-
conque (chap. I). La nouvelle définition, un peu technique, utilise la
classe de Thom du fibré tangent T (M). Le degré ainsi défini est un
reste mody (M) qui posséde des propriétés analogues a celles du degré
classique : on a, en particulier, un théoréme de curvatura integra (*).

(%) Les théorémes 1 et 2 du chapitre I ont fait I’objet de deux Notes a I’Académie
des Sciences (C. R. \Acad. Sc., t. 266, série A, 1968, p. 1129-1131 et p. 1223-1225). Les
théoreémes 1 et 2 du chapitre III et le théoréme 1 du chapitre V ont été annoncés dans une
Note au Bulletin of the A. M. S. : Bounding immersions of codimension 1 in the euclidean
space (Bull. A. M. S., vol. 76, 1970, p. 361-365).
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CHAPITRE 1.

DEGRE NORMAL D’'UNE IMMERSION DE CODIMENSION I.

Soit V une variété différentiable compacte connexe orientée sans bord,
de dimension n, et soit M une variété connexe orientée sans bord, compacte
ou non, de dimension n+1. Si f: V— M est une immersion, on va définir
le degré a(f) de cette immersion.

Lorsque M est I'espace euclidien R"**, on définit classiquement le degré
normal de I'tmmersion f comme le degré de Brouwer de l’application
gaussienne ¢: V —> S* qui, a chaque point z de V, associe le vecteur
normal unitaire a f(V) en f(z). Le théoréeme de la curvatura integra
(H. Hopf [9]) affirme que, lorsque n est pair, le degré de toute immer-
sion f est égal a la moitié de la caractéristique d’Euler-Poincaré y (V)
de la source.

Le degré qu’on va définir, lorsque M est arbitraire, est une généra-
lisation de la curvatura iniegra. Cependant, il n’est défini que pour les
immersions f telles que I’homomorphisme H"(f) : H*(M) — H*(V) soit nul.
De plus, si M est compacte, le degré a(f) n’est défini que modulo y (M)
(caractéristique d’Euler du but). On retrouvera néanmoins un théoréme
de curvatura integra comme conséquence du théoréme suivant :

TatoriME 2. — St W est une variété compacte connexe de dimension n -+ 1
d bord dAW=1V, et g: W—> M une immersion telle que = g|V, alors :

a(f) =y (W) st M r’est pas compacte;
a(f) =y (W) mody (M) si M est compacte.
Pour établir ce théoréme, on a besoin d’un résultat concernant la carac-

téristique d’Euler des variétés & bord. La démonstration de ce résultat
fait I’objet du premier paragraphe.
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1. CrLassE DE THOM ET CARACTERISTIQUE D'EULER POUR LES VARIETES
A BorD. — Soit W une variété différentiable compacte connexe orientée
de dimension n 4 1 4 bord non vide V= dW (pas nécessairement connexe).
On note T (W) son fibré tangent, T (W) le complémentaire de la section
nulle et UeH"* (T (W), T(W)°) la classe de Thom compatible avec
Porientation de W. Soit s: V= T(W)® une section sortant de W, c’est-
a-dire un champ sur V de vecteurs tangents & W et sortant strictement
de W. De méme, soit r: V—> T(W)® une section rentrant dans W, et
soit o (resp. p) : (W, V) = (T(W), T(W)°) une section du fibré tangent
4 W qui prolonge arbitrairement s (resp. r). Il existe évidemment de tels
prolongements (partition de 'unité).

TatorimME 1. — Si z€ H™* (W, V) est la classe fondamentale entiére, on a
(1) @ (U)=x(W).5,
(2) p*(U) =% (W, V).z2 = (—1)*+g*(U),

ou x (W) [resp. x (W, V)] est la caractéristique d’Euler de W [resp. du
couple (W, V)] (®).

1.1. L’espace des sections de T(W) est convexe; il en est de méme du
sous-espace de celles dont la restriction au bord V est strictement sortante.
L’application

ot H*(T (W), T(W)o) —H" (W, V)
ne dépend donc pas du choix de la section . On démontrera le théoréme 1
avec une section ¢ particuliére.

Munissons V d’une métrique riemannienne. Soit C un voisinage tubulaire
de V dans Wet ¢: C — VXJo, 1] un isomorphisme tel que ¢(V) =Vx{ol.
On munit W d’une métrique riemannienne qui prolonge la transportée
sur C par ¢7' de la métrique produit de VX[o, 1]. On prend pour
s: V=T (W)° la section normale sortante de longueur 1. Soit 7:[o, 1] [0, 1]
une fonction dérivable telle que

(3)

T(0) =o, T(1) =1, (1) =o,
{O<T(t)é2t pour t€]o,1].

Par exemple 7(f) = sin (2)-) En un point z€ C, le vecteur o(z) est
P 2 P

par définition le vecteur sortant normal a la variété ¢=*(y.) de longueur
1 — 7(y,), ou on note ¢ (z) = (yi, y»). En un point & C, on prend ¢ () = o.
On a ainsi défini un champ de vecteurs différentiable possédant au bord
la propriété demandée.

(®) La démonstration qui suit s’inspire de celle de J. Milnor (Lectures on characteristic
classes, Notes by Stasheft, Princeton University) pour le cas ou W est sans bord.
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Si ¢ est un vecteur tangent en x & W, on note exp(z,¢) Pextrémité
de I’arc de géodésique issu de z tangentiellement & ¢, de longueur égale
a celle de ¢; pour que le point exp (z, ¢) existe, 1l faut évidemment que la
longueur de ¢ soit assez petite pour que 'arc de géodésique ne sorte pas
de la variété & bord W. Montrons que, pourvu que € > o soit assez petit,
le point exp(z, (v — a(x))) existe pour tout couple (z,¢) ou ¢ est un
vecteur tangent en z & W de longueur |¢| 1. Si 2€ W — (, la distance
géodésique de  au bord V de W est strictement plus grande que 1; en outre
g(z) = o0; dés que e <1, on a |ey| L1 < d(z, V), d’ou Pexistence du
point exp(z,c(v — o(x))) €W — V. Si 2€(, alors d(z, V) = y,. De la
relation (3), on déduit que |o(z)| > 1 — 2 d(z, V); la composante normale
sortante du vecteur ¢(¢ — o (z)) est donc au plus égale a 2ed(x, V). Des

que & << éa le point exp(z, (v — a(x))) est défini; 1l n’est dans V que
st z€V.

51 B(W)CT (W) est le fibré des vecteurs tangents de longueur |¢| 1,
on définit une application continue A : B(W) — W X W en associant a tout
couple (z, ¢) € B(W) le couple (z, exp(z,c(v — a(x)))) € WX W <01‘10 <e<L ;>
L’application h envoie la fibre de 2 dans B(W) dans la fibre de = pour la
projection pr,: WX W — W. D’autre part, si ¢ est assez petit, appli-
cation ¢ > exp(x, ¢(y — a(x))) est injective pour tout z : c’est bien connu
pour les variétés sans bord et on le démontrerait sans peine ici 4 cause de
la forme particuliére de la métrique au voisinage de dW. On supposera
désormais que ¢ satisfait & cette condition supplémentaire. L’application &,
qui est alors injective, est un homéomorphisme sur son image.

Notons S(W) le fibré des vecteurs tangents de longueur 1.

Lemme 1. — L’application h : B(W) - WXW induit une appli-
cation du couple (B(W—YV), S(W—1YV)) dans le couple (W—V)xW,
(W—V)XW—AW—-YV)) qui, en cohomologie (et aussi en homologie),
donne un tsomorphisme
B H(W=V) < W, (W—=V) x W—A(W—=V)) > (B(W=V), S(W_V)).

En effet, le point (z, z) € WX W est I'image par h du point

(z, v =0 (x))€eB(W).
Comme |o(z)| << 1 pour z€V, 'image A(S(W — V)) ne rencontre pas la
diagonale A(W — V).
Comme o(W) = A~ (A(W)), ’application étudiée se factorise en
(B(W—V),S(W—=V)) -2 (B(W—V), B(W—V) —g(W —V))
P (RBW =V, A(B(W —V)) —A(W—V))
T (W=V)x W, (W—=V) x W_—AW—V)).
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L’application o est une équivalence d’homotopie car il existe dans
B(W — V) une rétraction par déformation (fibrée) du complémentaire
de la section (W — V) sur S(W — V). L’application (3 est la restriction
de I'homéomorphisme h. L’application y est une excision car h(B(W —V))
est un voisinage fermé de A(W — V) dans (W — V)X W.

s(w)
B(W) o 7
\ 7 w -~z \ —/,—> A(W
~
s
WxWwW
Fig. 1.
Considérons le diagramme
H*(B(W—-V),S(W—-V))«—=——H"(B(W), S(W)) |

A
N\h

HY (W — V) < W, (W V) x W— A(W — V) 220 B (W W, W W — A(W))

l(ldxz)
(7 ><id)*

H (W—V)xW, (W_-V)xV)<—2> HWx W, Wx V)

et mnotons we&H"'(WXW,WxV) l'image de la classe de Thom
UeH™* (B (W), S(W)). Cet élément w jouit des propriétés suivantes :

(4) la classe w est dans U'image de Uapplication

Her (W< W, W< W— A (W) —s Hrrt (W — V) < (W, V) <= Hr+ (W < (W, V),

(5) st z est un point intérieur a W, la classe w induit dans la ﬁbre
{2} X (W, V) de WX (W, V) la classe fondamentale z€ H"** (W, V) puisqu’on
choisi U compatible avec 'orientation de W,

a
(6) par la diagonale A : (W, V) - (WX W, WxV), la classe w induit
A* (w) = ¢*(U) dans H** (W, V) puisque A = hoa.

1.2. On va maintenant démontrer le théoréme 1; comme il n’y a pas
de torsion dans H™** (W, V), 1l suffit de démontrer les formules (1) et (2)
dans la cohomologie a valeurs rationnelles. Soit («;) une base homogéne
de H*(W; Q) ou figure oy=1€H*(W), et (B;) une base homogene
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de H*(W, V; Q) ou figure 3,=z€H"*(W, V). Alors («;@f3;) est une
base de H*(WX W, WX V) et I’on peut écrire w =za,-joci®@j. Il résulte
i’i

de Passertion (6) que g*(U) =2a,—,-oc,-.ﬁj (ou . désigne le cup-produit).

Soit b : H(W, V; Q) - Q ’homomorphisme coordonnée sur {3,, et notons
bji=b(a;.3;). Comme ¢*(U)eH"**(W, V), on a

(7) 0*(U):<Za,~,~b,~,->z.

L’algebre H*(W) opére par cup-produit sur chacun des facteurs de
H*(WXx (W, V)). Si ue H*(W), ces deux opérations sont respectivement le
cup-produit interne par 1 Q u = pr, (u) € H*(WX W) et par u @ 1 = pr; (u),
ou pr, et pr, sont les deux projections de WX W sur W. Ces deux opérations
coincident sur les classes qui proviennent de H*(WX W, Wx W — A(W)).
En effet, en considérant le diagramme commutatif suivant :

H*(B(w-v), s(w-v)) —_ 5 ri*( B(w—v)> - _ (pri ah)*
. ~ T A% »* = ¥~
H* ((w-v) XW, (W-V) xW= A (w-v)) —H ((w-v) X (w,v)) L H*EW—V)

= o~

H*(wa,Wx w-A(w)) H*(Wx(w,v)> <-——Pr'——-j* (W)

on voit qu’il suffit de démontrer que (pr,eh)*= (pr,ch)*. Mais
prich(z,v) == et praoc h(z, v) —=exp(z, e(v —a(x))),

et en multipliant ¢ par un parametre t€[o, 1] on obtient une homotopie
entre ces deux applications.

Il résulte de ceci et de l'assertion (4) que

(tr@1).w =(1Q ). w,

(ak®1).<2a,~,~a,~® @j> = (I®ak) .<Za,-,-a[® B/->>

ij i

soit

soit
D ay (ar.a) @ By= Y, (— 1)is%testa, @ (ax. b)),
i’i i’i
d’on, en prenant les valeurs des deux membres par ’homomorphisme id ® b,

o= Y, (— 1)tes % des abjro

i
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car b((3;) est nul sauf pour 3;= (3, et car a;, = o pour i 3£ o [puisque «, est
le seul élément de degré o de la base (x;)]. Il résulte de l’assertion (5)
que a,, = I, et, comme (a;) est une base, 1l vient

o . .
Zaijbjkzo si kFi;
J

(8)
zd[jbﬁ: (— ])dega;‘
7

Les relations (7) et (8) prouvent que

o (U) =3, (—1)e%. 5 =y (W).5.

Cecit démontre la formule (1) du théoréme 1.
Les formules (8) prouvent que la matrice ((— 1)***

la matrice (by), d’ou

a;;) est P'inverse de

2 (— I)degaiaijbjizl

14

et, comme dega;+ degB;=n-41 si b;>%0, on a

N aybu= (— 1yt ¥ (— b= (— 1)y (W, V).
ij j
Pour démontrer la formule (2), choisissons la section p symétrique de la
section ¢ par rapport a 'origine de chaque fibre; on a alors ¢* (U) = ¢* (0),
ou U est la classe de Thom obtenue a partir de U par la méme symétrie.
Comme U = (— 1)** T, la formule (2) en résulte.

1.3. Remarques. — Il vésulte des formules (1) et (2) que
(9) o (U) = (U) =x(V) 5

On peut démontrer directement cette relation. Pour chaque composante
connexe V; de V, soit z;€ H*(V) la classe fondamentale dont le cobord
est z€ H** (W, V), soit T(V,) le fibré tangent et soit T'(V;) la restriction
a V; de T(W). La classe de Thom U induit dans H"*(T'(V,), T'(V,)°)
la classe de Thom U;.

Prorosition 1. — Pour tout v;€ H*(T'(V,)°) tel que 8v;= Uj, on a

s* (V[) —_ I'*(Vl) =X (Vg) a4
Ann. Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 2. 17
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La relation (g) résulte de la proposition et du diagramme commutatif
suivant :
Hr (T (W)?) —2» Hot (T (W), T (W)°)

- av,pr
- Y
He (V) ——» Hewt (W, V),
Démonstration. — Le résultat ne dépend pas du relévement ¢; choisi

car s* et r* sont des rétractions :
o—H" (V;) > H" (T (V;)?) — Hr+t (T' (Vy), T"(V)?) - o.

Choisissons ¢, dans le noyau de r*; alors ¢; est dans I'image de
H*(T"(V.)°, T.(V:)°) [ou T,(V:) est constitué des vecteurs tangents ne

r

sortant pas de W] a cause de la factorisation de r par
(T (V,)0) —» He (T, (Vy)0) =~ He (V).

Par projection, le couple (T'(V,)°, T, (V;)°) se déforme en (T(V,), T(V,)°),
la section s en la section nulle et ¢; en la classe de Thom de T (V) (fig. 2).
On a donc

% (Vi) 3= 8" (v;) = §" (¢;) — " (v1).

Remarquons aussi que la démonstration du n® 1.2 est valable quand on
remplace Q par n’importe quel corps K. Il en résulte en particulier qu’a
condition de se placer en cohomologie modulo 2, le théoréme 1 est encore
valable pour les variétés non orientées.

Lid (V/)

Fig. 2.

Enfin, le fait que la matrice (b;;) soit inversible montre que, pour tout
corps K, I’application bilinéaire b(—.—): H*(W; K) ® H*(W, V; K) > K
est non singuliére. En particulier, si n 4+ 1 = 2k, elle met en dualité H¥(W)
et H*(W, V). Il en résulte que le rang p de 'application bilinéaire

b(—.—): HE(W, V) @HE(W, V) K

est égal a la dimension de I'image de I’homomorphisme
J o HE(W, V) = HE(W).
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En considérant la suite exacte
o—H (W, V) -H (W) ...-H~1 (V) > H(W, V) - Im(j) - o

on voit que la dimension de Im(j) est la somme alternée des dimensions
des autres espaces qui figurent dans la suite exacte. De la dualité,
il résulte que

dimH (W) = dim H*~ (W, V),

d’ou, en notant la semi-caractéristique

2 (V; K) = 2 dimH{(V; K),
0LiLk—1

la relation

(10) p=y (W) + (V) (mod2).

Cette relation est surtout utile lorsque o= o (mod2). Cest le cas
lorsque k est impair et K de caractéristique différente de 2. Dans H*(W, V),
on a alors z.y = — y.z, et la forme bilinéaire est antisymétrique; donc
symplectique et de rang pair. Lorsque K = Z/(2), la linéarité du cup-carré
et la dualité prouvent que z.2 = ¢,.x (z€ H*(W, V)) ou ¢, € H*(W) n’est
autre que la £*"° classe de Wu de W. Si celle-ci est nulle, on a

2 (W) =" (V) (mod2),
toujours parce que la forme bilinéaire est symplectique.

2. DEFINITION DU DEGRE.

2.1. La condition homologique. — Soient V" une variété compacte
connexe et M"*' une variété compacte ou non, connexe, orientées l'une
et Pautre. Pour une immersion f: V— M, on ne définit le degré que si
I’homomorphisme H”(f) : H*(M) — H"(V) est nul (en cohomologie entiére).
Cette condition est équivalente a la nullité de I'image dans H,(M) de la
classe fondamentale d’homologie [V]. En effet, la condition H"(f) = o est
équivalente a

VeceH'(M), {f*(c),[V]) = o,

= Vel (M), <o, [, ([V]) ) = o,

< tout homomorphisme H,(M) - Z s’annule sur f,([V]) (d’apres le théo-
réme des coeflicients universels),

< f.([V]) est de torsion,

< f.([V]) = o car la torsion de H, (M) est égale, par les coeflicients univer-
sels, a celle de H™'(M) qui est nulle.






