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APPLICATIONS A PUISSANCE NUCLÉAIRE
ET APPLICATIONS DE HILRERT-SCHMIDT

D A N S

LES ESPACES DE BANACH

PAR M. PIERRE SAPHAR.

INTRODUCTION.

Ruston [9] et Grothendieck [6] ont montré que la théorie de Fredholm [2]
pouvait être développée d'une manière naturelle dans le cadre des appli-
cations nucléaires ou applications à trace. Par ailleurs, Smithies [12] a
construit une théorie de Fredholm généralisée dans le cadre des appli-
cations de Hilbert-Schmidt d'un espace de Hilbert dans lui-même.

Dans cet article on essaie d'aller plus loin.
Dans une première partie, on construit une théorie de Fredholm géné-

ralisée pour les applications à puissance nucléaire. Cette théorie est utili-
sable dans des situations variées. Citons-en quelques-unes :

i° Soient H un espace de Hilbert et p un nombre réel positif. On dit
qu'une application linéaire compacte de H dans H est de puissance p1®1116

_^
sommable si les valeurs propres de (T*T)2 sont de puissance p1®"1®
sommables. Si k est le premier entier supérieur ou égal à p, on montre
[voir [l], p. IOQ3) que T71 est nucléaire. Rappelons que si p =^ 2, T est une
application de Hilbert-Schmidt.

2° Soient E l'espace de Banach des fonctions continues sur l'intervalle
fermé (o, i) à valeurs complexes, (.T, î/) -> K^r, y) une application continue
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de (o, i) X (o, i) dans C et a un nombre réel tel que o ̂  a < i. Considérons
l'application linéaire continue T de E dans E définie par

/->T(/)=F, F(.)=flK{^Arl^
JQ \UL ~ y \

Si k désigne le plus petit entier supérieur ou égal à —— ^ on montre

sans difficulté que T71 est défini par un noyau continu. Donc T71 est nucléaire
(voir [6], p. 371). L'étude de ces applications a été faite par Poincaré [8].
Notre méthode redonne facilement les résultats de Poincaré.

3° Soit E un espace de Banach et T une application intégrale de E dans E
[voir [3], p. 124). Alors on montre que T2 est nucléaire [3], p. i34). Nous
mettrons en évidence des propriétés particulières des applications inté-
grales dans le chapitre I, § 4 de ce travail.

Dans une deuxième partie, introduisant une topologie sur le produit
tensoriel de deux espaces de Banach on obtient une notion raisonnable
d'application de Hilbert-Schmidt d'un espace de Banach dans un autre.
On peut alors construire pour ces applications une théorie de Fredholm
généralisée analogue à celle de Smithies [12]. Enfin, on donne pour terminer
quelques exemples de telles applications.

Une autre théorie des déterminants a été conçue par Lézansky [7] et
Sikorsky [voir [11] qui contient une importante bibliographie). Elle ne
sera pas utilisée ici.

Pour conclure, je voudrais mentionner que j'ai tiré le plus grand profit
pendant l'élaboration de ce travail de conversations avec MM. L. Schwartz
et J. Dixmier. Qu'ils veuillent trouver ici l'expression de ma profonde
gratitude.

CHAPITRE I.
APPLICATIONS A PUISSANCE NUCLÉAIRE.

Soient E un espace de Banach complexe, /^(E) l'algèbre des applications
linéaires continues de E dans E, ^(E) l'algèbre des applications nucléaires
[voir [3], chap. I, p. 78) de E dans E. Pour tout entier A* ̂  i, on désigne
par ^(E) le sous-ensemble de f(E) formé des éléments T tels que T71

soit nucléaire. Le but de ce chapitre est de montrer qu'on peut faire une
théorie de Fredholm pour les éléments T de ^(E), c'est-à-dire :

— Définir une application de ^(E) dans C : T -> det/,(i + T) qui joue
dans une certaine mesure le rôle d'un déterminant;

— Exprimer la fonction méromorphe z -> (i — zT)^ (^€C) sous la
forme du quotient de deux fonctions entières;
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— Donner des formules permettant le calcul des fonctions entières
introduites.

Nous supposerons dans toute la suite du chapitre I, sauf mention expresse
du contraire, que les espaces de Banach introduits satisfont à l'hypothèse
d'approximation large [voir [3], chap. I, p. i64); k désignera un entier
supérieur ou égal à i.

1. LE DÉTERMINANT DE FREDHOLM D'ORDRE k. — DéfinisSOUS là Suite

de fonctions entières suivantes :

[ z2 z^-1 1
î p i ( ^ ) = i , . . . , ^(^)=exp — ^ - + - - ^ 4 - • • • - 4 - ( — I ) Â : - 1 ^ — — ^ •

On sait que pour tout /c, il existe une fonction entière ̂  telle que :

(i4-5) (p^(^) ==i4-^^(^).

Soit Te^(E). Il est clair que l'application (i + T) ÇA-(T) — i est
nucléaire. Par ailleurs, si T est nucléaire, on sait [voir [6]) définir le déter-
minant de Fredholm de i -(- T q116 nous désignerons par deti (i -j~ T).
On peut alors poser la :

DÉFINITION. — Soit Të^'^E). On appelle déterminant d'ordre k
de i + T, et l'on désigne par det/c(i + T) l'expression : deti((i + T)<pA-(T)).

THÉORÈME 1. — Soit Te^^E). Alors pour que i + T soit inversible^
il faut et il suffit que det/c(i + T) 7^ o.

Démonstration. — En effet, la propriété det/,(i + T) 7^ o est équivalente
au fait que (i + T)ç/,(T) soit inversible. Puisque ^(T) est inversible pour
tout T, le résultat voulu est obtenu.

2. THÉORIE DE FREDHOLM GÉNÉRALISÉE. — Soit TCÎ^^E). Puisque T71

est compacte, le spectre de T est dénombrable avec seul point d'accumu-
lation o. Rangeons les valeurs propres non nulles de T par ordre de module
décroissant : { Zi, ^5 . . . }. On désigne par ai la multiplicité algébrique de
la valeur propre Zi [c'est-à-dire le plus petit entier tel que la suite des
noyaux ker (T — z^ stationne pour n ̂  a/] et par bi la multiplicité
géométrique de Zi [c'est-à-dire la dimension de ker (T — ^-y"]. On sait

que ai ̂  bi et que l'ordre de multiplicité du pôle — dans la fonction
^'i

méromorphe z-^i—jsT)"1 est a/. Pour tout z de C, on pose
T>k{z) = det^(i — zT). On a alors le :

THÉORÈME 2. — La fonction z -> D/{{z) est une fonction entière de z.

L'ensemble des zéros de la fonction z -> D^Çz) est Vensemble des (-1-) U ordre

de chaque zéro ( — ) dans Dk(z) est la multiplicité géométrique bi de Zi.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIIL — FASC. 2. 15
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Démonstration. ~ Puisque la fonction u -> det, (i 4- u) de X"1 (E) dans G
est entière [voir [6]), il en est de même de la fonction z -> D/,(2;). Soit z, une
valeur propre de T non nulle. On sait que les sous-espaces Ei = ker(T — Z i ) " '
et E^=== Im(T — z/)"' sont supplémentaires topologiques dans E. De plus,
chacun d'eux est stable par (i — zT)^/.(— zT) pour tout z de G. Soient Pi
et Ps les projecteurs supplémentaires définis par Im P,== E,(i == i, 2).
Rappelons que

( i -3T)^ ( -^T)== i+ ( - - ,T )^ , ( -3T) .

D'après ([6], p. 351), on peut écrire

D,(^ )z=de t , ( I - (^T)^ , ( - sT)POde t , ( l - (3T) / • •^ , ( -3T)P , ) .

i — ( z T y ^ / î Ç — z T ) Pa est un isomorphisme pour z = ̂ ; donc
deti(i -(^.T)^ (- 3,-T) P,) ̂  o.

Par ailleurs, puisque la dimension de Ei est finie, on peut écrire

det1( I - (3T) ^^(-3T)P,)=:det l ( ( I -3T)(p, ( -GT) | E,)
= det, ( (T - ;T) Ei) deli (çp/, (- sT) | EQ.

Puisque, pour tout z de G deti(ç/, (—^T) Ei) est non nul, l'ordre de z,
dans D/,(^) est égal à son ordre dans det, ((i — 2;T) E,) . Mais, E, est de
dimension bi et (i — z/T) | E, est niipotent; on déduit que cet ordre est &,.
Le théorème est démontré.

Posant alors, pour tout z ̂  z / y
R,(^)=:(t-GT)-'D,(.-),

on a le :

COROLLAIRE. — La fonction z -> R/r(js) est une fonction entière de z.

La connaissance des fonctions D/, et R/. permet la détermination
de ( i — z T ) ' pour tout z -^- z,. Nous allons maintenant donner des
formules qui permettent le calcul de D/, et R/,.

Soit n un entier supérieur ou égal à i. Désignons par F,, l'application
de G" dans l'ensemble des matrices à n lignes et n colonnes :

x\ n —
x^> x i

(^i, x^ . . ., x,^} -> F,/ (.2-1, x.^ . . ., x,,) ==

Citons alors un résultat classique dont nous aurons besoin :

LEMME 1. — Soit d(z) =^^d,,z11 une série entière convergente à coefficients
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complexes avec d^^o. Si Von pose —— == — V 0,/+i z", on a, pour tout n^i,

les formuler

^= (—^^del(V^(Q^ 0,, . . . , 6,)).

Démonstration. — On obtient aisément le résultat par identification

de - d\z) et de d(z)^Q^^/t.

PROPOSITION 1. — Soit Te-C^E), D/,(z) = det / , ( i—;sT). Alors, au
voisinage de z = o, on a

'^=-i--^
n^k

[tr (T1) désigne la trace de T7', définie pour n ̂  k puisque T^ est nucléaire].

Démonstration. — Au voisinage de z == o, on a d'après (f6], p. 35o) :
D , ( , , ) = e x p ( t r L o ^ ( ( i - 3 T ) c p , ( - . - T ) ) ) ( • ) .

En utilisant la continuité de la trace dans G^ (E) on obtient

D'^(z) ( cl - „ d ,
^=tr(^Lo,(.-.T)-4-^Lo,(^(-.-.T)))

^ tr ( — T ( i — .- T ) -' + T 4- 3 T2 -+-. . . + --/L—2 T7-1 )

^_^^-itr(T").
^=Â-

THÉORÈME 3. — Soit TeC^E). Posons
00

D, (s) = de4(i - sT) ==^ a,,,, (T) s».
/< =:U

OM a alors a/^ ,o(T) == i et, poz^r ^ > T,

a,,,(T) = ̂ ^det/F,/^^^, tr(T^), ..., tr(T^)\

Démonstration. — Le théorème découle immédiatement de la propo-
sition 1 et du lemme 1 une fois qu'on a constaté que D^(o) = a/f ,o(T) = i.

(l) Pour Ae ̂  (E) avec A < i, on pose
- . . . A 2

^o^ ( r - h A ) = = A — — +....



I I ^ P. SAPHAR.

Nous aurons besoin dans la suite du corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soient Ei et E.j deux espaces de Banach complexes
et T^-^E,). Supposons que tr(T^) = tr (T:) pour tout n ̂  k. Alors

detk(ï - zïi) = de4(i - zT,).

Notamment Ti et Ta ont les mêmes valeurs propres, chacune étant comptée
avec le même ordre de multiplicité géométrique.

THÉORÈME 4. — Soit TeX^E). Posons

R,(z)=(i-zT)^T),(z)=^^(T)z^
/î==0

On a alors les formules :

i3*,»(T)=i,
i n o

^(T^i—i^det
; F/ / (o , . . . , o, tr^F), . . . , tr^P))

T"

Démonstration. — On a
( i - ^T)R , ( s )= :D , (^ ) .

On déduit les relations
P/.o(T)=i,

f3^(T) -Tp/,.-i(T) =a,,,(T) (/^^i) .

Il est clair que ces relations déterminent complètement les PA , /< (T) . Posons

/ _ ^\n | T
P^o(T)= i , p,^(T)== î 2-del ;

LT^
F,(o, . . . ,o , t r (T^) , ..., lr(T/0)

Développant le déterminant qui intervient dans l'expression de pA, / î (T )
suivant la première ligne, on obtient

p,,,(T)==a,,,(T)+Tp,,,_i(T).

On conclut que P/^(T) == p/.,^(T). Le résultat est obtenu.

3. GENRE DE D/,(z).

PROPOSITION 2. — Soit Te^E). Alors le genre de D/,{z) est inférieur
ou égal à 2 k — i ; en particulier, ̂  ( z, 2/t < + oo. On a la formule

D,(z) = exp (- tr(T^ -...- tr(T^) ' L ) 17 ( I - ̂ •) ̂ P^^ +•••+ ̂ ^^
\ /l '̂  /i — T / -1- A l \ 2 À —
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Si E est un espace de IIilberty le genre de D/,(z) est inférieur ou égal à k — i,

en particulier "Y Zi k<< + oc ; on a la formule
i

- , / / .y . ̂  \ À-—1 \

^(z)=]^^-z,z)exp^z^...^^^

Démonstration. — Supposons que E soit un espace de Banach. Pour

tout n^2 /c , tr (T') ==Y^, puisque T" est alors le produit de deux
i

applications nucléaires {voir [3], chap. II, p. i5).

La décomposition en facteurs primaires de D/,(z) s'écrit donc sous la
forme

D,(z) == exp(/(^))JJ(i - zz,) exp(^-+. . .+ ^^ ^\

f (z) étant une fonction entière. Donc, pour | z assez petit, on a

g-̂  =f(z)- ^ ^tr(T-).s^li^T"4-'
/t=2k—ï

îh^) '

Utilisant la proposition 1, on déduit que :

// (^) = - z^tr (T^) - . . . - z^-2 tr (T^-'),

/ (^) ==- ̂  tr^F) -. . .- ̂ ^ ̂ (T^-) + G.

Utilisant le fait que D/^o) == i et la convergence uniforme du produit
infini, on constate que C = o. La formule désirée est obtenue. Supposons
maintenant que E soit un espace de Hilbert. Alors pour tout TZ^/C,

tr (T7') ==y^ [voir [l], p. logS). Utilisant la même méthode que précé-
;

dernment, on obtient la formule voulue.

COROLLAIRE. — Soit E un espace de Banach et Te/Ê^E). Supposons que
V zi\2 < +00. Alors

Ce résultat découle directement de la proposition 2. On peut se demander
si l'on n'a pas

^^==tr(T^), ^^==tr(T^).
i i
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Nous verrons dans les applications un certain nombre de cas où la réponse
est positive.

Remarque 1. — Dans le cas où E est un espace de Hilbert, nous verrons
dans les applications que le résultat indiqué dans la proposition 2 sur le
genre de D/^js) n'est pas améliorable. Dans le cas où E est un espace de
Banach, la question est ouverte. Le problème qui se pose tout d'abord
est de savoir si l'on peut trouver Te .^'(E) de valeurs propres Zi telles que

^, | Zi l 2 ^ < 4- oc et ^. | Zi 1^'-^== — oc pour tout £ > o.
/; i

Nous avons pu obtenir le résultat suivant :

PROPOSITION 3. — Pour tout entier A'^i, il existe une application T
de puissance kieme nucléaire, de valeurs propres (zi) telles que :

,̂ | z ' i l^'4'1 <+oc, ^ ^i l^-^+oc p o u r t o u t £ > o .1^-4-11 ^ . -, ^J
i i

Démonstration. — Soit T le tore à une dimension, L ' (T) [resp. C (T)]
l'espace de Banach des classes de fonctions complexes sommables sur T
à valeurs complexes (resp. l'espace de Banach des fonctions complexes
continues sur T). A tout geL ' fT) correspond une application linéaire
continue A de C (T) dans C (T) définie par

f—> A (/) ==-fiç ^ ' (f ̂  ^ ^st la convoi ution de / et ^ ).

Pour que A71 soit nucléaire, il suffit que g* g*. . . * g (k facteurs) représente
une fonction continue. On sait, par ailleurs, que les valeurs propres non
nulles de A sont les coefficients de Fourier de g.

Considérons alors la série :

^ ~P 7î———^ ̂ P ^P113' + l l l x) (a € K, ,3 € H, y € R, ^ € T, p réel positif).-À— TI^ ^ i j O î ^ y i ) ^
n=î

C'est la série de Fourier d'un élément de L1 (T) si
y

o < a < i , j3 == -'•> Y > i , P~=-^ d'après ([13|, p. 302).

Reprenant la même méthode que celle employée par Zygmund ([13], p. 200),
on montre que c'est la série de Fourier d'une fonction continue si

y

o < en. «< i, j3 -4- -: ̂  i , y > i, // rée] positif.

Soit alors k un entier supérieur ou égal à i et g€L ' (T) défini par la série
/ _y_ \

7, —— —.———— expv/^4'14- i n x ) '^J _ (Log^)2 t v /

n=ï n^
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On vérifie que l'application linéaire continue de C (T) dans C (T) définie
par f ~> A(f) == f-k g est de puissance A'10"16 nucléaire. Ses valeurs propres {zi)
sont telles que

'V. [ Zi [^4-J < + 'oo et ^ , | Zi l^4-1-^ == 4- oc .

i i

C'est le résultat que nous avions en vue.

Remarque 2. ~ Nous aurons besoin dans le chapitre II d'utiliser certains
des résultats que nous venons d'obtenir dans des conditions un peu diffé-
rentes. Regroupons-les ici :

On ne fait plus l'hypothèse que les espaces de Banach étudiés satisfont
à l'hypothèse d'approximation. Soit E un espace de Banach complexe et T
une application linéaire continue de rang fini de E dans E.

Alors si l'on pose
d e t , ( i — T ) = = : d e t i ( ( i — T ) exp(T) ) = = d e t i ( i — T ) e x p ( t r ( T ) ) ,

on aura

det , ( i -T) ==^a^(T),
/î==0

les a^,,, (T) étant donnés par les formules du théorème 3.
Pour tous les z tels que i — sT soit inversible, on définit :

H. (--) =(i - --T)^ det,(i - zT) ==^^,,(T) z " .

Alors les p2 , / / (T ) sont donnés par les formules du théorème 4. De plus,
R^) est entière une fois prolongée par continuité à G. Par ailleurs, l'expres-
sion ^(T) = R^i) vérifie la formule

(i - T) r, (T) == /•, (T) ( i - T) = det2 (i - T).

Enfin, si Ti une application linéaire de rang fini d'un espace de Banach F
dans lui-même telle que tr (T') = tr (Tj') pour n ̂  2, on aura

detaO -- zT) =: det2(i — ^Ti),

pour tout z complexe.

4. CAS DES ESPACES DE TYPE L, C ou II. — Nous dirons qu'un espace
de Banach E est

— de type L, s'il est isomorphe en tant qu'espace vectoriel norme à
un espace L ' (M) (M espace localement compact, muni d'une mesure p.
positive) ;
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— de type C, s'il est isomorphe en tant qu'espace vectoriel norme à
l'espace de Banach des fonctions continues sur un espace localement
compact M, « nulles à l'infini »;

— de type H si c'est un espace de Hilbert.
En application de résultats de Grothendieck [4] et de notre méthode,

on a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 5. — Soient F et G deux espaces de Banach complexes.
Supposons que F et G soient de type L, C ou H, les types de F et G étant
différents. Soit T une application linéaire continue de F dans F qui se factorise
sous la forme :

T: F-^G-^F, T = B A ,

A et B étant des applications linéaires continues. On a alors les résultats
suivants :

i° T est de carré nucléaire;
2° Les valeurs propres de T sont de carrés sommables;
3° Si l'on désigne par [zi) les valeurs propres de T, on à

DeU(i - z T ) =-pJ[ (i - .^) exp (^,).
;

Démonstration. — i° s'obtient directement en application de résultats
de Grothendieck [4], p. 65). Démontrons 2° et 3°. Faisons un tableau des
différents cas possibles :

Type de F. Type de G.

L I I . . . . . . . . . . . . . . L^Ï I -^L
H L . . . . . . . . . . . . . . i ï^L-^H
G I I . . . . . . . . . . . . . . C-^H-'tc
H G . . . . . . . . . . . . . . I I^G-^I I
L G . . . . . . . . . . . . . . L ^ G ^ L
G L . . . . . . . . . . . . . . c4L^G

Dans le deuxième et le quatrième cas, on sait (d'après [4], p. 65), que T
est de Hilbert-Schmidt et les résultats sont alors en évidence d'après la
proposition 2.

Etudions le premier et le troisième cas. Posons K = AB. Il est clair
que K est de Hilbert-Schmidt. Pour tout entier n ̂  2, on a

trCPQ^t i^BA.BA. . . BÀ) =tr(/U3, . . . , AB ) == tr ( IV1),
(en effet, d'après [4], p. 65, ABA est déjà nucléaire) ( 4 ) .

(') Nous utilisons ici le résultat suivant :
LEMME. — Soient B et F deux espaces de Banach, Te^? (E, F), u un élément du produit

tensoriel projectif complété de E" et F. A/ors tr (uT) = tr (Tu).
Le résultat est immédiat si u est décomposé. On l'obtient par passage à la limite dans

le cas général.
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D'après le corollaire du théorème 3, on conclut que

de^(i— z T ) ==de^(i—zK).

Mais
d e t 2 ( i — - s K ) =T\ (î— z z i ) e x p ( ( z z i )

i

d'après la proposition 2. Étudions enfin le cinquième et le sixième cas.

Prenons, par exemple, le cinquième cas. On sait [voir [4], p. 61) qu'une
application linéaire continue B : C -> L se factorise sous la forme

C-^H-^L,

BI et Ba étant linéaires continues et H un espace de Hilbert. Donc T se
factorise sous la forme :

A ^ Bi B^L->L-^ H ->L.

Le cinquième cas est alors ramené au premier. De même, le sixième cas
se ramène au troisième.

LEMME 2. — Soient E et F deux espaces sectoriels, U une application
linéaire de E dans F, V une application linéaire de F dans E. Alors pour
tout entier n positif, dim ker (IL+ VU)7^ dim ker (ip+ UV)" (nous
convenons que la dimension d'un sous-espace vectoriel est un entier positif
ou nul ou +00)-

Démonstration. — On constate que
( I K + V U ^ V ^ V ^ F + ' U V ) ^ .

Soit ^€ker ( iF+UV) 7 1 et non nul. Alors Vo;€ker (IE+ VU)71 et l'on
vérifie que NX ̂  o. On déduit alors que

dim ker ( I E — VU)^dim ker ( iF4-UV)^ .

Le lemme s'en déduit immédiatement.

PROPOSITION 4. — Soit E un espace de Banach complexe et T une appli-
cation intégrale de E dans E (soir [3], chap. I, p. 124) (on ne fait pas ici
l'hypothèse que E vérifie la propriété d'approximation). Alors les valeurs
propres de T comptées avec leur ordre de multiplicité géométrique sont de
carré sommables.

Démonstration. — Si T est une application intégrale de E dans E, on sait
([3], chap. I, p. 162) qu'il existe un espace compact M et une mesure
positive p. de masse finie sur M telle que T se factorise sous la forme :

E-^L00^)-^2^)-^
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 2. 16
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ou même
E-^C-U2^)-0 E,

C désignant un espace de type C [on sait que tout espace L00 (p.) est isomorphe
à un espace de type C]. On a alors T = DBA. Posons K = BAD. Il est
clair que K est de Hilbert-Schmidt ([4], p. 65). D'après le lemme 2, pour
tout z complexe et pour tout entier n, on a

dim ker(i — zK)n=z dim ker(i — z T ) ' 1 .

On conclut que K et T ont les mêmes valeurs propres avec le même ordre
de multiplicité géométrique et le résultat.

COROLLAIRE. — Si E vérifie l9 hypothèse d9 approximation et si T est une
application intégrale de E dans E on a

det,(i - z T ) ==F[ (i - zz,) exp (zz,) et tr(T-) =^z? (^2).
i i

Démonstration. — On démontre, sans difficulté, que pour n ^2,
tr (T") = tr (K71) (car BADBA est nucléaire, voir [4], p. 65). Les résultats
en vue s'en déduisent immédiatement.

CHAPITRE II.
PRODUIT TENSORIEL HILBERTIEN

ET APPLICATIONS DE HILBERT-SCHMIDT DANS LES ESPACES DE BANACH.

Dans ce chapitre, il n'est pas supposé, sauf mention expresse du contraire,
que les espaces de Banach étudiés satisfont à l'hypothèse d'approximation.
Dans les paragraphes 1 et 2, ils seront, indifféremment, tous réels ou tous
complexes.

1. PRODUIT TENSORIEL HILBERTIEN A DROITE ET A GAUCHE. — DésigHOUS

par P l'espace de Hilbert des suites de scalaires de carrés sommables et
par (<?i, ^2, . . .) la base orthonormale canonique de V1. Soit F un espace
de Banach. Rappelons [voir [5], p. 87) qu'une application linéaire continue B
de F dans F est définie par une suite (î/i, î/2, . . .) d'éléments de F scalai-
rement de carrés sommables fc'est-à-dire telle que pour tout y ' de F' la
suite {^yi, Vi Y)i appartienne à i2], à l'aide des formules : B(e;) == yi.

Nous désignerons par Ma^î/^), ou M^Çyi) s'il n'y a pas ambiguïté,
la norme de l'application B. On a

i/ _ \ y
M,(yt)= sup Va,j, = sup (VKJ,, j'>|n .

(«.)€<' •*" y'er' \ •"• /
Viï.n-i ' b"l=i \ ' /2>.r==i
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Si une suite (î/;) de F n'est pas scalairement de carré sommable, on posera
Ma (î/t) == +oc • Si (î/i, î/2, . . . , î / ^ ) est une suite finie d'éléments de F,
on peut, en complétant cette suite par des zéros, considérer qu'elle définit
une application de P dans F. Remarquons par ailleurs que toute suite (x[)i
scalairement de carré sommable de F', définit une application linéaire
continue A de F dans F :

A : x-^P^(x') :=^^<(.y, x\ )>.
i

Puisque la boule unité de F muni de la topologie affaiblie est dense dans
celle de F77, on déduit que

j_
|A |=M,(^ . )= sup /V|<^;.>pY.

•T€F \ AJ /
|.r|=l \ i /

Enfin, on constate immédiatement que Ma (yi) ne change pas si l'on permute

les î/t. Si I est un ensemble dénombrable qui admet la partition I = ^J ï\
),

et si (yi)içï désigne une famille d'éléments de F scalairement de carrés
sommables, on vérifie que

M..((j.)^i)^^M,((j,)^i,)-
\

Soient E et F deux espaces de Banach et u un élément de E (^) F. Posons
_^

g-.,(u) r=: |^==inf/^[^ |2^ M.(y,),
\ i )

la borne inférieure étant prise sur l'ensemble des représentations de u
de la forme

^==^^.(g)j,.
i

Posons aussi

d, (u) == 1 u \^= mf^lj^y M, (.^).

\ i /

LEMME 1. — Désignons par V V ensemble des u de E (^) F qui admettent
une représentation :

^==y^-(g)j^ avec Vl^-l2^! et M^Çy^) ̂ i.
i i

Alors V est un ensemble connexe, absorbant, symétrique qui admet gs pour
jauge.


