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SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES
DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES

Par M. S. ZAIDMAN (*).

IntrRoDUCTION. — Ce travail est d’une part, une suite des travaux de
Muckenhoupt [16], S. Bochner ([3], [4]), S. Bochner et J. von Neumann [5 ]
et S. Sobolev [21]; d’autre part il poursuit les travaux de lauteur
(23], [24], [25]) et de L. Amerio ([1],[2]).

Soit Q un domaine borné de R* ayant la frontiére S suffisamment réguliére;
X=(x, @y ..., 2,); H*(Q)=L2(Q), l'espace des fonctions complexes
de carré sommable en Q; H'(Q) est l'espace des «€H’(Q) telles que

%EH"(Q) <(—)d; dans le sens des distributions de L. Schwartz); la norme
I i /

) dX.

/

dans H*'(Q) est donnée par la formule
21: X 2

Il fg)(w X

Puis, soit 'opérateur L qui est défini par la relation

N 9 [ e 99N
L?—Z 5;{<”i/(~\)(ﬁj>4"(x)<?s

i, =1

du
oz,

ou
a(X) > o, ai; (X) = a;:(X), E”t,’(x)liziéaEUin (x>o0),
i j=1 i=1

a;; (X)eCl(L), a(X)eCo ().

(*) Adresse actuelle : Istituto Matematico del Politecnico di Milano.
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Considérons une fonction u(X, #), X€Q, t€R =[— o, + x|, vérifiant

(1) uls—=o, u (X, t)=Lu(X,t).

Alors (*), le résultat définitif des travaux [4], [16], [21] est que :

Si u(X, t) vérifie (1) alors le vecteur w(2)={u(X, 1), u,(X, )} de R a
H'(Q) >< H°(Q) est presque-périodique au sens abstrait de Bochner [ 3].

D’autres démonstrations de ce résultat ont été données par 'auteur [25] et
par L. Amerio [1].

Considérons maintenant une fonction f(X,t) de R a H°(Q), presque-
périodique au sens de Bochner, et, toujours comme fonction de R a H'(Q),
ayant la dérivée forte continue. Dans les travaux de lauteur ([23], [24],
[25]) on a démontré, en faisant usage essentiel du résultat de Bochner-von
Neumann-Sobolev cité plus haut, que, si la fonction u(X, 7) vérifie

(2) uls=o, w(X, t)y =Lu(X, t)+ f(X, 1)

et si le vecteur u(¢)={u(X, ), u,(X, 1)} est contenu dans un compact de
H'(Q)><H'(Q) quant ¢ parcourt R', alors le vecteur Tz(t) est aussi presque-
périodique de R a H* (Q) >< H°(Q).

Ce résultat a éte démontré par 'auteur en utilisant les méthodes des semi-
groupes de Hille-Yosida-Phillips, pour des solutions fortes dans la variable du
temps ¢, et pour ce motif on a fait sur la fonction f(X, ¢) I'hypothése de
dérivabilité forte en ¢.

Dans le travail de L. Amerio [1] le méme résultat a été démontré pour des
solutions plus faibles en ¢, ce qui avait permis de renoncer 4 I’hypothése de
I'auteur sur la dérivabilité forte de f(X, ?).

Dans le méme temps, I'auteur [26] avait annoncé un résultat encore plus
général. La fonction f(X, ¢) était maintenant remplacée par une distribution
de L. Schwartz en ¢ (distribution vectorielle), presque-périodique, et le
résultat concernant la presque-périodicité des solutions contenues dans un
compact était maintenant valable pour des solutions-distributions vecto-
rielles de (2).

Comme il a été remarqué par 'auteur [25], la question sur la presque-
périodicité des solutions de (2) qui dans H'(Q)><H°(Q) ont la trajectoire
bornée, mais pas nécessairement contenue dans un compact restait ouverte.
Cette question a trouvé une réponse affirmative dans les Notes I, II, III de
L. Amerio [2], qui établit pour cela un lemme important sur les suites
monotones de fonctions presque-périodiques. Dans le présent travail on donne
une variante de la démonstration de ce résultat de Amerio dans U'esprit des

(1) Dans le travail [3] de Bochner et von Neumann on considére aussi une situalion beaucoup
plus générale : précisément on démontre la presque-périodicité des solutions compactes pour une
large classe d’équations différentielles homogénes a coefficients opérateurs d’un espace de Hilbert.
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travaux précédents de 'auteur [25] et puis la généralisation du résultat de
Amerio dans le cas des solutions-distributions vectorielles.

Ainsi, le probléme de généralisation a I'équation des ondes non homogéne
du résultat classique de Bohr et Neugebauer sur la presque-périodicité des
solutions bornées de I'équation différentielle

YU(t) 4+ aynI(t) 4. ..+ a,y(t) = f(t), [[f(t)-presque-périodique],

nous semble épuisé, du moins dans cet ordre d’idées (*).

La considération des solutions-distributions vectorielles nous permet
d’obtenir aussi dans le cas de I'équation des ondes homogéne (1) le maximum
de généralité. Le théoréme de Bochner-Sobolev sur la presque-périodicité des
solutions classiques de I'équation (1), et aussi le résultat de Sobolev [21, III]
sur la presque-périodicité des solutions généralisées de I'équation (1),
reste vral aussi pour des solutions-distributions vectorielles de (1), qui sont
ainsi des distributions presque-périodiques de L. Schwartz ([19], [20]).

En se retournant maintenant a I’équation non homogéne, aprés avoir établi
la propriété structurelle de presque-périodicité des solutions bornées, il est
nécessaire d’obtenir des critéres effectifs pour que les solutions de I'équation
non homogéne des ondes avec partie droite presque-périodique, soient aussi
presque-périodiques.

(Une question sur laquelle J. L. Lions nous a attiré 'attention.)

Une telle condition effective peut étre obtenue en imposant certaines
relations entre le « spectre » de (X, #) comme fonction presque-périodique et
le spectre de L comme opérateur d'un espace de Hilbert. Dans ce cas aussi,
on peut considérer la situation plus générale ou f(X, ¢) est une distribution
presque-périodique, et 'on obtient une condition effective analogue pour la
presque-périodicité de toutes les solutions-distributions de I’équation (2) non
homogéne.

Il faut dire que les résultats mentionnés ont aussi un correspondant dans les
équations différentielles ordinaires non homogénes a coefficients constants,
qui appartient a J. Favard ([7], p. 98-99). Ils sont démontrés chez nous en
faisant de nouveau usage des semi-groupes de Hille-Yosida-Phillips, une
méthode qui nous semble trés suggestive. Mais il est probable qu'on pourrait
donner aussi d’autres démonstrations.

Le probleme de presque-périodicité se pose non seulement pour I'équation
des ondes, mais aussi pour les autres équations de la Physique mathématique.
Nous traitons dans ce travail encore I'équation des télégraphistes non
homogéne, donnée par la formule

(3) wy(Xy t)=Lu—Mu, (X, t)+ f(X, 1),

(*) 1l faudrait démontrer encore que si U(X, ¢) est limitée dans 11! (Q), U/(X, ¢) resulte limitée
dans H°(Q) (analogue du Lemme d’Esclangon), pour avoir une analogie compléte.
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ou M est une constante positive assez petite pour que l'équation homogéne
(f(X, t)=o0) posséde comme solutions des oscillations amorties. Si f(X, ¢)
est presque-périodique de R a H°(Q) on démontre I'existence d’une fonction
unique u(X, t) vérifiant u|y=o0 et (3), et étant presque-périodique de R a
H'(Q)><H'(Q). Le cas périodique, méme non linéaire, a été traité par
G. Prodi [18]. '

On démontre ensuite un résultat similaire dans le cas ou I'on remplace la
fonction f(X, ¢) par une distribution vectorielle de R a H°(Q), qui est presque-
périodique. On démontre alors 'existence d'une distribution unique « de R a
H'(Q)><H"(Q) », vérifiant (3) et u|s=o0 dans un sens a étre précisé dans le
travail, qui est presque-périodique.

Comme il est déja clair d’apreés les travaux de J. L. Lions ([10], [11], [12])
dans I'étude des problémes mixtes d’aprés Hadamard pour les équations
d’évolution, les distributions vectorielles de L. Schwartz [20] s’introduisent
d’une facon tout a fait naturelle.

Dans ce travail on verra qu'il est tout a fait naturel de considérer des
distributions vectorielles presque-périodiques, qui sont solutions généralisées
de diverses équations de type hyperbolique. Une théorie des distributions
vectorielles presque-périodiques manque dans la littérature; on I’a obtenue ici
en suivant de prés le cas des distributions scalaires traité par L. Schwartz
dans [19] (p. 62-64).

On obtient ainsi les premiéres applications pratiques des distributions
presque-périodiques, ce qui n’est pas sans un certain intérét vu que L. Schwartz
dit dans [19] (p. 6) :

« Nous ignorons si ces distributions peuvent avoir des usages pratiques. »

L’ordre des chapitres est le suivant :

Le premier traite certaines questions concernant les fonctions vectorielles
presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach ou de Hilbert. Par
rapport 4 Bochner [3] il y a deux résultats nouveaux et une nouvelle méthode
de démonstration du théoréme d’unicité et d’approximation. Le premier
résultat nouveau concerne I'extension vectorielle d’un théoréme de Favard,
concernant l'intégrale d’'une fonction presque-périodique dont le « spectre »
n’a pas I'origine comme point-limite. Le deuxiéme résultat donne I'extension (*),
dans le cas seulement d’un espace de Hilbert, du théoréme de Bohr sur la
presque-périodicité des intégrales bornées d’une fonction presque-périodique.
Dans le cas d’'un espace de Banach quelconque, Bochner avait obtenu en [3] la
presque-périodicité des intégrales contenues dans un compact, d’une fonction
vectorielle presque-périodique, et avait laissé ouverte la question si I'on peut
ou non remplacer « compact » par « borné ».

(*) Due a L. Amerio [2,]; pour 'extension aux espaces de Banach uniformément convexes, voir
aussi L. Amerio [2,].
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Il a été facile pour nous de donner une réponse affirmative dans le cas des
espaces de Hilbert, si I'on se rend compte que les difficultés essentielles ont été
dépassées par Amerio dans [2] (¥).

Le deuxiéme chapitre traite en détail les distributions vectorielles presque-
périodiques. Ce chapitre représente un développement de L. Schwartz
([19], p. 62-64), et quoique I’essentiel se trouve dans Schwartz, il se peut que
certains lecteurs trouveront notre chapitre d'un accés plus facile.

Le troisiéme chapitre traitera des solutions fortes presque-périodiques de
I’équation des ondes non homogéne, le quatriéme, des solutions-distributions
vectorielles presques-périodiques, pour les équations des ondes homogénes ou
non homogénes, le cinquiéme de I'équation des télégraphistes.

Je tiens a remercier ici MM. J. L. Lions et G. Stampacchia, leurs encoura-
gements ont été pour moi un précieux appui, sans lequel ce travail n’aurait
probablement pas pu s’effectuer.

Je remercie également le Professeur L. Amerio qui m’a facilité I'accés a ses
derniers travaux dans ce domaine, ce qui m’a permis la rédaction rapide de
ce travail. :

Je remercie chaleureusement les professeurs S. Bochner, L. Schwartz
et S. Sobolev dont les encouragements envers ce genre de recherches,
exprimés en diverses occasions, m’ont donné un grand appui, et j'exprime ma
reconnaissance a MM. Paul Montel et Jacques Hadamard qui ont bien voulu
présenter mes Notes a ’Académie des Sciences de Paris.

CHAPITRE 1.

LLES FONCTIONS VECTORIELLES PRESQUE-PERIODIQUES.

1. Au commencement on reproduit. Bochner [3]. Soit E un espace de
Banach, E’ son dual fort, R=[—o, + o], f(t) une fonction presque-
périodique (p.p.)de R a E. Soit ¢(¢) le module de continuité de /?(t), fonction
de R a R donnée par la formule

o0y =0 (0) =sup [ fs 0 — Fo) .

Comme pour tout module de continuité on a

v(t)=o0, v(o)=o0, w(—=l)=v (), v(b+b)=Ze(t)+v(L),

(*) Quand j'ai envoyé -le manuscrit de ce travail, je ne connaissais pas encore la Note [2,] de
L. Amerio, ou le théoréme est démontré (comme on fait aussi chez nous), avec le méme procédé
donné par Amerio pour I’équation des ondes.
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on en déduit
—o(—t)ZLe(s+1t)—v(s)=v(l) et [o(s=4¢) —v(s)]| Lo (L),

Mais ¢(s) est continue pour s = o, car
> > .
ey =sup|[fis+0—Fioll<e s je<ae.

On en déduit que ¢(z) est continue pour tout z€R. Elle est aussi presque-
périodique; car si ¢ est une e-presque-période de f(s), alors ¢(2) e et
sup |[v(s+12) —v(s)| <e.
SER :

Soit maintenant la suite (1,); des exposants de Fourier pour ¢(s); on sait
d’aprés un théoréme de Bohr (voir par exemple [9], p. 104-105 ou [7], p. 61)

que, pour tout ¢ >o il y a un N(¢) et un o<8(a)<§, tels que toute
solution ¢, des N inégalités '

|toppn| <0 (modam) (n=1,2,...,N)

est une e-presque-période de ¢(s). Mais toute c-presque-période de v¢(s) est

. . . . 5 .
aussi une e-presque-période de f(s). Considérons I'ensemble M des combi-
naisons linéaires finies rationnelles des nombres (p..);, qui est au plus
dénombrable. Soit A M. Alors, le systéme d’inégalités

| typn]| L0 (modam) (n=1,2, ..., N),
]to)\—w]ég (mod am)
a toujours une solution ¢, comme on en déduit d’'un théoréme connu de
Kronecker (voir [9], p. 106 ou[7], p. 18).
>
Il existe donc une e-presque-période de f(z), qui vérifie en plus la

relation |2, — n|ég(mod 2m) et donc aussi la relation

. LA
|1 — e | =|2sint, -
2

>,

Dans ce cas on a

l.,—{LT9

> .1 [ ” o 5 > s
u()\):hm;];/ S(t)e M dt = e= "N, | f(L~+ L) e ™
> L),

- N - > > N
= et (0) e oo [ (04 ) — F(0)] e

I3
<

et donc HZ(A) H = T =] ~e; vu que ¢ est arbitraire positif, on a Z(X) =10

pour tout A&M. En conséquence l'ensemble des A tels que Z(l)%ﬂ est
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contenu dans M et il est au plus dénombrable (*). Nommons cet ensemble

avec (A,)r; si Z(A,,):Kn on attache a chaque fonction ;(t) presque-
périodique de R a E la série de Fourier :

> ">
f(t)NEAnei‘\"’.
1

2. Pour les fonctions p.p. de R a E on va démontrer le théoréme suivant :

. >, . . .
TutoreME p'uNiciTE. — SI f(2) et g(t), fonctions p.p. de R a E ont la méme
. . e >
série de Fourter, alors f(z) = g(t) pour tout t€R.

En effet, d’aprés ’hypothése on a pour tout A réel :

3“[7(0 C’_“‘l] — I [g(t) e—m].

Alors, pour tout 2’ € E’, on aura
D]l[<x’7 }(l)\/\ 87{}‘!} =M [<x” g([)> e——l"l\l:l‘

>
Vu que <x’,f(t)> et <az’, g(t)> sont des fonctions p.p. de R a R, on a
. .. T 7 3
d’aprés le théoréme scalaire d’'unicité, I'égalité <w’,j(l)>:_—<x’, g}(z)>
pour tout 2’ €E’; en conséquence le théoréme d’unicité dérive du corollaire

connu du théoréme de Hahn-Banach affirmant que si 2'(x)=2'(y) pour
tout 2’ €E, onax =y ().

3. Dans ce paragraphe on démontre le théoréme d’aproximation en adaptant
au cas vectoriel les raisonnements de Levitan ([9], p. 66-71).

L’exposé sera assez complet pour ne pas obliger le lecteur de consulter
Levitan. Le procédé est essentiellement celui de Bochner-Fejer, adapté au cas
vectoriel. Quant a Bochner, dans [3], il a adopté un autre procédé, remontant
a Bohr. La différence entre la méthode de Bochner et la notre est que, tandis
que dans la premiére on utilise des résultats profonds de la théorie des
fonctions p.p. et presque rien des espaces de Banach, chez nous la situation
est plus ou moins équilibrée (***).

N :
LemMe [.3.1. — Soit { ja(t)} une famille de fonctions de R a E qui est
également continue, également presque-périodique et telle que pour tout t,€R

. e . .
fizé, Uensemble { ja(t0)§ est contenu dans un compact. Il existe alors une suite

(*) Autre démonstration dans J. Kopek [27].
(**) J. Kopek [27].
(***) Voir aussi Kopek [27] et Bochner-von Neumann [28].
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. . 20
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S( f,( t)} C { ﬁ(t) § qut converge uniformément par rapport ¢ t€R wers une
Jonction p. p. de R a E dans la topologie forte de E.

En utilisant le procédé diagonal et la compacité relative on peut trouver une

e e
suite if,l.(t)?g1 qui est convergente sur un ensemble dénombrable partout dense

dans R. Puis on voit aisément que cette suite est méme uniformément
convergente sur R dans la topologie forte de E.

Maintenant on construit les polynomes de Bochner-Fejer (voir [9], p. 66-71
> Zs
ou[7], p. 52-54). Soit f(t)r\JE A, e et (B4, Bay ..., Ba ...) une base pour

la suite (%,);. Soit aussi r, m, n,, ..., n, des nombres naturels arbitraires. Le
noyau de Bochner-Fejer est donné par

\
KA(”;I)‘ e\ = I<(B””: I{/n<p1—f> K112<62l> to K,h'<&é)7
m: m.

|
8. s m!

ou

On a

R (e +...+i°,>
Kyo() o0, OR[REI(0] =1, KEO(0) =X ks e 70T,

ou ok, ., .. =1, et, pour r et v, ...,v, fixés, les £, , .. . tendent
vers 1 quand n,, ..., n.—a. On définit alors le polynome de Bochner-Fejer
par la formule

> o > R NG >
Py (1) = o K (s) F(t-+s)] = lim gf Ky (s) (¢ +s) ds.
§>w 0

>
Nous montrons que I'ensemble de zous les polynomes Py"(¢) qui corres-

'} . o )
pondent a la méme fonction f(¢), vérifie les conditions du lemme 1.3.1. On
voit sans peine que

[Py — Beocoy | zsupl| Feaemy —F oo

d’ou résulte Iégale continuité et presque-périodicité.

Il'faut prouver encore que 'ensemble de tous les éléments de E, Py*'(¢) ou
varient B et m, pour chaque t€R fixé¢, est contenu dans un compact. Pour
cela on utilise un critérium de compacité relative donné par R. S. Phillips
dans [17](§ 3.1), dont I'énoncé est le suivant :
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Pour qu’un ensemble borné A contenu dans un espace de Banach E soit relati-
vement compact, il faut et il suffit que la transformation linéaire T de E' a M, (*)
donnée par Tx' ={ &', x>, x €A, soit compacte.

Done, pour que ACE soit relativement compacte il suffit que, quelle que
soit la suite bornée de E’, (&), il existe une suite partielle telle que {x; , >
soit convergente pour n —> o, uniformément par rapport & x€A. Dans notre

o1 . , ’ . . . 1 >
cas, si I'on a la suite bornée () alors lasuite de fonctions scalaires <xn, f@ >

[ pour f(z) p-p. de R a E] est également bornée, continue et presque-
périodique. En appliquant le lemme I.3.1 dans le cas E=R, il résulte

. , . . .7 . .
I'existence d’une suite partielle <xk",j(t)> ‘qui est convergente, unifor-
mément par rapport a z€R. Mais dans ce cas il résultera aussi que la suite

>
<x’kn, P;’"’(z)> converge uniformément par rapport a B, m et z&R. En effet,
on a

S+t '
B (1)) = 1im-’Sf K (1 — ) @l f (1) d.
S5 .
Soit e > o0 et N(¢) tel que pour tout m, n >>N(<), on a
S TN 5 N
Sggl\ka f(u>/ - \xknn f(u)/l < &
on en déduit

> >
|l B (2)) — Lo PR (1)

L t+S 1 S
~ ¢ lim —‘f K{ (e — t) du =z lim ?f K§™ (2) du = «.
SJ, s>,

S

>

Amsi la compacité relative de I'ensemble des Py"(¢) (quand varient B, m
et ausst t€R) est une conséquence du critérium de Phillips.

Choisissons maintenant les nombres r, m, n,, ..., n, de la maniére suivante

(voir [7], p. 54-55) :

r—m, n=—ny—...=Np,=—

Alors, la suite correspondante de polynomes de Bochner-Fejer sera donnée
par la formule

> 1 m' x | m i ViEL‘*‘---”" an'ﬁ_m
b= 3 (g B ) O

| val £ (my?
[ Vm| < (m1)?

(%) My est I'espace des fonctions complexes, définies el bornées sur ’ensemble A, avec la topo-
logie de convergence uniforme sur A.
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A2 st le coefficient de Fourier qui correspond :
ou mﬁi—i—- -t m@m est le coetlicient de Fourier qui correspond a

>
I'exposant % Bit...+ % Bn de f(z). En appliquant a cette suite le
lemme I.3.1, ce qui est possible par les raisonnements ci-dessus, on obtient

. . . } .
une suite partielle, qu’on va noter toujours avec P™(z) et qui sera convergente

uniformément sur ¢€R, dans la topologie forte de E, vers une fonction 3(z)
presque-périodique de R a E. Calculons les coefficients de Fourier de cette

. >
fonction o(z), on aura

a f— f> — i) : Es ﬁ-))
A(X) = @ (2) e~ ™y =lim I P (1) e Mg,
- m>w

. o
Si A £ A, pour tout n =1, 2, ..., alors J]“L{P“"J(t)e"“-’ ; =0 pour tout m et

>
done @(A)=1~0. Soit maintenant A =2A;. Si m_ est assez grand, tous les

> ) e .
polynomes P (z) contiennent des termes avec A(A;); en effet soit
M=r 3+ r.B,+...+r,B, avec r, rationnelles. Si m est plus grand que
le produit des dénominateurs des r;, alors A, sera donné par la relation

Vi
m!

v m
w1 P

)\k: @1+...+

ou
vi=rim! sii<Zp et v;=o0 sii>p.

Aussi pour m assez grand, on aura encore
[vi| = | ri|m! Z(m!)? (i=1,2, ..., p).
—> E] . .
Donc, tous les P (z) avec m plus grand qu’un certain m,, contiennent des

> . ,
termes avec A(Ax). On a alors, en conséquence

B e = (1= ot )+ (3 s ) K 00

ou
v,=rym! pour iZp et ;=0 pour > p.
v ri . ’ 1
Done - ﬁlq = !—',l— pour ¢ = p et tend vers zéro avec —- Alors
(m!)? m! — m

A () = A (M)

>
On a obtenu ainsi que les séries de Fourier pour les fonctions p. p., f(t)

et %(t), sont les mémes. Alors, d’aprés le théoréme d’unicité (qui chez nous,
par différence de Bochner [3], précéde le théoréme d’approximation), on a

I'égalité f(t): $(t), t€R. En conséquence, la suite de polynomes lé"")(t) qui
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> >
a été construite a partir de f(¢) est convergente vers f(¢), uniformément par
rapport a t€R, dans la topologie forte de E. On peut donc formuler le

, . z
TutoriME p’APPROXIMATION (Bochner. — Etant donnée une fonction p.p. f(t)
de R a E, il existe une suite de polynomes abstraits exponentiels de la _forme
N N (m) N
PUm (1) :2 rm A, ethat
n=t
. - : ; b
qui dans Uintervalle — oo < t <~ converge uniformément vers f(t) dans la
topologie forte de E, lorsque m — « , les coefficients r'"’ dépendant seulement de m

>
et des exposants }.,, mais non des coefficients A,.

4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

>
TutoriME VECTORIEL DE Favarp. — Soit f(t) presque-périodique de R a E.
> > . . .
Si f(t)r\:ZAne’)‘"‘ avec | \,| >a >0, pour tout n, alors Uintégrale indéfinie
de f (t) est presque-périodique.
Pour E=R, c¢’est un théoréme de Favard. Nous donnons la démonstration

pour faciliter la lecture; elle est complétement analogue a celle donnée
dans [ 7] (p. 89) pour le cas scalaire.

Soit la fonction définie par

1
sl? (o Zh < a)

wU:l e(—2) =—0o(}).

1
N (A>a)

On voit qu'elle est dans L*(R). En calculant la transformation de Fourier
de o(A), nommons-la {(u), on peut voir qu’elle appartient a L*'(R).
Considérons maintenant la fonction

i‘:(t) :ff(t +u)d(u)du.
R
On voit aisément qu’elle est continue et presque-périodique. Puis
> ol (> )
Z)TL,{F(t) e szqu(u) M f(t+ u)e™jdu
R

=ondFoy e [y e du=K0) ¢ (2).

Il en résulte

>
ﬁn~2<%>wa






