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SOLUTIONS PRESQUE-PÉRIODIQUES
DES ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES

PAR M. S. ZAIDMAN (*).

INTRODUCTION. — Ce travail est d'une part, une suite des travaux de
Muckenhoupt [16], S. Bochner ([3], [4]), S. Bochner et J. von Neumann [5]
et S. Sobolev [21]; d'autre part il poursuit les travaux de Fauteur
([23], [24], [25]) et de L. Amerio ([l], [2]).

Soit û un domaine borné de R'1 ayant la frontière S suffisamment régulière;
X=(.Ti, a-2, . . . , cr,,); H0 Çil)==L2 (il), l'espace des fonctions complexes
de carré sommable en û; H^û) est l'espace des ^eH°(û) telles que
— ^ e H ^ Û ^ . — d a n s le sens des distributions de L. Schwartz); la norme
dans H^û) est donnée par la formule

( n \

MiH>=f |M(X)|'-+V ^2)^x.
Jo -—— ^^i 1

f=ï /

Puis, soit l'opérateur L qui est défini par la relation
-^ . '••

L,=i;^X)^)-,(X,,,
î,/=1

où
n n

a(X)^o, ^(X)=:^(X), ^^•(X)^^^a^l^.]2, (a>o) ,
!,/=1 ;=1

^.(X)eG'(a), ff l(X•)eC ( l(a).

(*) Adresse actuelle : Istituto Matemalieo del Politecnico di Milano.
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Considérons une fonction u(X, t),Xçiî, tç R1 =. [— oo^ + oo], vérifiant

( i) ^- |s=o, ^ / / (X , ^ ) = L ^ ( X , ^ ) .

Alors (1), le résultat définitif des travaux [4], [16], [21] est que :
Si u(X,t) vérifie (i) alors le vecteur u(t) == { f / ( X , t\ ^(X, ^ )} de R à

H^û) x H°(û) est presque-périodique au sens abstrait de Bochner [3].
D'autres démonstrations de ce résultat ont été données par l'auteur [25] et

par L. Amerio [I],
Considérons maintenant une fonction /(X, t) de R à H°(û), presque-

périodique au sens de Bochner, et, toujours comme fonction de R à H°(û),
ayant la dérivée forte continue. Dans les travaux de Fauteur ([23], [24],
[25]) on a démontré, en faisant usage essentiel du résultat de Bochner-von
Neumann-Sobolev cité plus haut, que, si la fonction ^/(X, t) vérifie

(2) u^(X, t)=Lu(X, ̂ +/(X, t)

et si le vecteur u(t)={u(X, t), //,(X, t ) } est contenu dans un compact de
H^^xH^Û) quant t parcourt R\ alors le vecteur îi(t) est aussi presque-
périodique de R à H1 (û) x H°(û).

Ce résultat a été démontré par fauteur en utilisant les méthodes des semi-
groupes de Hille-Yosida-Phillips, pour des solutions fortes dans la variable du
temps t, et pour ce motif on a fait sur la fonction /(X, t) fhypothèse de
dérivabilité forte en t.

Dans le travail de L. Amerio [1] le môme résultat a été démontré pour des
solutions plus faibles en t, ce qui avait permis de renoncer à l'hypothèse de
fauteur sur la dérivabilité forte de /(X, t).

Dans le même temps, fauteur [26] avait annoncé un résultat encore plus
général. La fonction /(X, t) était maintenant remplacée par une distribution
de L. Schwartz en t (distribution vectorielle)^ presque-périodique, et le
résultat concernant la presque-périodicité des solutions contenues dans un
compact était maintenant valable pour des solutions-distributions vecto-
rielles de (2).

Comme il a été remarqué par fauteur [25], la question sur la presque-
périodicité des solutions de (2) qui dans tP^xH0^) ont la trajectoire
bornée, mais pas nécessairement contenue dans un compact restait ouverte.
Cette question a trouvé une réponse affirmative dans les Notes I, II, III de
L. Amerio [2], qui établit pour cela un lemme important sur les suites
monotones de fonctions presque-périodiques. Dans le présent travail on donne
une variante de la démonstration de ce résultat de Amerio dans f esprit des

(1) Dans le travail [5] de Bochner et voo Neumann on considère aussi âne situation beaucoup
plus générale : précisément on démontre la presque-périodicité des solutions compactes pour une
large classe d'équations différentielles homogènes à coefficients opérateurs d'un espace de Hilbert.
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travaux précédents de l'auteur [25] et puis la généralisation du résultat de
Amerio dans le cas des solutions-distributions vectorielles.

Ainsi, le problème de généralisation à l'équation des ondes non homogène
du résultat classique de Bohr et Neugebauer sur la presque-périodicité des
solutions bornées de l'équation différentielle

j^(^) -+-01 j^-1)^) +.. .+^j(^) =f(t), [/(^-presque-périodique],

nous semble épuisé, du moins dans cet ordre d'idées (llr).
La considération des solutions-distributions vectorielles nous permet

d'obtenir aussi dans le cas de l'équation des ondes homogène ( i ) le maximum
de généralité. Le théorème de Bochner-Sobolev sur la presque-périodicité des
solutions classiques de l'équation (i) , et aussi le résultat de Sobolev [21, III]
sur la presque-périodicité des solutions généralisées de l'équation (i),
reste vrai aussi pour des solutions-distributions vectorielles de (i) , qui sont
ainsi des distributions presque-périodiques de L. Schwartz ([19], [20]).

En se retournant maintenant à l'équation non homogène, après avoir établi
la propriété structurelle de presque-périodicité des solutions bornées, il est
nécessaire d'obtenir des critères effectifs pour que les solutions de l'équation
non homogène des ondes avec partie droite presque-périodique, soient aussi
presque-périodiques.

(Une question sur laquelle J. L. Lions nous a attiré l'attention.)
Une telle condition effective peut être obtenue en imposant certaines

relations entre le « spectre » de /\X, t) comme fonction presque-périodique et
le spectre de L comme opérateur d'un espace de Hilbert. Dans ce cas aussi,
on peut considérer la situation plus générale o»ù V(X, t) est une distribution
presque-périodique, et l'on obtient une condition effective analogue pour la
presque-périodicité de toutes les solutions-distributions de l'équation (2) non
homogène.

Il faut dire que les résultats mentionnés ont aussi un correspondant dans les
équations différentielles ordinaires non homogènes à coefficients constants,
qui appartient à J. Favard ([7], p. 98-99). Ils sont démontrés chez nous en
faisant de nouveau usage des semi-groupes de Hille-Yosida-PhilIips, une
méthode qui nous semble très suggestive. Mais il est probable qu'on pourrait
donner aussi d'autres démonstrations.

Le problème de presque-périodicité se pose non seulement pour l'équation
des ondes, mais aussi pour les autres équations de la Physique mathématique.
Nous traitons dans ce travail encore l'équation des télégraphistes non
homogène, donnée par la formule
(3) ^(X, t)=Ltf,-Mu^X, ^)-t-/(X, t ) ,

( * ) II faudrait démontrer encore que si U(X, t) est limitée dans ll^û), U^(X, t ) resuite limitée
dans H°(û) (analogue du Lemme d'Esclangon), pour avoir une analogie complète.
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où M est une constante positive assez petite pour que l'équation homogène
(/(X, ^)=o) possède comme solutions des oscillations amorties. Si /(X, t)
est presque-périodique de R à H°(û) on démontre l'existence d'une fonction
unique uÇX, t) vérifiant u g == o et (3), et étant presque-périodique de R à
H^t^xH^Û). Le cas périodique, même non linéaire, a été traité par
G. Prodi [18],

On démontre ensuite un résultat similaire dans le cas où l'on remplace la
fonction/(X, t) par une distribution vectorielle de R à H°(û), qui est presque-
périodique. On démontre alors l'existence d'une distribution unique « de R à
H^i^xH^Û) », vérifiant (3) et ^ |g=o dans un sens à être précisé dans le
travail, qui est presque-périodique.

Comme il est déjà clair d'après les travaux de J. L. Lions ([10], [il], [1^])
dans l'étude des problèmes mixtes d'après Hadamard pour les équations
d'évolution, les distributions vectorielles de L. Schwartz [20] s'introduisent
d'une façon tout à fait naturelle.

Dans ce travail on verra qu'il est tout à fait naturel de considérer des
distributions vectorielles presque-périodiques, qui sont solutions généralisées
de diverses équations de type hyperbolique. Une théorie des distributions
vectorielles presque-périodiques manque dans la littérature; on l'a obtenue ici
en suivant de près le cas des distributions scalaires traité par L. Schwartz
dans [19] (p. 62-64).

On obtient ainsi les premières applications pratiques des distributions
presque-périodiques, ce qui n'est pas sans un certain intérêt vu que L. Schwartz
dit dans [19] (p. 6) :

« Nous ignorons si ces distributions peuvent avoir des usages pratiques. »
L'ordre des chapitres est le suivant :
Le premier traite certaines questions concernant les fonctions vectorielles

presque-périodiques à valeurs dans un espace de Banach ou de Hilbert. Par
rapport à Bochner [3] il y a deux résultats nouveaux et une nouvelle méthode
de démonstration du théorème d'unicité et d'approximation. Le premier
résultat nouveau concerne l'extension vectorielle d'un théorème de Favard,
concernant l'intégrale d'une fonction presque-périodique dont le « spectre »
n'a pas l'origine comme point-limite. Le deuxième résultat donne l'extension (*),
dans le cas seulement d'un espace de Hilbert, du théorème de Bohr sur la
presque-périodicité des intégrales bornées d'une fonction presque-périodique.
Dans le cas d'un espace de Banach quelconque, Bochner avait obtenu en [3] la
presque-périodicité des intégrales contenues dans un compact, d'une fonction
vectorielle presque-périodique, et avait laissé ouverte la question si l'on peut
ou non remplacer « compact » par « borné ».

(*) Due à L. Amerio [2i]; pour l'extension aux espaces de Banach uniformément convexes, voir
aussi L. Amerio [22].
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II a été facile pour nous de donner une réponse affirmative dans le cas des
espaces de Hilbert, si l'on se rend compte que les difficultés essentielles ont été
dépassées par Amerio dans [2] ('lr).

Le deuxième chapitre traite en détail les distributions vectorielles presque-
périodiques. Ce chapitre représente un développement de L. Schwartz
([19], p. 62-64), et quoique l'essentiel se trouve dans Schwartz, il se peut que
certains lecteurs trouveront notre chapitre d'un accès plus facile.

Le troisième chapitre traitera des solutions fortes presque-périodiques de
l'équation des ondes non homogène, le quatrième, des solutions-distributions
vectorielles presques-périodiques, pour les équations des ondes homogènes ou
non homogènes, le cinquième de l'équation des télégraphistes.

Je tiens à remercier ici MM. J. L. Lions et G. Stampacchia, leurs encoura-
gements ont été pour moi un précieux appui, sans lequel ce travail n'aurait
probablement pas pu s'effectuer.

Je remercie également le Professeur L. Amerio qui m'a facilité l'accès à ses
derniers travaux dans ce domaine, ce qui m'a permis la rédaction rapide de
ce travail.

Je remercie chaleureusement les professeurs S. Bochner, L. Schwartz
et S. Sobolev dont les encouragements envers ce genre de recherches,
exprimés en diverses occasions, m'ont donné un grand appui, et j'exprime ma
reconnaissance à MM. Paul Montel et Jacques Hadamard qui ont bien voulu
présenter mes Notes à l'Académie des Sciences de Paris.

CHAPITRE I.

LES FONCTIONS VECTORIELLES PRESQUE-PÉRIODIQUES.

1. Au commencement on reproduit, Bochner [3]. Soit E un espace de
->-

Banach, E7 son dual fort, R=[—oo,+oo] , f(t) une fonction presque-

périodique (p. p.) de R à E. Soit ^/(^) le module de continuité de/(^), fonction
de R à R donnée par la formule

^)E=^.(^)=sup } ( s - } - t ) - ^ ( s ) .
SÇR

Comme pour tout module de continuité on a
^(t)^0, ^(0)=0, V(-t)==.^(t), ^1+^)^(^)+^2),

(*) Quand j^ai envoyé le manuscrit de ce travail, je ne connaissais pas encore la Note [2i] de
L. Amerio, où le théorème est démontré (comme on fait aussi chez nous), avec le même procédé
donné par Amerio pour Inéquation des ondes.
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on en déduit

— v ( — t ) ^ { s - ^ t ) — v ( s ) ^ v { t ) et \ v ( s^ - t ) — r (s)\^ ( ' (<).

Mais ^(^) est continue pour s = o, car

^( / )=SUp | / (5+^) - / (^) | |<£ Si | ^ | < Ô ( £ ) .
^eR

On en déduit que ^(t) est continue pour tout ^eR. Elle est aussi presque-
->•

périodique; car si t est une s-presque-période de /(^), alors ^(^)<^£ et
sup[^ (^+Q—^) |<£ .
^ G K

Soit maintenantia suite (^)r des exposants de Fourier pour ^(s); on sait
d'après un théorème de Bohr (voir par exemple [9], p. io4-io5 ou [7], p. 61)
que, pour tout £^>o il y a un N(s) et un o < ^ o ( £ ) < ^ - ? tels que toute
solution to des N inégalités

| ^0 P-n \ ^=. ̂  ( ï^oà. 27T) ( ^ = = I , 2 , . . . , N )

est une £-presque-période de v(s). Mais toute s-presque-période de v(s) est

aussi une s-presque-période de /(^). Considérons Fensemble M des combi-
naisons linéaires finies rationnelles des nombres (^)r? qui est au plus
dénombrable. Soit X^ M. Alors, le système d'inégalités

|^^|^:ô (mod27:) ( ^==1 , 2, . .., N) ,

| ^ o ^ — 7 r | ̂  ~ (mod27r)

a toujours une solution to comme on en déduit d'un théorème connu de
Kronecker (voir [9], p. 106 ou [7], p. 18).

Il existe donc une s-presque-période de f(t\ qui vérifie en plus la
relation \to\—11 ^ ^ ( m o d a n ) et donc aussi la relation

| i—e~ i l^\= 2 sin to - ^i.

Dans ce cas on a

a(l) === lim - / f(t) e-1^ dt = e-^3}l,[f(t 4- t,) e-1^1]
^- 1^

= e-^îiO.) + e-^3\i\ [f(t + t,) -^(t)] e-^

et donc )| ..^(X) | ^--,———Tf^-r ̂ £; vu q116 £ es^ arbitraire positif, on a aQC} = 9
pour tout À^M. En conséquence l'ensemble des À tels que a(V)^Q est
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contenu dans M et il est au plus dénombrable (*). Nommons cet ensemble
•> ~^ ^avec (A^; si a(A^)==A^ on attache à chaque fonction f(t) presque-

périodique de R à E la série de Fourier :

/^^VÎn^^.
i

2. Pour les fonctions p. p. de R à E on va démontrer le théorème suivant ;

•> ->.THÉORÈME D'UNICITÉ. — Si j\t) et g ' ( t ) , fonctions p. p. de R à E ont la même

série de Fourier, alors fÇt) = g\t^ pour tout t € R.

En effet, d'après l'hypothèse on a pour tout X réel :

01z[/(<)^^]r=.?u[^(Q^^].

Alors, pour tout x ' çE7, on aura

;m[<^ fw)e-^~} = jn [<^ ̂ (0> ̂ 4

Vu que <^.r/,/(^)/> et \x'', g ' ( t ) / sont des fonctions p. p. de R à R, on a

d'après le théorème scalaire d'unicité, l'égalité <\xf,f(t)^>=^xf,g'(t)^
pour tout ^çE'; en conséquence le théorème d'unicité dérive du corollaire
connu du théorème de Hahn-Banach affirmant que si x\x)=x\y) pour
tout^eE^, on a x=y (^).

3. Dans ce paragraphe on démontre le théorème d'aproximation en adaptant
au cas vectoriel les raisonnements de Levitan ([9], p. 66-71).

L'exposé sera assez complet pour ne pas obliger le lecteur de consulter
Levitan. Le procédé est essentiellement celui de Bochner-Fejer, adapté au cas
vectoriel. Quant à Bochner, dans [3], il a adopté un autre procédé, remontant
à Bohr. La différence entre la méthode de Bochner et la nôtre est que, tandis
que dans la première on utilise des résultats profonds de la théorie des
fonctions p. p. et presque rien des espaces de Banach, chez nous la situation
est plus ou moins équilibrée (*^).

LEMME 1 . 3 . 1 . — Soit ( /a(Q( ^e famille de fonctions de R à E qui est
également continue, également presque-périodique et telle que pour tout ^o€R

{ -> ]
fixé, l'ensemble (/a^o)^ est contenu dans un compact. Il existe alors une suite

(*) Autre démonstration dans J. Kopek [27].
(**) J. Kopek [27].
(***) Voir aussi Kopek [27] et Bochner-von Ncumann [28].

Ann. Éc. Norm., (3), LXXIX. — FASC. 2. 20
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^ -> } ( -> )

(.A(0i ^ (./a(Q) ^^ converge uniformément par rapport à tçï\ vers une
fonction p. p. ûfe R a E û?â .̂y /a topologie forte de E.

En utilisant le procédé diagonal et la compacité relative on peut trouver une
i •> ^

suite { /A- (^ ) ( i qui est convergente sur un ensemble dénombrable partout dense
dans R. Puis on voit aisément que cette suite est même uniformément
convergente sur R dans la topologie forte de E.

Maintenant on construit les polynômes de Bochner-Fejer (voir [9], p. 66-^1

ou[7] ,p. 52-54). Soit/(^)^^A,^ et(?,, ^, . . . , ?„, . . . ) une base pour
i

la suite (^)^°. Soit aussi /', m, n^ . . ., n,. des nombres naturels arbitraires. Le
noyau de Bochner-Fejer est donné par

K^ -K^)-K ^P^K (^ K (^Iv/^ ... n,.\ == -»M{ —— lY/7i( ——T ^ ——, • • . ^7?,. ——T ?(^...^.) ^w!/ \m\] '\?n\J

OÙ

. ,n^t
sin2 —'—

K,,(M-.__.S ,-I^L-.»,
. ,P^ AJ \ //•// sin-' -— v=r—^

y
On a

K^^^^o, 3}L[K^(t)]=i, KB^(^)=^Â/K^^^^O, ^[K.r^^)]^!, KBm)(^=y,/^...n,^...v^ 'G1-^--'^''^),

où O^Â-^ „ ^ ^^i, et, pour r et V i , . . . , ^ fixés, les ^ »,,^...v,. tendent
vers i quand /?i, . . ., ^/.->oo. On définit alors le polynôme de Bochner-Fejer
par la formule

pi^)(^)^.)1l,[Kr)(^/(/+^)]=lim - F Kir(.ç)/(^+,)^.
s>- ^J«

->
ïo D^7")/Nous montrons que l'ensemble de tous les polynômes P^Çt) qui corres-

pondent à la même fonction fÇt\ vérifie les conditions du lemme 1.3.1. On
voit sans peine que

^/,,.,, ,. ±. . . . Il II -> - ->
P^(t-^h)-P^(t)\\^sMp\\f(t-^h)-f(t)\SUD

IÇÏ{

d'où résulte régale continuité et presque-périodicité.
iFfaut prouver encore que l'ensemble de tous les éléments de E, PiT^Q où

varient B et m, pour chaque rçR fixé, est contenu dans un compact. Pour
cela on utilise un critérium de compacité relative donné par R. S. Phillips
dans [17] (§ 3. \ ), dont l 'énoncé est le suivant :
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Pour qu'un ensemble borné A contenu dans un espace de Banach E soit relati-
vement compact, il faut et il suffit que la transformation linéaire T de E7 à M^ (2)
donnée par Tx1 =^x', x " ) , .reA, soit compacte.

Donc, pour que AcE soit relativement compacte il suffit que, quelle que
soit la suite bornée de E', (^), il existe une suite partielle telle que <^, ^>
soit convergente pour ^ — ^ o o , uniformément par rapport à xçA. Dans notre

cas, si l'on a la suite bornée (x^) alors la suite de fonctions scalaires <C x^ f(t) ̂ >

[pour fÇt) p. p. de R à E] est également bornée, continue et presque-
périodique. En appliquant le lemme 1.3.1 dans le cas E==R, il résulte

l'existence d'une suite partielle <^^,/(^)^> qui est convergente, unifor-
mément par rapport à reR. Mais dans ce cas il résultera aussi que la suite

^knf PB^^Q^ converge uniformément par rapport à B, m et ^eR. En effet,\^ k
on a

/ -> \ T y»5-^ / -^ \
<A, P^(t))= lim - / K^)(^-^)<^,/(^)>^.

s><» ^ j ̂

Soit £ ^> o et N(e) tel que pour tout m, n ̂ > N (e), on a

sup 1 \x'^ f(u)/ - \^,^ f(u)/ < £,
ii çR

on en déduit

<^n pr(^)>-<^. pr(^)>| ,
i r1^8 i rs

^ s lim ^ / K^^^ — t ) du == z lim _ / K^^?/) ̂  === s
s-^ ^J^ s>^ ^J

->
> ( w ) /Ainsi la compacité relative de l'ensemble des 'P^(t) (quand varient B, m

et aussi ^€:R) est une conséquence du critérium de Philllps.
Choisissons maintenant les nombres r, m, n^ . . ., n,. de la manière suivante

(w^[7],p. 54-55) :

r=m, n^n,=...=n^^^.

Alors, la suite correspondante de polynômes de Bochner-Fejer sera donnée
par la formule

^•c'- 2 (-^^•(-N)^^^--,?;?")^11^-^'.
1 ^i| ^(W!)2

I Vm 1 ̂  (m !)2

( 2 ) MA est l'espace des fonctions complexes, définies el bornées sur l'ensemble A, avec la topo-
logie de convergence uniforme sur A.
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où ^^^Trh^1 +* • •+ ̂  ^m) est ^e G^fficient de Fourier qui correspond à

l'exposant ^^+...+^(^ de f{t}. En appliquant à cette suite le
lemme 1.3.1, ce qui est possible par les raisonnements ci-dessus, on obtient

une suite partielle, qu'on va noter toujours avec Pw(r) et qui sera convergente
uniformément sur tçR, dans la topologie forte de E, vers une fonction ®(r)
presque-périodique de R à E. Calculons les coefficients de Fourier de cette
fonction y(^), on aura

dl (À) = Jîl-1 t ( t ) e-1^} r= lim 3Xi{ P ^ ( t ) e-1^1}.
' m^w

Si X ^ À ^ pour tout / i=i , 2, . . ., alors ^{pm^e-^^= 6 pour tout m et

donc (9L(X)==6. Soit maintenant X = = X A . Si m est assez grand, tous les

polynômes P^(r) contiennent des termes avec A(X/,); en effet soit
^ / f==^ i? i+^2Pa+ . . -+^Pjy avec r^ rationnelles. Si m est plus grand que
le produit des dénominateurs des r/, alors X/, sera donné par la relation

\ vï P , , v^ /a
^mî'314-'---^^

OÙ
Vi=znm\ si i^p et Vi=o si />T?.

Aussi pour m assez grand, on aura encore

|^[=|r,]m!^(m!)2 (î==i, 2, . . . , / ? ) .

Donc, tous les PW(^) avec m plus grand qu'un certain m^ contiennent des
->-

termes avec A(X^). On a alors, en conséquence

^P(-)(.)^^(.-^V./^^
(m\Y} \ (m\)\

Vi== rim\ pour i ̂ p et v;==o pour (>/?.
où

Donc l d == -1^1 pour î^p et tend vers zéro avec -!-• Alors

d(^)=A(^o.
On a obtenu ainsi que les séries de Fourier pour les fonctions p. p., f(t)

et y(ï), sont les mêmes. Alors, d'après le théorème d'unicité (qui chez nous,
par différence de Bochner [3], précède le théorème d'approximation), on a

l'égalité f(t)=^(t), ^eR. En conséquence, la suite de polynômes P^Çt) qui
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a été construite à partir de f{t) est convergente vers f(t), uniformément par
rapport à ^eR, dans la topologie forte de E. On peut donc formuler le

THÉORÈME D'APPROXIMATION (Bochner. — Étant donnée une fonction p. p. f(t)
de R à E, il existe une suite de polynômes abstraits exponentiels de la forme

N(m)

^m^Vr^A^Ï^(t)=^rylne1^

qui dans l'intervalle —oo<^<^+oo converge uniformément vers f\t) dans la
topologie forte de E, lorsque m-> oo, les coefficients r^ dépendant seulement de m
et des exposants \^ mais non des coefficients A^.

4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME VECTORIEL DE FAVARD. — Soit /(/) presque-périodique de R à E.
~^~ -̂ -

Si f Çt) r^^Knê1^ avec \\^ >a^>o, pour tout n, alors l'intégrale indéfinie
n

-^
de fÇt) est presque-périodique.

Pour E==R, c'est un théorème de Favard. Nous donnons la démonstration
pour faciliter la lecture; elle est complètement analogue à celle donnée
dans [7] (p. 89) pour le cas scalaire.

Soit la fonction définie par

Ù (^^^
?0)=- c?(-^)=-9(À).

n ^^
On voit qu'elle est dans L^R). En calculant la transformation de Fourier

de y(X), nommons-la ^(u), on peut voir qu'elle appartient à L^R).
Considérons maintenant la fonction

Ï(t)=ff{^ti)^{u)du.
^R

On voit aisément qu'elle est continue et presque-périodique. Puis

3VL,{¥(t)e-^}== f^(u)3U,{f(t-}-u)e-^}du
^R

=^t{}(t)e-^} r^(^)^^=A(X)9(}.).
«^R

II en résulte

^(f)^(^)e^
^~ \t^^n/




