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SUR LES PERMUTATIONS
AVEC REPETITION.

Par M. Rent LAGRANGE.

INTRODUCTION

Les permutations avec répétition de n objets, soit « objets a, 3 objets
b, ..., % objets [, sont les groupements distincts de ces n objets, alignés dans
un sens donné. Nous désignerons leur nombre par la parenthése

. n!
(@ By s )= orEr 1

On peut supposer, par exemple, qu’il s’agit de segments de droite, de
couleurs différentes, soit « de couleur @, 3 de couleur b, etc,, avec lesquels
on construit une ligne brisée coloriée, orientée.

Si I'on fait abstraction de l'orientation, on considére comme équivalentes
deux lignes brisées dont les cotés présentent la méme suite de couleurs
lorsqu’on les parcourt dans des sens convenables. Le nombre des permutations
distinctes est inférieur au nombre précédent, et nous le désignerons par
D(a, B, ..., ). :

Ceci suppose qu’on construit des lignes brisées ouvertes. Mais si I'on fait des
polygones, deux tels polygones coloriés sont considérés comme équivalents
s’ils fournissent la méme suite de couleurs lorsqu’on les parcourt dans des sens
convenables, a partir de sommets convenables. Le nombre des permutations

est encore réduit, et nous le désignerons par P(«, 3, ..., ).

L’objet de cet article est la détermination de D(a, 3, ..., %), ainsi que des
nombres P(x«, §) lorsque, pour ces derniers, 'un des deux arguments est
inférieur a 7, car la recherche de I'expression de P(a, 3, ..., %) devient vite
trés difficile.

Observons qu’avec des segments de méme longueur [, («, 3, ..., 2)

représente le nombre des vecteurs coloriés de la droite, de longueur n/, non

s
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équipollents, que permettent de construire ces n segments. D(x, 3, ..., %)
est le nombre des segments coloriés du plan, de longueur »/, non superpo-
sables par déplacement, et P(«, (3, ..., %) est le nombre des polygones
convexes, réguliers, coloriés, non superposables par déplacement, ayant n
cotés de longueur /.

Avant d’aborder cette étude, énoncons quelques identités concernant les
permutations orientées :

(I) (ala Aoy ey an): 2 ((21— €4y Oo=— Sy oo vy Up— ?n)»

&4 Ey .. .48, =1

ou les ¢; sont des symboles ne prenant que les valeurs o ou 1. (I) est bien
connu, et traduit la décomposition de I'ensemble des permutations en les sous-
ensembles formés par celles qui ont un méme premier élément.

[+4
(1) 2(3, FisPay ooy Fp)==AF1y Foy ooy Pp)(ay Fi- o= o o1 1)

$§=0

(II) se raméne tout de suite a la forme particuliére ou p =1

Z(-‘» ry=- (o, r-+1);

§=0

celle-ci est évidente pour r=o0 ou z=o; elle se démontre alors par
récurrence, portant sur « et sur r, a 'aide de (I) qui donne

2 a X &£ %L —1
O . N
2‘(5, r) :2(5, /‘—1)—{—2(.9— 1, r) :2(3, 1'»—1)+2(.9, r.
N0 §=0 s=1 S§=0 §=0
2
N\ U ’ ’
(1) Z‘(s, iy Pay eooy Pp)(—8, 1y 1y ooy 1)
s$=0
= (Fay Pay ooy ) (P Py oy P (2 Ay T e )

(IIT) se raméne tout de suite a la forme ou p=¢g =1, soit

E(S, ry(e—s, r'"y="{(a, r+r'-+1);

S=0
celle-ct est évidente pour a=o, ou si » ou r' est nul; elle se démontre

aisément par récurrence portant sur « et r, a I'aide de (I).

a;

(IV) Z (S1y Sy ooy Sny Pty o oen Tp) (01— Sty ooy Q= S,y I'yy ooy 1))
§;=0
i=1,2,..,n
:("!1 Fay «oey ",,)(I',l, ’J-_z, ] rlf/)(alv Tay veey Apy Iy

U /
+rpri ).
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Il n’y a qu’a appliquer (III) aux différentes sommes relatives aux s;, ou,
plus simplement, a I'utiliser pour la somme relative a s,, en admettant sa
validité pour n — 1 arguments s;.

(V) 2 (riy g —ry)(ray @o—1ry) oo (Pay @p— 1) =(p, &1+ oy +...+o,— p).

Pr et 1= p

Ce n’est rien d’autre que la formule classique relative aux coefficients du
développement du binome, obtenue en écrivant que la puissance d’ordre
o+ oy +. ..+ a, est le produit des puissances d’ordres «,, a,, ..., «,.

n A;—1
(VI) 2 2 (Pay voe Pheyy %=1y Phyty « ooy I'p)

k=1 ri=0
i=02,...ni s k

X(al—’ll’ coey At = Ph—ry Lhset = Phgery oo oy 1”—/‘&):(&11 XLay o vy an)-

C’est une évidence pour n=1. Admettons sa validité pour moins de n
arguments. Grace a (I),

(al—"h ey Oy Tty Gkt = Phpty + o oy an_"/z)
n
N\ > . .
= Z (g — Py vy Qp— L — 1Yy ouvy Ayy— I'n)-
=1
Lok

Dans la somme multiple, I'ensemble des termes pour lesquels 7 a une
méme valeur, par exemple /=1, donne

n o;—1
N\ v >
E 2 (/'h oy Ph—1y %fp— 1y Fkyay "'7’/1)
k=2 ri=0
i=1,2..,ni fk

X0y = L= Pyy Ay Pay ooy Oht— Photy Qht = Thity « ooy Ln—"n);

la somme relative a r,, effectuée a I'aide de (III), réduit ceci a

n a4 —1
S‘ E (,".’ﬂ cooy Phety Qp— Ly Phoyegy oo ey "/I)
k=2 ri=0
i=23,...,0i 2 k

X0y == Fay oo vy Qg = Phegy Qhr— Phity ooy Op— Fa)(dy— 1, Gy Az~ ..+ &),
et ensuite, grace a (VI) elle-méme, valable pour » —1 arguments, a
(O2y ayy vvvy o) (03 —1, oz.l—f—.oz;;—i-. o an) == (0 — 1, Gy Ay e ey Op).
La somme compléte est ainsi grace a (I), :

n
Z(a,, ey Oy O Ly 0Lty «vny Oy) = (0 Aoy o vvy Up).

(=1
C. Q. F. D.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. . 4
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CHAPITRE 1.

PERMUTATIONS RECTILIGNES NON ORIENTEES.

L. Sur la droite non orientée, un segment colori¢, formé par n segments
de méme longueur /, ne peut-étre égal a un autre segment analogue de
longueur n/ que d’une seule facon, si les deux cotés () extrémes n’ont pas la
méme couleur. Le nombre des segments distincts de cette catégorie est donc
le méme que celui des segments orientés de n — 2 cotés, construits avec les
couleurs restantes; ainsi, ceux dont les deux couleurs extrémes sont a et b
sont au nombre de (x—1,3—1,y, ..., 4), en conservant les notations de
'introduction. Le nombre total des segments analogues est donc

E4E ... =2

ou g, &, ¢, ... sont des symboles ne prenant que les valeurs o ou 1. Les
autres segments de I’ensemble ont leurs cotés extrémes de méme couleur;
pour eux, la loi d’équivalence est la méme que pour les segments obtenus
par amputation des deux cotés extrémes, tout au moins dans chaque sous-
ensemble ou la couleur extréme est la méme. Ainsi, le nombre de ceux dont
les deux cotés extrémes ont la couleur a est D(a—2, 3, ..., 1), et, pour
leur ensemble, le nombre de ces segments est

(1) D(a, By, ...)= 2 (a—e p—d, v—2¢, )
SHE =2
+ 2 D(a—2: f—ad,y—2ad, )
E+8 4. =1
2. Caccvn pE D(a, B). — lei, (1) s’écerit
(2) D(a, p)=(a—1, 3 —1)+D(a—2,5)+D(a, f—2).

Une premiére itération donne tout de suite

D(a, ﬁ):z Z (x—1—2r, B—1—2s)+ E (rys)D(a—oar, B —2s),

p=0 r+s=p r4s=2

(1) Il sera commode d’appeler « cotés » les segments de longueurs /, comme pour une ligne
brisée de n cotés.
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ou r, s sont des entiers naturels. On en déduit, par récurrence, la relation
générale

m
(3) D (a, 3):2 Z(/', s)(a—1—2r, 3 —1—2s)
P00 resm=p
—+ 2 (rys)yD(a—2r, 5—2s).
rs=m-1

Admettons sa validité pour la valeur m. Grace a (2), la derniére somme se
décompose en

2 (rys)(a—1—ar,3—r1—us)

rs=nm-1

-+ 2 2 (rys)D(a—2z—o2r, 3—2:—as).

r4-s=m-+41 E43r=1

Les nombres ri=r-+4:z, s,=s-+¢ ont la somme r,+s,=m -+ 2, et le
coefficient du terme D(a — 2r,, 3 — 25,) est

Z (ri—g, si—&)=(ry, s1)-
‘€+E':l
(3) est ainsi étendue a la valeur m 4 1.
(3) permet de calculer D(«, ), a partir des relations évidentes
(4) D(a, £)=D(B, a),
D(a, 0)=1.
3. On peut poursuivre l'itération tant que le terme D(a—2r, § —25) &
développer par (2) n’a pas d’argument nul, tandis qu'un terme D(ax —2r, o),
ou « —2r > o, est remplacé par 1. Cette derniére circonstance est impossible
lorsque « et {3 sont impairs; mais alors la seconde somme dans (3) disparait
dés que m est assez grand, ce qui donne, avec a =20a'+1, 3 =23'+1,

(3) D(2d' 41, 28 +1)= 2 (rys)(2d —ar, 23 — as).

0LrLar
0Zs= ("

Si a=2a'41, 3 =20 le deuxiéme argument de D(a — 2r, 3 — 25), avec
or=d, peut s"annuler. Un tel terme D(« —2r, o) provient du dévelop-
pement par (2) d'un terme

D(a—ar, 2)=D(a—2r, 28 —2(f —1))

provenant d’une formule (3) d’indice m=r—+ (' —2; dans cette formule,
son coefficient est (r, 3’—1), qui se conserve dans I'itération, de sorte que le
terme en D(«

ar, O) est
(ry'—1)D(a—2r,0)=(r, B —1).
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Ce méme terme se conserve dans les itérations suivantes. Ainsi, lorsque tous
les termes D(a — 2r, 3 — 25) ont disparu, on a obtenu le développement

D(2d' +1, 23")= Z (rys)(2d —2r, 2B —1—25)+ 2 (ry3'—1),

oZLr<Lar 0Lrsw’
0Zs<fr—1
ou, grace a (II),
(6) D(2d' +1,2p)= 2 (rys)(2d —ar, 2 —1—as)+ (o, 3).
VZLrLo
0Zs £ B —1

Enfin, lorsque a =20a/, 3 =20’ sont pairs tous les deux, le méme raison-
nement montre qu’il apparait des termes D(a—2r, 0), ou o=r < o/, avec
le coefficient (r, 3’ —1), et des termes D(o, B —2s), ot o5 <[, avec le
coefficient (o’ — 1, 5). Il vient ainsi

D(2a, 25" )= 2 (rys)(2d' —1—2r, 25/ —1—as)

0LrLur—1

0Zs< B —1

DR GE- IR M CET RO
0Lrzar—1 0Z25< 8 —1

(II) remplace la somme des derniéres sommes par

((Z/—-I, ﬁl)““(a,a 5"—1):(“” @’)3

donc

(7) D(2d, 28 )= 2 (rys)(2o —1—2r, 28" —1—2s)+ (o, 5').
NLrLar—1
0=s<Br—1

On peut rassembler ces expressions (5), (6), (7) en la formule unique

(8) D(a, )= 2 (rys)(a—1—2r, p—1—a2s)

0 si a, 3 sont impairs,
+

al [B . 3 .
5», _; > s1 a ou 5 est pair.

4. Cette formule remarquable peut étre remplacée par I'expression encore
plus simple

0 si o, 3 sont impairs,
D(e, B)=1 (2,5 2] [B]
(9) (2 ) 2(0('1 )+ é< g—]’ [—i—]) si @ ou (3 est pair.

(’est vérifié pour B=o, et pour a =3 =1, et il suffit de raisonner par
récurrence a l'aide de (2). Admettons que (9) soit valable pour les D(a,, ;)
tels que o, + B, < a + f.
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Si o et 8 sont impairs, (2) donne en effet

2D(a, B)=2(a—1,B—1)+ 2D(a—2, ) +2D(a, f —2)
=[(a—1,B—1)+(a—2,B)]+[(a—1,B—1)+(x 5—2)]
:(O(——I,B)—}—(d,ﬁ—-l):(a,f)),

tandis que, lorsque « ou 3 est pair, on doit ajouter aux termes précédents

(= HED- (D= = ED - (EHE =)= (EHED

C. Q. F.D.
La comparaison de (8) et de (g) fournit I'identité remarquable

(10) 2 (rys)(a—1—oar, B—1—as)

0oLr L a""]
==L

ocoe[£]

0 si a, 3 sont impairs,

<[%]’ [gJ) si @ ou 3 est pair,

que 'on peut naturellement démontrer directement par récurrence.

|-

:gw,@)—{

N

5. FormuLk GENtRALE. — Quel que soit n, on a la forme généralisée de (9g)

(11) Doy, ayy «ovy @)
o si deux des o; sont impairs,
Ca,

(BRI

(11) est vraie lorsque n — 1, ou méme n — 2, des o; sont nuls. Supposons donc
qu’elle ait été démontrée pour n arguments «; dont la somme est inférieure

1
:;(a,, Qay e vny Upy) +

> dans les autres cas.

oo

. \ N s .
a m, et étendons la au cas ou Za,-zm. Dans cette derniére hypothése, (1)

et (11) donnent

Wl
D(aha'h ...,cz,,): Z ((11—51,&2—52, "'1a/1—5n)

€4 Eg...HEp=2

-+ E D(ay— o2&, ao— 25, ..., 2,— 2¢,)

g+ gt Ep=1

— 2 (01— €1y wuny L—€n)

&+, +Ep=2

1
+ 2 (1 — 281, «ovy dp—28,) + S,

Syt A Ep=1
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ou S=o lorsque deux des «; sont impairs, et

=2 2 (%

g+, =1

dans les autres cas. Grace a (I), on a donc

o si deux des a; sont impairs,

S: / . - 2 ‘H- A
f([ﬂ], ﬂ],...,‘rl_]) dans les autres cas.
a\| 2 .

2
D’autre part, la méme formule (I) réitérée donne

Ql
(11-,’1;’7-"3 :Zu): z (11——5,—31,012—-—32M5:_,,...,1,,—~E’“—-€’,’,).

A AEh=1
4. 4=t

Ici, un terme ou & =¢,=1 n’apparait qu'une fois, et est de la forme

l 13

(o, —2€,, 0s— 28y, ..., a,— 2,), avec EEk:I, tandis qu'un terme ou

g=c¢, =1, 1], est égal a celui ou &=z =1, et est de la forme

—~ . , ,
(oy— &y, Cy—€s, ..., %,—E,) avVeC }_‘ak=2, ce qui démontre (11) pour

6. Il n’est pas sans intérét de généraliser également (8), en calculant
D(ay, %, ..., %,) par un procédé plus analytique. Il s’agit de démontrer
quon a

(12) D(ay, asy ooy a,)= Z 2 (7yy 7oy ooy 1)

Syt =2 1y ..y

X (g — € — 27, Aa— Sy — 279y o vy Ay

o sideux des «; sont impairs,

-+ a dy o, ]
<[—~1]a [;]aa[%]) dans les autres cas,
2 2

la somme 2 étant une somme multiple ou chaque r; prend les valeurs

LTINS o

Ai— &

entieres de lintervalle fermé o, [“,,— - Nous raisonnons toujours par

récurrence en admettant que (12) ait été établi pour moins de » arguments.
Comme au paragraphe 2, on voit tout de suite que

| \
(13) D(ay, ..., a)= }_‘ 2 (Fyy Pas ovey 1)
S HEy=2 A1 Sm

X (A)— € — 27,y «uuy Ay— Ey— 277)

-+ E (ryy 19y oo os ) D (g — 21y, a0 —27r,, o2, — 21,

[ S S A= TSN |
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et 'on peut réitérer tant que les n arguments de D(o, —2ar,, ..., a,—2r,)
sont positifs. Dés que 'un d’eux est nul, on conserve le terme D 4 n—1
arguments positifs; par exemple, si 2, —2r,=o0, ce qui suppose que o, est

pair, on a ainsi les termes

A A
< — Ly Py ey r”)D(az'_,—rzrz7 UAy=— Ay vy Oy— 2017).

Si donc tous les #; sont impairs, la formule (13) réitérée au maximum donne

(14) Doy, vovya,) = 2 Z (r1y 7oy ooy )

Ne—o g .
mEiT=2 'yl

X (o — & — 21, Ua— Ey— 29y vy Ty— Cy— 271°,),

, Lo o — g
ou les r; prennent les valeurs vérifiant oér,.é[ — J

Dans le cas général, supposons que les a;(j=1, 2, ..., p) soient impairs
et que les a,(k=p—+1,p—+2, n) soient pairs. Posons ;=22 41,
2= 24, L’itération maximale de (13) donne

(13) ])(ala "'79‘;:)

n

.
:2‘ 2 (rPiy «oos ) (20 4+1—¢j—2r;, 20— ea—2ry) + Z Sy,

Se=2  o0zrjza) (f=1,2,....p) (A’:[)—&—I, ceey ) I=paa
0ZrpL oy —1
ou
) .
(16) S;= E (Pry ooy Py Ppity vy Doy Ay — 0y Plyay ooy ')
. '
ogrjLal

0Zrp Loy —1

XD((Z/——QJ‘/‘, O(/,M—21'/,+1,...,a/_1—21'/_.1,0(/,11—9,]'/,61,...,0(,[—2]‘,,,)
(J=1,...,p).
Dans ces expressions, j ne prend que les valeurs entiéres au plus égales a p,
et & prend les valeurs p—+1, p+2, ..., n a I'exception de / dans S;; nous

désignerons par ¢ un indice prenant toutes les valeurs 1=i<n, sauf
indication contraire.

Si p>2, (12) permet d’écrire

S, — \Y . . o . . .
Si= (Pay oo oy Pray ) — Xy Priqy oo s o) (Say oo oy 81—ty Sty oo oy i)
vLrjLal Ne=2 0ZLsiZA] -0y
0Lrp L —1 il

X(Gy— Gy 21— 281y o ey Ay §— 21— 28jy « vy Ay S 20— 28,).

Un argument o,— ¢, —ar,— 25, de cette derniére parenthése ne peut
s’annuler que si g,=o, r,+ s,= . Considérons celles de ces parenthéses
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ol o, — gp— 2r,— 25, est nul (*) pour k=¢g+1, ¢+ 2, ..., n, mais positif
pour p < k=_q. Posons p;= r;+ s;, et soit

(G — &1 — 2015 ooy Ap—Cp—20p, Apia— Eprt— 20pity oy Ay— & — 20,)

.

une telle parenthése, ot ¢, +¢c,+...+¢,=2,0L¢; %, 0oL, —1,
p<k=q. .

Ceci suppose évidemment /> ¢, et le coefficient de cette parenthése dans
un tel S, est

N
2‘ Z 2 (Pry ooy Py @ — Ly ooy 1)

Ué/'iép/ 0ZrkLpr 0ZLrp£=d p—1
plheq ghznih 1

X(O1— Tty ooy Py—Tyy ey Lfy— Thy oon )
(g<h<Ln, hz£1)
Grace a (IV), la somme relative aux indices r,, r,, ..., r, vaut

! - a
(Pyaty o ooy Timty % — T, Figqy v ooy T'n)

’ ’

' . . ’ s ’ ’
X(O(,/H——/,/,“ I itV PRI au_lll)(Ph RS Pt/v (Z,,_M—%—O((/_,Q—i—...—i—d )‘

h#1

Pour I'ensemble des S,(/™>¢) contenant la parenthése en question, le
coefficient de celle-ci est ainsi

n
(p,....,p,,.oc',,_‘|+...+a',,) 2 2 (Pyocte woos Pty Qg — 0, Flaqy ooy 1)

l=q-+1 oé/'/‘éa[,——1
g<h<n; h#1

U . ’ N ’ N
XUy = Pyty ooy L= Thy «ny A= Tn),

(h=1)
ou, d’apreés (VI),

(Ph cees Py alz/-H'*"" '+aln) (1/t/+17 a:/-»'Z' 1,/:):(,01$ s Py a,(/-H* e 1,)

Ainsli, lorsque p> 2, il vient

D(d“ Ay wvey an)

e Z (ray ray oo rp) (j—ce;j—2r;, ap— e— 271%)
Ye=2 ()érié:x/’, ('é_/é]’) (P</~"é'l)

0Lrpz%, —1

0 v » v ! ’
-+ E E E Py ooy Ppy Phgy ooy Py @y ooy %)

Kishoy ooy by &g, ChEy Sy G, =2 ”é"jé“;-

()él'héa"
s

x (O(/'— Ej— 21, Ap — Ep,— 27‘;-4.),
(1=j<p) (1=s=m)

(1) A cause de la symétrie par rapport aux arguments, il n’est pas restrictif d’admettre que ce
sont les n — ¢ derniers arguments qui sont nuls.
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ou les k, forment toutes les combinaisons m a m des indices p+1,p + 2, ..., n,
et hy, by, ..., by (m~+ m'=n—p) représentent les n — p — m autres indices
supérieurs a p. Dans ce cas, la réunion des deux sommes multiples s’écrit done,
conformément 4 I'extension de (12),

(17) Doy, 2ay ooy )= Z Z (F1y 72y oovy 1)

\

X0y — &1 — 20, Ay— Sy— 2Ty w ey Ay— Ey— 277,

ou la sommation s’étend a toutes les valeurs possibles des r;.
Lorsque p =1, le calcul qui précéde est encore valable, a condition d’ajouter
le terme .
(O = Pay eeey Oy = PUgy Appy = Plyay o oey Oy— 1) _
au développement du terme D au second membre de (16) que nous avait fourni
laformule (12). Il convient d’ajouter au développementde S, (2=/n)le terme

/
g/= z (715 Pay wuey Pieay %) — 1y Plagy ooy I'y)
0Lry Lo
li:/:/‘kéa;(—i;k;él

X (1,1-— 71y (Z,.l—— AT a,[—| — I'l—1, a}+1““"l+1, ey a,n"‘f'u>-
Grace a (1II), la somme relative a r, vaut
(Fay ooy Picay A — 1y Pty ouny 77)
Xy = Pay ey Gy — Pigy Ly = Paty o vey Apy— 1y) (o), oy ol 40— a),).
Par suite,
n n
b AN O )

Za[: (oyy oy 4 %)z 2‘ (Pay vovy Pl_yy Ap— Ly Progy eony 1)

(=2 =2 ué/'k_/:otz.—(

1

, , ' .
X (O — Pay ooey Ay — Py Fpy = Plaay ey %yy— ),

qui vaut, d’apreés (VI),

(), oy Ao 2,) (o, oy ooy ) = (0, oy oeey ).

Dans ce cas, il suffit donc d’ajouter a (17) cette derniére parenthése
ot =([EH 2] [ 2]

ce qui établit (12) pour ces n arguments.
La comparaison des développements (11) et (12) fournit I'identité

-
18) 2 Z (P15 Pay ooy Pp) (O — E1— 271, vuuy Op— S — 277)
).‘.e,»:z 158 e s

o si deux des «; sont impairs, .

I
= (dyy Uay «eey dy) —<{ 1 /[a oy o '
2( > ’ (2L dans les autres cas.
a\[ 2 2 2

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 5
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CHAPITRE II.

PERMUTATIONS FERMEES AVEC REPETITION P(a, 3),

7. Rappelons que nous ne traiterons que des P(a, 3)dont'un des arguments
est inférieur a4 7. Nous supposerons, dans ce chapitre, que cet argument ne
dépasse pas 5. Soit 1 a5, a+ § =n, et calculons P?=P(a, n— a) pour
ces cinq valeurs de «. Au lieu de colorier les cotés du polygone construit avec
les n segments, il est équivalent, et plus commode pour 'exposé, de colorier
les sommets, donc « en la couleur @, et B=n—a en la couleur b. Les
sommets S; de ce palygone régulier convexe seront numérotés de o a n—1,
dans le sens positif du cercle orienté, et 'on peut toujours supposer que S, a la
couleur a.

Il est clair que P,=1.Pour 2 =2, un deuxiéme sommet S,, a la couleur a,
de sorte que les arcs séparant les deux couleurs a mesurent respectivement
et n—m, si 'unité de mesure est 'arc soutenu par un coté. La symétrie par
rapport au diamétre de S, permet de supposer m =Zn — m, donc les seuls poly-

. e , . ., <, . n
gones distincts sont ceux pour lesquels m vérifie la double inégalité 1 Zm — ~;
ainsi

0 vi=| 2]

8. a valant 3, les trois sommets de couleurs a sont séparés par trois écarts ¢,,
., ¢, dans le sens positif, a partir de S,; soit m leur borne inférieure. On peut
faire g, =m, et, al'aide d'une symétrie diamétrale, supposer que m=q,=q.=q,.
Ces sommets sont alors numérotés o, m, my, avec 1=—m, 2m_-—m,,
m,— m=_n—m,, ¢ est-a-dire

n—+m
om = m; =

9
2

Le nombre des polygones distincts de cette espéce est donc

n

. S [n+m - )
P,l_._2<[ ; ] 2m+1>

m=1

Décomposons cette somme en deux parties, suivant que m est pair ou
impair. Les termes ot 7z = 2p ont la somme

7]

o Xl = (E )
=[s)([5]-2 =250
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On voit tout de suite que les termes ou m = 2p — 1 ontla somme A’ , de sorte
que

(4) Pr=AL+ AL

avec l'expression (3) de A;. L’expression polynomiale de P: dépend de la
classe mod 6 a laquelle appartient n. Des calculs simples donnent ainsi :

. nl| n ‘nl_n, . n(n—2)
n—=~6v : _5_—;):, Lg]—g, ,All_—zf‘-———,
n n—i1 " n n—1 . n—i)(n—3
n==06v41: ~—1: ) ~J: —— ;\,‘;:——< ) ( );
2 2 | 6 ] 6 ’ 24
. S [r]_n ‘] n—o s t(n—2)
n—=~ov-+2: g;_—;s _6}—‘— G 3 ;\,L: ?4 H
. s, [n]_n—1 (n]_n—3, Ao (n—1)(n—3)
n==6v-+3: 5= ) 5| 5 A“_—Tfl—’
. , rnl_n [(n ] n—4. v (n+2) (n—4)
n=bv+di | D)= Kl S A A S—
s [rl_n—1 (n]_ _n—>5 s (n+1)(n—735)
IL—_6‘)+D. _; = 5 L) _6]N 6 3 f\”___—?‘[‘———,
puis, grace a (4),
n?
. n= (mod6),
n*—1
) n==1 »
. 12
(5) Pi={ ,
n-—1ug
; n==29 »
12
n*—43 ,
s n=3 »
\ 12

N . n*—-n . .
On peut observer que P est toujours de la forme — = ou ¢ est I'entier de

valeur absolue minimale faisant de n*+ p un multiple de 12.

0. «étant égal a 4, soitm laborne inférieure des quatre écarts ¢;(1 =1, 2, 3, 4)
séparant les quatre sommets de couleur a, considérés dans I'ordre de parcours
du polygone.

Admettons d’abord que deux écarts consécutifs vaillent 7. On peut fixer
I'origine et le sens de parcours de maniére que ces quatre sommets soient S,,
Sus Sums S,.,» avec une suite d’écarts non décroissante, ¢’est-a-dire que

Izim=m,—om=n—m,.
Tous les polygones correspondants sont distincts, et fournis par les inégalités

n
Im L m,= , T
(6)

1 Zm Z

r.
4
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Leur nombre est
17]

o e3[R

m=1

car on a toujours

Dans les autre cas, désignons par S,, S,,, S,,,, S,, les sommets de couleur a,
avec les écarts

qr=m, (f2== 1My — M >IN, =1, — m;>.m, =1t — M,>m,
afin qu’il n’y ait pas deux écarts consécutifs minimaux. La symétrie par rapport
au diameétre d’azimut ? transforme cette suite d’écarts en la suite ¢, =m,
4s="{., §s= (s, ¢, = ¢, sur le cercle positif, ce qui permet de supposer ¢,=y¢,.
Ainsi les polygones distincts de cette deuxiéme catégorie sont tous fournis, une
fois et une seule, par I’ensemble des inégalités

m =1y — = — ey, m = m, — My,
T .
c¢’est-a-dire
gy t-mZmaZn A m— my,
. n
5 am 1=y
(8) 2 S

n— 92

1Zm =

Leur nombre est

15 == |
Bi— N = S (7] I RGN
3t — 2‘ 2 (n-+1—2m)= 2‘ (| ?‘J z/n> <1L [2} zm).

m=1 nmy=2m—+1 m=1I

=4

le produit des deux facteurs dans la derniére somme s’écrit

n)[n+1 L, n-1 ,
—anm =] — —a(n—+2)m—4fm(m-1),

P 2 2

Grace a

I

<

n -1
2

de sorte qu’a I'aide de (1)
= |
B} = Z 3[—?]~ ]—12(/1+'z)(/71—-1, 1) +8(m—r, ')):

= e ([ ) (e
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et enfin

o e[ e[

En définitive, I'expression de

P,=A,+B;

est un polynome du troisiéme degré en n, dont la forme dépend de la
classe mod 4 de n. Tl vient ainsi :

_n] [n+1] n [u]
— = = —y 7 1=
2 B 2 4

n? . n(n—2)(n—14)
sy n 48 y
¢

nl_ n—1 n+1]_ n-41 nl_ _n—1 n—oaol_n—35,
a | T 2 |7 2 2 ’ 4 - 4
e |

n—a’ n—14
/ - / b

=
-

n==4v 1 n(n—l)(ll-——-l;).

e
]’;/'—

n,—‘__ n+1|_n nl_[n—2]_n—a,
o | T T2 | ) 2

~
=}

L~
o]

n==1H4v+ o . ) ,
L\,p_n‘—4, p)/..__”(n‘_‘)')(”—»!).
tn T I() n=—— _/;8 b
'n| n—1 n+1]_ n-+1 nl [n—27]_ n—3
n , _E_h P 2 - Ty’ 41 4 |7 4
__..4‘— 0
(11+1)(11——3) I (n—+1)(n—3)(n—1%)
we\e=2) -
16 " 48 ;

et, par suite,
n(n>—3n—+8)

— 10d
A n = (mod{),
(10) Py — (n+l)(n——1)(n—%) n—t1 X
) A
(71—2)(71-—11—}-6)’ n— o .
2 X 4! :
10, Caccen pE P). — Dés la valeur 2« =25, les calculs sont relativement

pénibles, et 'on est amené a distinguer cinq cas, d’aprés le nombre et la répar-
tition des écarts minimaux.

n désignant toujours le minimum des cinq écarts ¢, (i=1,2,...,5)
separant les sommets de couleur . nous supposons d’abord que trois écarts
consécutifs valent n.. On peut choisir I'origine et le sens positif de maniére qu'il
s'agisse des sommets (') S,, S,., Saus Suns S, avee

m = m,— 3m Zn—m,

(1) Les sommels de couleur « sont toujours numérotés o, m, my, my, ..., ma—s. de sorte qu'on a
ici my=om, my=3m.






