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PROBLÈME GÉNÉRALISÉ DE HILBERT
POUR LES ARCS NON FERMÉS

PAR M. W. POGORZELSKL

1. INTRODUCTION ET LES FORMULES PRINCIPALES. — Soit, dans le plan de la variable
complexe, un ensemble dep arcs dirigés a^b^, a^b.^ . . ., a^p non fermés et sans
points communs. Le problème de Hilbert pour les arcs non fermés, proposé et
résolu par M. N. Mouskhelichvili [l], consiste en la détermination d'une fonc-
tion ^(^ holomorphe dans le plan de la variable complexe ayant les cou-
pures a^bi, 0362, . . ., dpbp, dont les valeurs limites

^(t), ^-(t)

des deux côtés (1) de chaque coupure vérifiaient la relation linéaire donnée

(i) ^(t)=G(t)^-(t)-^-^(t)

en tout point t de l'ensemble
p
Voy^L:==Va^
^=1

non coïncidant avec les extrémités ̂  et b^ (^v^ b^.
Les fonctions complexes G(t) et gÇt) sont définies sur l'ensemble fermé L

et vérifient une condition de Hôlder. On admet que la fonction G(^) est partout
différente de zéro et que les arcs a^b^ admettent des tangentes continues. En
outre, on demande que la fonction holomorphe cherchée ^E>(^) ait en toute

(1) On admet que les deux côtés, positif et négatif, de toute coupure sont en telle relation avec la
direction positive de la coupure comme les demi-plans Im ( z ) > o et Im (s) < o avec la direction
positive de l'axe réel.
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extrémité Ci, c^ . . . .c^^v ou ^) des arcs L une limitation de la forme

(2) \^(z) <-7ct^-^ (y=i,2,..,^

0 étant une constante réelle positive, non fixée, inférieure à l'unité ; on pose

C.2v== ^v, C.^_i==^, OÙ V = l, 2, . . . , p.

D'après N. Mouskhelichvili, les extrémités ^ sont dites singulières, si les
valeurs correspondantes de la fonction G (c^) sont réelles et positives.

La solution 0(^) du problème de Hilbert est dite de classe h(c^, c^, . . ., c,, ),
si cette solution est bornée aux voisinages des extrémités non singulières
distinguées c^ c^ . . ., c^ {q^p\

Soit la fonction
j = - l p

(3) X(^)==JJ(^-^)7^^
7=1

où la fonction F(^) est donnée par l'intégrale du type de Cauchy

(4) r^^f10^^
^TClJ^ t — Z

les branches continues du logarithme étant fixées arbitrairement sur tout
arc cijbj.

On choisit les constantes entières \ de façon que les conditions

(5) — I < a y + À y < I

soient vérifiées, les constantes ay étant définies par les égalités

(6) a7•+^P7•= : : :^^logG(Cy) (y = 1 , 2 , . . . ,2^) ,

le signe supérieur concerne l'origine c^_i=^ de Farc et le signé inférieur, le
cas c^=b^ Aux extrémités non singulières distinguées c/,^, c^, . . ., c,, on
choisit les entiers Ay tels que o <^ ay+Xy<; i. Aux extrémités singalières,7 les
conditions (5) donnent les valeurs uniques \j=—a,. Pour les autres extré-
mités non singulières, on choisit les Ay tels que — i <^ Oy+ À,<^ o.

D'après N. Mouskhelichvili [l], la fonction (3) est dite solution canonique de
classe h{c^ c^, . . ., c^) du problème homogène de Hilbert :

(7) X-^(t)=:G(t)X-(t).

Cette fonction X(^) est holomorphe à l'extérieur des coupures ajbj.
Nous signalons que les valeurs limites X^) correspondent aux deux côtés de

tout arc <?A qui sont disposés par rapport à la direction de l'arc comme les demi-
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plans supérieur et inférieur du plan de la variable complexe par rapport à F axe
réel.

On peut montrer que la solution canonique X(^), dans un voisinage suffisam-
ment petit de tout point Cy, s'exprime par le produit
W X(z)=9^-(z)(z-c,)^^L

Les fonctions ûy(^) (j = i, 2, . . ., ^n) sont holomorphes aux voisinages des
points Cj coupés par les arcs a.^ et elles sont bornées au voisinage de toute
extrémité Cy.

On voit que la fonction (^ /) est nulle en toute extrémité distinguée c/^, . . ., Cj_
et vérifie la condition (2) au voisinage des autres extrémités.

La somme réelle
2/?

(8) ^=-2^-

est dite indice de la solution de classe h(c^ c^, . . ., c/, ).
Si l'ensemble des extrémités non singulières distinguées (c^, c^, . . ., Cj, ) est

vide, nous désignons par ho la classe, par Xo (^) la solution canonique de cette
classe. L'indice Xo de cette classe est plus grand que les indices de l'autre
classe h(c^, c^, . . ., c/, ), nous avons notamment

(9) x == ^o — q.

En outre, il est facile de voir que la solution canonique X(^) de classe
À(c^, c^, . . ., c^ ) est liée à la solution canonique Xo (^) par la formule
(10) X ( z ) = : ( z — c ^ ) ( z — c ^ ) . . . ( z — c ^ ) X , ( z ) .

En appliquant aux fonctions (3) et (4) les formules de Plemelj, on obtient,
pour les valeurs limites au point tçL de la solution canonique de
classeA(ci, . . ., c^), les formules suivantes :

( 1 1 ) X+^)=v/G^X(^ X-^^-^,

ou
îp

(12) X^)^]"^-^)^1^,

les branches des fonctions (t—cy)^ étant fixées pour tous les arcs ajbj et F(^)
étant Fintégrale singulière de la forme (4), au sens de la valeur principale de
Cauchy, au point intérieur ?eL. On peut montrer que la fonction (12) s'ex-
prime de la façon suivante :

îp

(i3) X^)=co^)U(^-c;)ïy,
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Ï7= ay+^/4-^-, Py===plm — — l o g G ( C y )
| 2 71̂  J

(le signe supérieur pour c^=a^, inférieur pour c^ =&v), ûi>(^) est une fonction
bornée, différente de zéro sur L et vérifiant la condition de Hôlder avec le même
exposant que la fonction donnée G(^). N. Mouskhelichvili [1] a démontré que
toute solution de classe hÇc,^ c^, . . ., Cj, ) du problème non homogène ( i) de
Hilbert est donnée par la formule

^^x^fe^)^.

où P(^) désigne une fonction entière arbitraire.
D'après la propriété

(l6) l ^ n ^ X ( ^ ) = = i

de la solution canonique, nous concluons que, si l'indice (8) de la solution est
positif, alors la solution (i5) s'annule à l'infini dans le cas où l'on choisit pour
la fonction P(^) un polynôme arbitraire de degré x — i au plus. Dans le
cas x == o, cette propriété sera vérifiée, si l'on pose P (^) = o. Si l'indice x est
négatif, la solution (i5) s'annule à l'infini sous certaines conditions à vérifier
pour la fonction donnée g{t\

2. ÉNONCÉ DU PROBLÈME. — Nous posons le problème de la recherche d'une
suite de fonctions <&i (^), <î>2 (^), . . ., ^(^), holomorphes dans le domaine du
plan de la variable complexe extérieur aux coupures disjointes aux tangentes
continues

a\b\^ a.)_b-^ • . • ? . f^pbp Ça^^-b^)

dont les valeurs limites ^Çt) et $7 (t) des deux côtés de chaque coupure
vérifient le système de n relations non linéaires données

^ ( t ) = G , ( t ) ^ ( t ) ^ - ^ ¥ , [ t , ^ ( t ) , . . . , <î>;(^ <DT(^ . . . , ^(t)]
( ^ = = 1 , 2, . . . . n)

en tout point tçL, excepté aux extrémités a^, b^ des arcs.
On demande que toutes les fonctions <I\ (^) soient bornées aux voisinages des

extrémités distinguées non singulières
(18) c,,^ c/,,, . . . , c/,^

et que, pour les autres extrémités c^, elles vérifient des inégalités de la forme
Ptp

('9) • I^^K^——ïïo'

6 étant une constante, non fixée, inférieure à l'unité.
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On admet les hypothèses suivantes :

1° Les fonctions complexes G^Çt) sont définies sur l'ensemble fermé L et
vérifient une condition de Hôlder

(20) |G^)-G,(^) ^ol^-^rs

k^ étant une constante positive et l'exposant h^ une constante positive non
supérieure à l'unité. On admet, en outre, que toutes les fonctions G^ sont diffé-
rentes de zéro.

2° Les fonctions complexes F^, u^ u^ . . . . u^) sont définies dans la
région
(21) tçL, ^en C/=i , 2, . . . , 2^) ,

II désignant le plan entier de la variable complexe, où elles vérifient une condi-
tion de Hôlder-Lipschitz de la forme

F^(^ U^ . . ., M^)—F^(^, U[, . . ., U.,n)

(22) r ^ 1
J |^_^+^[^._^. ] (^>0, 0</Z,^:I)<À-F |^-^]^+

L /=iL /=1 J

et, en outre, l'inégalité
în

2 1 ^7
7==i

(28) | ¥^(t, u^ . . ., u.^) \ < mpY | ̂ / |r+ m'y,

où m?, mp, r sont des constantes positives données, on a

o ^-r <; i.

3. MISE DU PROBLÈME EN UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS INTÉGRALES. — D'après là

formule (i5) de Mouskhelichvili, nous pouvons affirmer que la solu-
tion $i(^), . . ., ^n(^) du problème proposé, si elle existe, vérifie le système
d'équations suivantes :

( <ï> M- ^ x ( - } r^r^ ?i(^), ? 2 ( ï ) , . . . , ? 2 n ( r ) ] . , y / . p / .(.4) ^( ')-^xv(^————XÎ(T)(T-.)————^+X,(.)P,(.)
( (^ ==I , 2, . . ., /î),

où yi(ï) , . . . , Ç 2 / i ( ^ ) désignent les valeurs limites des fonctions (24) au
point ^-eL des deux côtés des arcs a^b^ . . ., a^,

/ . , ( 9v(T)=^î(T)
(25) ^ , x ^ / , ( ^ ^ I , 2, . . . , / ? ) ,

( ^^(T)==^7(ï)

X^(^) est la solution canonique de classe À(c^, c^, . . ., c^ ) correspondant à la
fonction G^(^ ) ; les P^(^)sont certaines fonctions entières.
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En faisant tendre, dans les formules (24), le point z vers un point inté-
rieur tçL et en appliquant les formules connues de Plemelj [dans l'hypothèse
que les fonctions (26) sont de classe S)^(c^ . . ., Cj, ), (voir le paragraphe 4)],
nous constatons que les fonctions limites (25) vérifient le système d'équations
intégrales singulières

f ^(t)= ^W ^(t), ...,^(t)]

-+- À x-^n r^r^ ̂ (^ • t ^ P^)]^ , v+mp ̂
"^^^^^—————X-;(T)(T-Q—————^+X,(QP^),

(26) l?^(^)——^^Fv[^?i(^ ...,^)]1 2 A.v ̂ ^

À x-m f^f^ ? ' ( T ) ^ -^ CP•2 / ^(T)^^ , x-mp rn^^^V,——XÎ(T)(T-,)——^+X,(^)P,(^)

( ^ = = 1 , 2, . . ., n ) ;

les intégrales ont le sens de la valeur principale de Cauchy. Nous étudierons le
système d'équations (26), en y traitant les fonctions yi, . . ., ©20 comme des
inconnues et en y substituant, à la place de Pv(^), des fonctions entières
arbitraires.

4. PROPRIÉTÉS D^NE CLASSE DE FONCTIONS DÉFINIES SUR DES ARCS NON FERMÉS. — Pour

étudier le système (26), nous introduirons une classe de fonctions complexes,
définies sur Fensemble L ==V ^6^, remarquable par ses propriétés importantes.

v

Définition 1. — Nous appelons classe S)^ un ensemble de toutes les fonctions
complexes y(^), définies et continues en tout point intérieur ^çL, qui vérifient
l'inégalité

(27) 1 ? ( ^ ) 1 <
Cte

1 1 1 1 — Oy . \t—b

et l'inégalité généralisée de Hôlder suivante :

. - ' . . . . . . Cte 1 1 — t^'
(28) 1 ?(^ - ?(^i) 1 < r—.—————————-————noy

JJ l^-^l l ^ i - ^ l
L ^=1 J

où a et [f. sont des constantes réelles fixées pour la classe considérée, vérifiant
les conditions
(29) o < ^ < i , o^a<i , a + j m < i .

Les constantes figurant aux numérateurs des expressions (27) et (28) sont posi-
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tives mais non fixées, les points t et ^ sont situés à l'intérieur du même arc
arbitraire a^, mais on a toujours t^çtb^.

THÉORÈME 1. — Si la fonction ç(^) est de classe ̂ , où a ^> o, alors la fonc-
tion ^p(^), définie sur î^par une transformation singulière de Cauchy

(30) ^)=P^
^L • '

^ aussi de classe ̂ .

Nous avons donné la démonstration de cette propriété importante dans notre
travail [2] (1). Nous signalons la conservation des paramètres de la classe dans
la transformation (3o).

THÉORÈME 2. — La classe ̂  est un sous-ensemble de la classe S)^[

CGC; (a+^<i, a,+^<i)

si les paramètres de classes vérifient les inégalités

o<pii^^., o ̂  a ̂  a i.

Démonstration. — La propriété est évidente si o^a^a^ et si le para-
mètre pi reste fixe. Pour étudier l'influence du changement de la valeur du para-
mètre p., considérons sur tout arc a^b^ un couple d'arcs a^ et T^ n'ayant pas
de points communs. Nous distinguerons les deux cas suivants : i° t^a^î^
ti €:T^, alors la distance [ t —1^\ admet une borne inférieure positive et, de la
limitation (27) de la fonction ç(^) elle-même, résulte qu'on peut choisir la
constante positive K suffisamment grande, pour qu'on ait

(31) | 9 ( Q — c p ( ^ , ) <K-—^————^~^' r———-^^

?[" t — c ^ \ . t,—b^\
^=1 J

si [^i <^ pi, les distances 1 1 — a^ et\t^ — b^ étant arbitrairement petites ; 2° les
points t et t^ sont situés simultanément sur l'arc a^T"^ ou bien sur l'arc T^&v ;
supposons par exemple,

tça^T^ ^e^T^;

dans ce cas si t — ti\^\t — a^\, alors on a évidemment
t-t,\^ \t-t,\^. .

———————— ^- ————————— SI Ui << pi
^ _ ^ I p . —— t — Oy ^ r r

(1) La démonstration donnée dans le travail cité est aussi vraie dans le cas actuel, où les tan-
gentes ne sont que continues.

Ann. Èc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 3. 27
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et la distance [ti—b^ a une borne inférieure positive, donc l'inégalité (3i)
restera vraie, la constante K étant choisie suffisamment grande; il ne reste que
le cas t — t ^ > t—a,\, mais alors l'inégalité (3i) résulte directement de la
limitation (27), K étant suffisamment grand. Le théorème 2 est donc démontré.

Définition 2. — Nous appelons classe ;^(c,,, c/,, . . ., c,^) l'ensemble de
toutes les fonctions de classe ̂  qui sont bornées aux voisinages des extrémités
distinguées

c/., c/,^ • • • , Cl,,, (q^ïp)

des arcs (03,=^, Ca,_i=a,, v= i , 2, . . ., p), et qui vérifient les deux inéga-
lités suivantes :
(32) !?(<)<

Cte

\\_\t-a,\^-\t-b.,\^

/ 99 \ i /.» \ / M. \ ^ v-^te t —1\ ^ '""̂(33) | c p ( ^ ) - c p ( ^ ) < -^——————————U—————— (t.çtb^)

JY | t — ̂  l9'^^ | t, — ̂  [9^4-^

(a + ^ < i), où 6^= o, si ̂  coïncide avec Fune des extrémités c^, . . ., c/, et
6^==i dans le cas contraire; ô^ admet des valeurs analogues relativement7 au
point b^ Signalons que la fonction y(^), quoique bornée aux voisinages des
extrémités c^, . . . , c^, n'a pas nécessairement des limites en ces points.

THÉORÈME 3. — Si la fonction y(ï) est de classe S)ï(c^ . . . c^ ), la fonc-
tion ̂  Çt) transformée par la formule

(34) ^)=n^-^f.. ?(T)6/T— (^L)
'=1 L-rr

1 _ 1 ( T — 6 1 / • ) T / ( T — /)
/==i

^^ rf^ cto^ ̂ ^(^, • • ^ ^\) ; ̂  ûrfm^^ que les constantes yy= y;. + ;vJ vérifient
les inégalités

o<y /< i ^ y =/.i, ..., k^
(35) -Kïy^o ^ j ^ î ^ . . . , k ^

^ + m a x | y y | < i ^ / = i, 2, . . . ,27?,

^/î///i /a constante p û fc^ valeurs suivantes :

(^ ( P = a •" a > P = max [ v; /,o^r j ^ k ^ . . ., Â^,
( p=(3 „ a<p.

Démonstration. — Pour démontrer le théorème, il suffît d'étudier l'intégrale

•(36) F^)= f ^(T)dT • (/-i , ,̂J<,,̂ ^ - ̂ )^ (^ - t) (.7 - 1 . 2 , . . . , 2/,)
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dans un voisinage suffisamment petit et fermé de l'extrémité cj ne contenant
pas des autres extrémités. Une branche continue de la fonction (r — cy)^ étant
choisie, nous appliquerons le théorème sur le module de l'intégrale et nous
aurons l'inégalité (2)

| (T — Cj )-^j — (ïi — Cj )-ïy < Cte sup | T' — Cj |-ï;--1 | T — TI [,

où la borne supérieure concerne les points T^ sur l'arc ^i. Nous en déduirons
les inégalités

/ C t e T — Ti P-
i

(T-Cy)ïy

^

(ïl — CjY'l
<

'

(

Cte
T —

Cte
Tl — Cj

T — T I
- Cj |ï^
T — TI

.̂+[i

(x

^

^

si

si

ïy -

ïy -^

^
^

>0,

<0

(37)

sous la supposition que T€ ̂ r II ^n résulte que la fonction
(38) . ^(T)=cp(T)(T-c,)-ïy

vérifie au voisinage du point cj les inégalités
! , . / . , . Cte

?^)1< T — Cy l^a+T;-
(38Q

Cte T — Ti |P-
^(T)-^(Tj|<

T — Cy | 0/a+T;.+p. •

si ô^a + Yy^> o(9 /== o, si j = ki, . . . , kq et 9y== i dans le cas contraire). Nous
en concluons, d'après le théorème 1, que la fonction (36) vérifie au voisinage
de l'extrémité cj les inégalités

(39)
|Fy(^)-

F/(<) <

F,(<.) <

Cte
t-Cj\^^/

Cte 1 1 — t, \^
t — C, [O'a+Ty+P-

sous la même hypothèse que a + Yy^> o.
Dans le cas a+^.<^o, mais a+^.4-^^>o (ce qui n'a lieu que si

j ^ k ^ , . . ., kq), on applique le même raisonnement que dans la démonstration
du théorème 1 et l'on conclut que la fonction Fy(^) vérifie, au voisinage de
l'extrémité Cj, les inégalités

(4o) w)-
i^-w
F • ( t \i j \ t i )

< Cte,

< cte
| t— c

t -^
O^a-t-Y ,-+-[i

( 2 ) On s^appuie ici, et dans la preuve du théorème suivant, sur la propriété qu'il existe une

constante positive ^3 inférieure à Funité, telle que le rapport }———s-1- vérifie les inéga-—l——s-1- vérifie les inéga-SA ')•^12

lités o < ^ ̂  L———2-1 ̂  i, ty et ^2 étant deux points arbitraires de Parc ab et s^ la longueur de la

partie de cet arc qui joint les points ti et t^.
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Enfin, si a+y + p-<^o, la fonction (38) tendant vers zéro, si T -> Cj, admet
un coefficient de Hôlder tendant aussi vers zéro et la fonction (36) vérifie la
condition de Hôlder avec un coefficient borné au voisinage du point Cj.

Les propriétés démontrées de la fonction (36) confirment l'affirmation du
théorème 3, c'est-à-dire que la fonction transformée (34) est de classe S)^
Nous signalons encore que, d'après la transformation du théorème 1 (voir [2]),
les inégalités concernant la fonction transformée (34) ont la forme

, , - C .M^+C.Â^ \(4i) \ ^ ( t ) < —p————————,
]̂ J t-a,\^\t-b^^

(4.) ^(.)-^)!<^ (G•M-C9^ )^^^ .
TT 1 1 — oy i9-?^ [ t, — b., [6'^
v==l

où Mç et k-Q sont des constantes positives, figurant aux numérateurs des expres-
sions correspondantes (3a) et (33) concernant la fonction donnée ç(Q; les
constantes positives Ci, €3, C\, C, ne dépendent pas de la fonction ç(^).

THÉORÈME 4. — Si la fonction (p(T) est de classe ̂ (c^, . . ., c,, ), alors toute
branche de la fonction analytique

(43) ^^'\}^-c^^————^^————
7=1 L fj^-^)^--)

j= 1

(les hypothèses précédentes concernant les constantes ^j étant conservées) holo-
morphe au voisinage suffisamment petit de toute l ) extrémité Cy, coupé par un arc

correspondant CyCy^i, est bornée aux voisinages des extrémités distinguées c^, ...,
c/, et vérifie l ] inégalité à singularité faible

(44) l^3) <Tî 7F
au voisinage de toute autre extrémité; le nombre p <^ i est défini par les for-
mules ÇÏ^S').

Démonstration. — Pour démontrer le théorème, il suffît d'étudier la fonction
(ï)dT(45) ^(z)=(z-c)- f

J ce' (T-C)HT-Z)

dans un voisinage suffisamment petit de l'extrémité c choisie arbitrairement
parmi les extrémités Ci, c^, . . ., c^; on a désigné par cf la seconde extrémité
de l'arc choisi. Nous avons désigné, en outre, par y =^4-^ un des exposants
Yy=Y^+^ qui correspond à l'extrémité c. On a donc cx^^i, si c appar-
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tient à l'ensemble des extrémités distinguées c^, ..., c ^ , et — i <^ Y^o, dans
le cas contraire. Nous signalons que la fonction 9(ï), quoique bornée aux

-voisinages des extrémitées distinguées c^, . . ., c/, , n'a pas nécessairement des
limites en ces points. Cette généralisation de nos hypothèses exige d'autres
méthodes pour l'étude de l'intégrale'de la forme (45)? considérée aussi par
N. I. Mouskhelichvili dans son Ouvrage [1].

Soit une demi-tangente cTo issue du point c, sur laquelle sont situées les
projections orthogonales des points de l'arc ce' au voisinage de l'extrémité c.
Soient ensuite les deux demi-droites cTi et cT^ situées des deux côtés de la
tangente cTo et faisant avec elle le même angle aigu. Considérons un voisinage
fermé \c du pointe, ne contenant pas le pointa, de diamètre suffisamment petit
pour que la perpendiculaire à la droite cTo issue de tout point ^eVc, situé à
l'intérieur de l'angle convexe entre cTi et cTa contenant cTo, coupait la
portion cv de l'arc ce' située dans Vç en un seul point t. On suppose, de plus,
que le domaine Vç est suffisamment petit pour que la tangente en tout point de
l'arc cv fasse avec la tangente cTo un angle aigu plus petit que celui des demi-
droites cTi et cTo. Désignons par &c l'ensemble de tous les points z^t, situés
simultanément dans le voisinage Vc et à l'intérieur de l'angle convexe TicTa,
pour lesquels la longueur de l'arc correspondant et est inférieure à la moitié de
la longueur de l'arc cî\

Pour étudier la fonction (45) au voisinage de l'extrémité c, supposons
d'abord zç:ê,. et décomposons l'intégrale (45) en somme
(46) ^(z)=^(z)-^^cr(z)

des intégrales étendues aux arcs cto et t o c ' , où to est un point de l'arc cï tel que
les longueurs des arcs et et tto soient égales.

Écrivons maintenant la première des intégrales (46) de la façon suivante :w ̂ ,̂ - î̂ ^_^^^(.)^
et remarquons que le produit (r—c)"^^) vérifie les inégalités (SS^). Nous en
déduirons pour la première composante, l^Çz), de la somme (47) les limitations
suivantes :

i° Dans le cas 6a+Y'+p-^o,

1 Ic/^) 1 < cte - - c ̂ i\.-c^\.-t\^

+ Cte ] .. - c |T'̂  ̂ _^^\r-t\^;

2° Dans le cas 6a + y'^- [̂  <^ o,

11"^ 1 < cte 1 •- - c ̂ 'f ,-c^^-t^
^ F ______dl^______ .dl^_______^

iQa+v'+ii ^_^i-.^c\ J [ ^ _ c |9a4-r+li T—^-^+ Cte | 3 — c
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signalons que Q == o, si c appartient à l'ensemble c^ . . ., ^ (alors o < y'< i)
et ô = i dans le cas contraire (—i<Y^o) . En remarquant maintenant

est borné, si zç&^ nous déduirons dans les deux cas

^(^K Cte

que le rapport

antérieurs l'inégalité
(48)

où p,,= | Y | si a < | y | et p^= a si a > ^ .
La limitation de la seconde composante de la somme (47) est évidente,

puisque l'intégrale qui y figure est bornée pour^eê,. et nous obtenons pour
l'intégrale (47) la limitation suivante :

Cte1^(..) <(49)
•pp.

La limitation de la seconde composante de la somme (46) est plus aisée
puisqu'elle n'exige pas de la décomposition (47). En désignant par s et (T les
longueurs des arcs cî et cr et en tenant compte de l'inégalité ̂ "^ ̂
si (7^2^, nous aurons

i^i^-^X-^A^(5o)

do-r^\rj
^îs

< Cte | s — c < Ctë_
- c

En réunissant les résultats (49) et (5o), nous voyons que l'intégrale (45) vérifie
l'inégalité
(5I) 1^)[<—^—— si ^^Cte

-^P.

elle est donc bornée, si c appartient à l'ensemble c^, . . ., c ^ . Il reste à étudier
le cas, où le point z est situé dans le domaine ̂  commun au voisinage V^ et à
l'angle concave limité par les demi-droites cl\ et cT^ (ne contenant pas la'demi-
tangente cTo). On peut montrer par un calcul élémentaire que si le point z^c
est situé dans le domaine &', et le point T à l'intérieur de l'arc w, alors les
trois distances z — T |, T — c | vérifient l'inégalité

(02) . ^
. sin — ?

2

où S- est la borne inférieure positive de la mesure de l'angle aigu que fait le vec-
teur T — C , pour ^€w, avec les demi-droites cTi et cT^. Il en résulte, pour
la partie de l'intégrale (45) étendue à l'arc w, dans le cas zç&^, l'inégalité

( - rY C ^(T)dT(' 'U^-^-^)
< \ z - c \ r ( s m ^ } 1 f

\ ^ l Je.

Cte dl^
r — c \ ^ + r [ \ z — c \ - ^ T — C

^ Cte
J " |.s-c|9P«

(53)
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si petit que soit | ^ — ç . En somme l'intégrale (45) vérifie l'inégalité

, , , , , CteCte
Z—c^c1 ^ ( ^ 1 < T^——-^

dans un voisinage suffisamment petit de l'extrémité c choisi arbitrairement. En
conséquence, nous en déduirons l'affirmation du théorème 4.

5. EXISTENCE DE LA SOLUTION DU PROBLÈME. — Le système d'équations intégrales
singulières (26) étant non résoluble par les méthodes de l'Analyse classique,
nous donnerons la preuve d'existence de la solution de ce système par l'appli-
cation du théorème topologique de J. Schauder [3] sur le point invariant d'une
transformation (3) :

« Si, dans un espace linéaire, norme et complet (c'est-à-dire un espace de
Banach), une transformation continue fait correspondre à un ensemble E de
points, convexe et fermé, son sous-ensemble compact, alors il existe dans
l'ensemble E au moins un point invariant de la transformation. »

Soit donc un espace fonctionnel A composé de tous les systèmes

[^(t), ̂ ,(t), ..., 9,,̂ )]

de 2.n fonctions complexes, définies dans l'ensemble des points intérieurs des
arcs L^^ iô i+<22^2+. . .+a^bp, continues en tout point tç:L, distinct des
extrémités a^, b^ et vérifiant les inégalités

(54) \^(t)\^-—————cte—————— 0/=l, 2, .... 2/0,[n r—iT
L c.ez J

les produits étant étendus à l'ensemble Z de toutes les extrémités Cj différentes
des extrémités distinguées pour la classe A(c^, c^, . . ., c^ ). Les fonctions ̂ M)
sont donc bornées au voisinage des extrémités c^, . . ., c/, . La constante qui
figure dans le numérateur du membre droit de l'inégalité (54) prend, pour
l'espace A, toutes les valeurs positives possibles, mais l'exposant constant
positif A, fixé au dénominateur, a une valeur unique pour tout l'espace A
choisie arbitrairement parmi les nombres inférieurs à l'unité, mais supérieurs
à la plus grande des valeurs absolues

(55) max ^ + .̂ | < A < i (v =. i , 2, . . . , n)
7. v / j

liés à la solution X^(^) de classe h(c,^ c^ . . ., c^ ), l'indice variable j prenant

(3) C^est Gousseïnov dans le travail [4] qui, le premier, a appliqué la méthode topologique pour
l'étude de l'équation intégrale singulière dans le cas particulier d'un segment de l'axe réel.


