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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

UN THÉORÈME SUR L'INTÉGRALE
DE

LAPLACE-STIELTJES

PAR M. HUBERT DELANGE.

1. INTRODUCTION. — Soit a(<) une fonction réelle ou complexe définie pour t^^o
et à variation bornée sur tout intervalle fini, et supposons que l } intégrale

Ç e-^da^Çt)
^o

ait une abscisse de convergence Oc finie et soit égale pour (S^s ^> âc à fÇs).

Dans des travaux précédents (1), nous avons établi des théorèmes permettant
d'affirmer, moyennant des hypothèses convenables, l'existence d'un point singu-
lier pour la fonction f(s), soit au point o^, soit sur un certain segment de la
droite (Rs== Oc. Nous nous proposons ici d'établir encore le théorème suivant,
que nous avons déjà énoncé sans démonstration par ailleurs (2) :

Supposons que Ton ait
a(<)= F e1^ dv{u),

^0

( 1 ) Sur certaines intégrales de Laplace [Bull. Se. Mat/i.y (2), t. 77, I9Ô3, p. i4i-i68]; Sur les
points singuliers de la fonction définie par une intégrale de Laplace-Stieltjes (/. Anal. Math., t. 5,
1956-1957, p. i-33).

(2) Sur les singularités des/onctions définies par des intégrales de Laplace (Rend. Sem. Matem.
Fis. di Milano, t. 26, 1954-1950).

^4/i7i. Éc. Norm.^ (3), LXXV. — FASC. 1. l
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où vÇt) est une fonction réelle non décroissante pour t'^0 et ^(t) une fonction
réelle continue pour t ̂  o (3 ).

Supposons, en outre^ qu'il existe un nombre positif k tel que F on ait quels que
soient^ ett"^o
(1) \^^'f)-^{t')\^k\t"-t'\,

ce qui implique évidemment que la fonction ̂ (t) soit à variation bornée sur tout
intervalle fini.

Alors, si l'on a, quand t tend vers + oo,

(2) f W^)l=o[^
^0

le point (Je est un point singulier de la fonction f( s).

On voit immédiatement que ce théorème entraîne comme corollaire le théo-
rème bien connu suivant de Fabry (4) :

4- oo

Soit la série entière^ a^, de rayon de convergence i et de somme F (-s), et
0

supposons que, pour chaque n ̂  o,

a^==^^971, avec r^^o et 0^ réel.

Si, quand N tend vers + oo,
N

^|9,.-9^|=o[N],
1

le point i est un point singulier de F(^).

Il est évident qu'on peut sans inconvénient supposer que, pour chaque
/^i,(e,-e^[^.

En effet, si cette condition n'était pas réalisée, on pourrait définir une suite
{ 9^} en prenant 6^ == 9o, puis déterminant 9^ pour n ̂  i, par

^=^ et 9.-i-7:^9,<e,_,+^

On aurait ainsi a^ = r^ e1^ pour tout n ̂  o et
N . N

< ^|Q.-9.-il^^|9.-9.-i| pourtoutN^i,

( 3) Notons que ceci implique que la variation de a (^ ) sur Pinlervalle [o, T] soit ^(T) —^(o) .
(4) Sur les points singuliers d'une fonction... [Ânn. Se. Éc. Norm. Sup., (3), t. 13, 1896,

p. 367-899].
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puisque, pour chaque /z^i,

| 9^— 6^-1 |^| 6^— 6^_i [.

Si maintenant on définit les fonctions vÇt) et ^p(^) pour ^^o par

o pour t •==. o,

?(<)== ,̂
^,^7 pour 7i<<^^^4-i . , /î == o, i, 2, . . . ,

o
^(^)==6^ pour ^==0, i , 2, ...

et ^ linéaire sur chaque intervalle [n, n-\-i],
on voit que ces fonctions satisfont aux hypothèses de notre théorème avec k=^y
et que l'intégrale

Ç e-^d^t), où a(^)=== f ^4(")^(^),
JQ •/o

+ 00

se ramène à la série V^^"^, donc a pour abscisse de convergence 0 et est
0

égale pour ois ^> o à F(^~^).
Notre théorème implique donc que le point 0 soit un point singulier de

F(<-).

2. REMARQUES PRÉLIMINAIRES. — 2.1. Remarquons d'abord q\ion peut sans
inconvénient se restreindre au cas où Oç == o.

En effet, si a^ o, posons

ai(^)= f e-^^d^Çu) et ^i(^)== f e-^dv^u).
JQ i/o

Quel que soit s, on a pour T ^> o
^ ^
\ e-^d^Çt)^ e-^^docÇt).

^o •>o

/ l+00

Par conséquent, Fintégrale f e"^ dy.^(f) est convergente ou non en même
^0

r4"00
temps que j ^~( '+<TC)<rfa(^) et, lorsqu'il y a convergence, les deux intégrales

^0

/.+°°

sont égales. Autrement dit, l'intégrale f e-^d^^t) a pour abscisse de conver-
^o

gence 0 et représente la fonction f(s-\- çjc).
Si le point 0 est un point singulier de/(^+ o-c), o-c est un point singulier de

/(^
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r 1
Mais on a ^Çt)= e^wdv^u\ et v,{t) est encore une fonction non

i/o
décroissante pour ?^o.

2.2. 0^ peut aussi sans inconvénient supposer que la fonction ̂ (t) est linéaire
par morceaux sur tout intervalle fini (5 ).

Pour le voir, introduisons la fonction ^i définie pour ^^o par

^i(log7i)==^(log^) pour ^ = i , 2 , 3 , . . . ,

avec ^pi linéaire sur chaque intervalle [log^i, log(/i 4- i )].
Il est clair que l'on a encore, quels que soient tf et ^^o,

\W)-^(t')\^k\t"-t'\.

D'autre part, pour log/i^^<^log(^+i),
^l „ log (/i-M)

/ \d^(u)\^ \d^(u)\,
^0 ^0

d'où

I r ' l / 'l> 'S(' l+ l) • ] r > ( r / M - l - T \ , ,>log(B+l)
1 I\d^{u)\^\-f \d^(u)\^loën+l) I——-C \d^(u)\.t J» t .h 1 T V / i — iQg^ îog(n-{-i)J^ 1 T v -"

Donc, quand t tend vers +00,

f \d^(u)\=o[t].
«A

Mais nous allons voir que, si Fon pose
pt

^(t)= e^d^Çu),
^o

/»-4 00 ^,4- ce

l'intégrale ^ e^d^Çt) a même abscisse de convergence que ^ e-'1 dot(t\ et
^o Jo

la fonction qu'elle représente a les mêmes points singuliers que f(s) sur la
droite Ûis = Oc.

Ce résultat sera évidemment établi quand nous aurons prouvé que, si
^)=p(^)-a(Q,

J +x
l'intégrale e~'1 do(t) est absolument convergente pour Ûis ^> Oc— i, autre-

.
^+ ^

ment dit, quel que soit a réel > ^— i, l'intégrale \ e~^ \ dS(t) \ est conver-
JQ

Uente.

( 5 ) Nous disons qa'une fonction est linéaire par morceaux sur un intervalle si celui-ci peut être
partagé en un nombre fini d'intervalles partiels dans chacun desquels la fonction est linéaire.
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On voit d'abord que, si log7i^<^log(n+i), avec /i^i, on a

1 ^ ( 0 - ^(log/î) | ̂ k(t - logn) ̂ kîogd + ̂ \

et
\^i(t)-^(logn)\^/((t-logn)^k\og(i+-\

d'où

1 ̂ i(t) - ̂ (t) 1 ̂ k\og(i + 2) < 2^.
\ Tt / Ti

Or
ik ^k 7 î+i 4^ , 7 ,— 4 ^ ^ ~ .
^ 71+1 ^ —— 7 Î + I

Donc, pour tout ^^o,
|^(^)-^(^)1^4A^S

et, par suite,
|e4l«)—^(<)|^4^e-^.

Soit maintenant un nombre réel a ^> o^— i •
Fixons un nombre positif ^<^-7- et un nombre réel cr' satisfaisant à

<7c<^<<7+I.
/^+ °° /» t+ a

Comme Fintégrale ^ e-^do^Çt) est convergente, ^ e^^d^Çu) tend vers
^0 ^^

zéro quand t tend vers + oo. Il existe donc un To^o tel que, pour /"^Tp,
[ ^t+a

j e-^doiÇir) ^COSÂ-O.

Mais

d'où

^i^u ^L-^a

f e-^dai (u)=z e-^ e1^ d v ( u ),
«yt. J i

» l+ a /^t+ a

e-^daiiu)

^t+a ^t+a

ç-^(t) / ç-a'u da(u)= \ e-^ e^W-^ d v ( u ),
tyt J i

de sorte que
Î

^t+a \ -, t+a

a e-1^ e-^docÇu) ̂  == e-^ cos[^(u) - ̂ (t)] dv{u\
J 1 ) J t

pl+a

^coska f e-^dvÇu)^
^ i

puisque, pour t ̂  u ̂  t + a,
\^(u)-^(t)\^ka.

Donc, pour ^^To,
^t+a

^ e-^dv^u)^!.
*//
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Par ailleurs,

et, par suite,

ô(t) = C [e^W-e^d^Çu),
«^n

^t+ a ^t+a

y e-^ 1 d § (u) | == \ e-^ | e1^ - e^W | d v (u),
^ ^

^t+a

^(\k ^ e-^^dvÇu),
^t

^t+a
^ 4 k ç-«7+l-a')< / ^-a'u clv(ti),

^ l

car, pour t ̂  u ̂  t + a,

((7+l)^^(7^+ (<7+ ï—a^t.

Donc, pour ^^To,
/,<4-a

f e-^ \ d ô (u) \ ̂  4 A- é?-^1- .̂
^ <

T'En particulier, pour /î^ -°î

^(n+l)a

\ e-^ \d^(u)\^^k e-^^1-^),
v na

__ ^(n+l)a

et, par suite, la sériel j e-^ \ dS(u) | est convergente.
*" Tin

2.3. Rappelons par ailleurs le résultat suivant, valable sous la seule hypo-
thèse que Gc=o :

Soit une suite de fonctions réelles ou complexes hn{y) définies sur Vintervalle
fermé [— l, +1~\ et à variation bornée sur cet intervalle.

Supposons que Von ait

_ r r+ l i7
lim / \dhn(y)\\

n>+^[_J_i J
lim / \dh^(y)\\ ^i

/î^+oo \^J_l J

et posons
„+/

îîn(t)= ( e-^dhn(y).
^-y

Alors, si la fonction f(s) est holomorphe sur le segment fermée— il, + il}, on
a, quels que soient x ^> o et \ et [L satisfaisant à o < ^ X < ^ i < a ,

[Ln

n^+^ln\ ^ ̂ f^^W^W \\<^
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Nous avons démontré ce résultat au début de notre article : Sur les points
singuliers de la fonction définie par une intégrale de Laplace'Stieltjes (6).

3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. — Compte tenu des remarques qui précèdent,
nous supposerons que dc= o et que la fonction ̂ (t) est linéaire par morceaux sur
tout intervalle fini,

Nous prouverons, à Faide du théorème rappelé au paragraphe précédent,
que, quel que soit / positif, la fonction fÇs) ne peut être holomorphe sur le
segment fermé [— il, + ?7],

3.1. Fixons-nous d'abord un nombre positif y inférieur à ̂  un nombre

positif h au plus égal à ̂  et un nombre positif co inférieur à i.

3.2. Définissons une fonction ^(t) pour t^> 2— par
^l-îh .

^(t)= f V^^T—t^-^} d^^^(i-(^( L 4^ J )' (i—w)t '
,(l+(x))<r' ' ( r TT i)

+ / 1 0 g s m . — — , ( ^ - ^ - ^ ) l ^ ^ ( ^ ) l •
Jt+ïh ^ I- ^ J )

On va voir que Fon a
/ 3 \ T ^W(3) hm —— ==o.

<>+oo t

En effet, soit Y] réel satisfaisant à o <^ Y] <^ co.
Pour t ^> 2—? on peut écrire

(4) < Î ^ ) = = A ^ ) + B ( ^ ) + C ( ^ + D ( ^
avec

^[\—i\)t / ,- -..
A(<)==/ logsin.—(<-M)|r f^) l ,

^(1 —W)t \ \- L*~i J )/ (1—(0)<

, < — 2 A

B(t)==: f hos\sin——(t-u)'}\\d^(u)^
Jii-^t < L 4^)^ J )'(I-YI)^

-»(i+yi)/ /, .(1+Y))/ / ,- -,

C(^)= / log \^——(u-t-h) \\\d^{u)\,4ûû^
TT

^t+2h ^ L ^WL J )^+2^

•»(l+ûï)< ,., (i + wj i , ç -. .

D(t)= log \sm——(u-t-h) \\\d^(u)\.
J^^t ( L ^t J )

(i) montre que Ton a
^t—îh ,

/ (1 -Y1 )<

7T

^^^-'J10^81"^^-"^^4ûi)^

( 6 ) /. ^^a/. MÛ!^., t. 5, 1956-1957, p. i-33.
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et
/<(i+-/ ix/ i- -..

C(t)^k log [ s i n ^ f u - t - h ) \\du.
^t+2h ( L 4^ J )

Mais on a,.en faisant le changement de variable u = t(ï — P),

x-.j^^^^-^i^-^i^h^^^^'ri10^51"^'^
i

et, en faisant le changement de variable u == Çt + h) (i + ̂ ),

r(l+'/l)< ( r TT 1 ) r'̂ ^ r TT -i^
.̂. ilog^in^(.-.-A)J^^(,+/^ jlo^in^+/^J^

< TTA

>(t+h)f j logfsin^plj^.
^o ( L 4" J )

Donc

(5) B^+C^^^a f+^ r j l ogTsm^^Tj r fp .

Par ailleurs, on a évidemment pour t ^> 2-1

A(Q^[log(sin^)1 r~"'|rf4,(^|
L \ 41"/ J ,/(i_^

et

D(^{l.,[.,^(,-^)]j^^"|^^)|^[lo,(,,.g)]^^"'|^^)|,

de sorte que

(6) A(0+D(^^riog('sm^M f(l+(l))^^(^)|.

(4), (5) et(6) montrent que, pour^> <2h-,

^ ( t ) . , ^ - t - A r ^ i r . TT - ] ) , i r / ^N-1 /-^^^ ,-r^—J, i^L^^'Jr^n10^81^-.}!^ '^^^i-
et, en tenant compte de (2), ceci entraîne

Hm ^^^Â'^hogrsm^Ji^.
^+- ^ ~ Jo t L 4^) J )

Comme Y] peut être pris arbitrairement petit, on en déduit en faisant
tendre Y) vers zéro

IUH^^O,
<>+oo <

d'où (3) puisque $(ï)^o.
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3.3. Désignons maintenant par ̂  et ̂  le minimum et le maximum de ^(t)
dans l'intervalle [(i — cû)/î/?, (i + a))/iA].

On a évidemment
^n^W^'n'

3 .3 .1 . SiTona

(7) ^(^)-^+2cp^^^^^^(^)+7r-2cp et ^-^f^Tr,

on peut trouver un nombre réel ̂ n satisfaisant à

^{nh) — 7r 4-2îp^Y^^(^A)+ 7T — 2cp,

tel que
c o s [ ^ ( ^ ) — Y ^ ] ^ o pour ( i — w ) n h ^ t ^ ( ï + w)nh.

On peut prendre, par exemple,

y,=^-^ si ^^(7zA)+2cp,

Ï^^+I si 4''n<^(^)4-2? et ^^+(^)—2?,

Y^=^(^A) si ^ ( / îA) •—2çp<^^^<^( / îA)+2çp.

Notons que les inégalités (7) ont certainement lieu pour 71^-5 car, si

n^L -5 on a pour (i — ^)nh ̂ t ̂ (i + co)^A,

\^/(t) —^i(nh)\^k ^ — /^À|^Â•c»)^^^2/^^^2cp<7 ^5
2

et, par suite,
^(^) - ̂  < ̂  ̂  ̂  < ̂ (^) + ̂ .

3.3.2. Si Fon n'a pas les inégalités (7), quel que soit y satisfaisant à

^(nh) — - 4- 2cp^y^^(^A) + - — 29,
2 2

la fonction cos[4'(Q — y] prend des valeurs de signe contraire dans l'intervalle
[(i — (î))nh, (i + co)/iÀ].

Si ^—4'^^>7l» ^^ évident puisque ^ ( ^ ) — y parcourt un intervalle de
longueur supérieure à TC.

Si ^<^ ̂ {nh) — il + 2<p, ^(t) — v a un minimum inférieur à — 7r et prend

une valeur au moins égale à — - + 20 pour t==nh; donc, pour £ positif assez
2

petit, 1(?) — y prend les valeurs — 7r — £ e t — ^^-i^.

Si 4'l^>4'( / ^^)+7l—2?» ^e maximum est supérieur à - et la valeur pour2
Ann. Ec. Norm.^ (3), LXXV. — FASC. 1. 2
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t=nh est au plus égale à - — 2 ( p ; donc, pour £ positif assez petit, ^ (^ )—7

prend les valeurs n — £ et7r + £.1 2 2 ' .

La fonction ^(t) étant linéaire par morceaux sur l'intervalle [( i—^)nh,
(i+co)^A], celui-ci peut être décomposé en un nombre fini d'intervalles par-
tiels sur chacun desquels cos[^(r)—y] est croissante, ou décroissante, ou
constante. Il en résulte que l'ensemble des points de l'intervalle ouvert
]( i— ( î ) )nh, (i4-^)^À[ où cos[^(^)—yj^o se compose d'un nombre fini
d'intervalles ouverts sur chacun desquels cos[^(^)—y] a un signe constant.

Deux intervalles ouverts consécutifs sur lesquels cos[^(^)—y] a des signes
contraires sont séparés, soit par un point to tel que cos[^(?o)—ï]=°? ^it
par un intervalle fermé [^, t[~] sur lequel cos^(t) — y] = o.

Dans le premier cas, nous dirons qu'il y a changement de signe pour
cos[^(r)—y] au point to, dans le second qu'il y a changement de signe au
point ^-t-^.

Le nombre total des points de changement de signe dans l'intervalle
[(i—œ)/îÀ, (i + (o)^À] est borné supérieurement par un nombre indépen-
dant de y. En effet, si [t1, t'^ est un intervalle fermé contenu dans [(i — w)nh,
(i+co)/îÀ] et dans lequel ^(^) est linéaire, le nombre des points de chan-
gement de signe de cos[^(^)—y] appartenant à [Y, t"~\ ne peut dépasser
lî L^H î+i.

7T

D'autre part, il n'y a aucun point de changement de signe de cos[^(^)—y]
dans l'intervalle ouvert ](^ — 2)^, (/z + 2)A[.

En effet, sur cet intervalle,

d'où
[ ^(t) — ^i(nh) ^k\ t — nh \ < 2Â-A^2cp,

^(nh) — 29 <^(t)<^(nh) +2^

et, par suite, — - <^ ^(^) — y <^ + -? de sorte que

cos[^)—y]>o.

3.3.3. Ceci étant, dans le cas où l'on n'a pas les inégalités (7), nous défini-
rons une fonction G^(y) sur l'intervalle ^Çnh)—- + 2(p, ^ (nA)+-—2<p
de la façon suivante :

^i, ?2? • • • ? tp étant les points de changement de signe de cos[^(^) — y] dans
l'intervalle [(i — (û)nh, (i + OL))/IÂ], on prend

G,(y)=^L,(^),
p
V T
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log s i n — — _ ( n h — t) pour (i — co) nh^ t^ (n — 2) h,

avec

^n{t)=

log^sin^——- [t— (n-{-i)h] ^ pour ( ^ + 2 ) ^ ^t ̂  ( i -+- ûû) /î/i.

3.3.4. G^(v) est bornée sur l'intervalle ^(nh)— 7r +2©,^(/iÀ)+ 7r —29 |
, . L 2 2 J

puisque /? est borné supérieurement et

104sm4^]^L^)^o•
On va voir qu'elle est continue, sauf peut-être en un nombre fini de points,

donc intégrable au sens de Riemann, et que Fon a

^[nh}-+- ^ —2Cp

(8) f Gn(^)d^^(nh),
4»</ îA) -^+29

où $ est la fonction définie au paragraphe 3.2.
En effet, d'après nos hypothèses, l'intervalle [( i—œ)/iA, (i+co)^A] peut

être décomposé en intervalles partiels [^o? ^i]? [ûi, ^2], .. ., [^-i, aq\ sur
chacun desquels la fonction ^(^) est linéaire.

Nous supposerons que, sur [^r-i? ^r]?
^{t)=:brt-}-Cr.

Pour chaque entier r satisfaisant à o^r^q, il existe exactement un
nombre réel 6^ satisfaisant à

^(nh)— 7t ^'r<^{nh) + 7r et cos[^(a/.) — 0^] == o.

Ceux des points 9^ qui sont intérieurs à l'intervalle

^{nh)— ^ +29, ^(7iA)+ ^ — 2 ?
L 2 2 J

partagent celui-ci en un nombre fini d'intervalles partiels, que nous dési-
gnerons par [60, 9 J, [9i, 62], . . . .

Lorsque Y varie dans un intervalle ouvert ]6^_i, 6^[, le nombre p des points
de changement de signe de cos[^(^)—y] sur l'intervalle [(i—w)nh,
(i + (JL))/IÀ] reste constant et, si ^i, t^, . . ., tp sont ces points rangés par ordre
croissant, pour chaque j, tj reste à l'intérieur de l'un des intervalles [ûr-i? ^r]
pour lesquels 6^^ o, soit \dr-^ ar^9

On a pour chaque y une relation de la forme

^^-^
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ce qui montre que G^(j) est continue sur l'intervalle ouvert ] 6^_i, 6^[, et,
quand y parcourt cet intervalle, chaque tj parcourt un intervalle ouvert ]a^,
P^,y[ contenu dans l'intervalle ouvert 1 a. , a f.^ J ^-"1 r ) LOn a

Pm,/^(^—2)A OU a^j^(^+2)A,

puisque ^ ne peut jamais appartenir à l'intervalle ] {n — 2)^, {n + 2)^ [.
Les différents intervalles [a .̂, R^j] sont donc tous contenus dans la réunion

des intervalles fermés [( i — ^)nh, {n — 2)^] et [(/î + 2)^, ( i + co)^].
On voit que l'on a

^ p ^m

[ G,(y)^y=^ / L,(^,)^.
17 0—— ^J9——

Mais, en faisant le changement de variable — y + dj= u, on obtient
r^ r^ j ^;

j Ln(t^)d^=: L^(u)\b^\du= L^(u)\d^(u)\.
°^-1 t/a»n,y ^^m,,

On a donc
• r^ ^ r^\ G,(Y)^=V / L,(^)|^(^)[,l/6— . j^^

et, par suite,
^A)+î-2y

^ G^y)^^^ ^L^^) 1 ^ ( ^ ) 1 .
^(7ÎÀ)-^+2Ç W,; am'-'

On voit par ailleurs que les intervalles [a^, ̂ j] sont non empiétants.
Deux de ces intervalles correspondant à un même m sont évidemment non
empiétants s'ils ne sont pas contenus dans le même intervalle [^_i, ,̂.].
Ils le sont encore s'ils sont contenus dans le même intervalle [^._i, a,], car
alors ^(t) parcourt des intervalles non empiétants lorsque t les parcourt.
Enfin, deux intervalles correspondant à deux valeurs différentes m' et m11 de m
sont aussi non empiétants. En effet, s'ils avaient un point intérieur commun,
soit T, celui-ci serait point de changement de signe de cos[^)—-Y] pour
deux valeurs ^ et Y de y appartenant l'une à l'intervalle ouvert ]6^_i, 6^[,
l'autre à l'intervalle ouvert ]9^_i, 6^[, et l'on aurait

cos[^(ï) — y ] = cos[^(ï) — y ] = o,

ce qui exigerait que f '—y' soit multiple de TI. Or ceci n'est pas possible
avec y 7^ T^ puisque Y et ̂  doivent appartenir à l'intervalle f^(^) — ^ + 2 9 ,

^(nh) + ^ — 2 y dont la longueur est 71 — 4©.
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La fonction L/,(?) étant négative sur les intervalles
[(i — co)nA, (n — 2 ) A ] et [(^ 4-2)À, ( i + c*)) ^A],

on voit finalement que

^i(n/i)+ ^ —2Ç
p 2 1 ^{n—î}h ^(i+M)7ih

\ G,(Y)^^< L,(u) d^(u)\^ L^u)\d^(a)\.
^(^)_î+20 ^(i-^nh ^+•2) A

Mais le second membre est précisément <t>(^À).

3.3.5. L'inégalité (8) montre qu'on peut trouver un nombre réel y^
satisfaisant à

^(nh)— 7r -+-2cp^Y^^(/2/i) -+- 7r — 20
2 2

et tel que
r /v ̂  €)(^)
^(ï-)^,^^'

Notons que ceci entraîne que, pour ^=^^, le nombre des tj soit au plus
égal à

~^{nh')—————————— ,
(7I—4cp) logV/2

car, comme on le voit immédiatement, on a pour chaque y,

( 7T\L^(^-)^log s m . - ) = = — l o g \ / 2 .

3.4. Dans ce qui suit, on supposera qu'on a déterminé une suite {^n\ ^n
choisissant v^ comme il est dit au paragraphe 3.3.1 dans le cas où l'on a les
inégalités (7), et comme il est dit au paragraphe 3.3.5 dans le cas où l'on n'a
pas ces inégalités.

Dans ce dernier cas, on désignera par t^\ t^\ .. ., t^ les points de chan-
gement de signe de cos[^(^)—^] dans l'intervalle [(i—(x>)nh, (i+co)^À],
et par^ le nombre des t^ qui sont supérieurs à nh.

D'après ce qu'on vient de voir, on a
-^(nk)

Put
(7T—4?) log \ /2

3.5. Nous allons maintenant montrer, en utilisant le résultat rappelé au
paragraphe 2.3, que, quel que soit / positif, on arriverait à une contradiction
si l'on supposait que/(^) soit holomorphe sur le segment fermé [— il, + it\.

Fixons donc un / positif.

3.5.1. Observons d'abord que, d'après (3)^ il existe un ^o^>^te l que,
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pour n^n^,
^(^ _ 4 c o ( 7 T — 4 q ? ) logV/2

TZÀ ^ ————————TT————————7

d'où
(9) —€>(^À) 4&mA

(TT — 4^) lûg ^/2 ^

Ceci étant, définissons la suite des fonctions /^(y) sur Fintervalle
fermé [— l, + /] de la façon suivante :

Pour n < ^o, nous prenons ̂ (y) absolument arbitraire.
Pour n^no, si l'on a les inégalités (7), nous prenons

^(j)=i° P0111' - l^<o.
( i pour o^j^/,

de sorte que
..+//

\dh^
i

Rn(t)==i et ( [^(j)[==i.
»/_/

Si Fon n'a pas les inégalités (7), nous remarquons que, d'après la formule
d'Euler,

^ _ ç-iz

~^T~'
on a

P- Pn
n^'^n-^-^^-^^s^-pi-^ï^!'

7—1 r=0

où les A^) sont des constantes, et, puisque

. -^C--^(nh)
P^T~.——7~T7~~7"^ *: (7T— 49)log\/2

on a d'après (9)

^ <l.(\wnh
Nous prenons alors

po»r -;^<_^,

».(.)= 2^ P»« '̂ ^^^^T^ (-«,.,...,̂ -.),

/'«

V;2^' p- zS.̂ .[\^nh
1 7=0

de sorte que
Pn

H,(^=(-i)^TTsm———[^-^] .••-A ^wnh^ J '
7=1
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Comme on a A^ | ̂  ̂  (^V on voit que
.4-/ ^< i^(j)i==yiA^i^i.•^—/i ^"^-Z|

3.5.2. Comme, pour tout n^rio,

r i^(j)i^i,^-i
on a

_ r r^ i71
lim / \dhn(y)\ ^i.

^>+°o L «/_/ |

Par suite, en prenant x= --> \ = i — (D et [L = i + CD, le théorème rappelé
au paragraphe 2.3 permet d'affirmer que, si/(^) était holomorphe sur le seg-
ment fermé [— il, + i7], en posant

j ^(ï-+-(û)n/i _1_
I=^ / e-/•<"H„(^)rfa(<) ,^= ̂" • ^'f1_Mln7,/(l—W)nh

on aurait

lim ̂  < h.
n>-+-os ^

3.5.3 On a évidemment
C /,(14-tô)/?À _t \

^^—^{e-1^ e ^t^Wd^t) ,
'l • ( ^(l-(O)nÀ )

/»(1+(0)/ZÀ _<

^— / ^^^H^^cost^Ç^-Y,]^^)./A - Jii _ r,^ „/,n ' '^t-^nh

Mais, pour n^no, on a
H ^ ( ^ ) c o s [ ^ ( ^ ) — Y ^ ] ^ o

sur tout l'intervalle [(i — O))^A, (i + (o)^A].
Dans le casoùFon a les inégalités (7), cela résulte de cequecos[^(^)—Y^^o

et H^(^) == i. Dans le cas contraire, cela tient à ce que cos[^(^) — ̂ ] et H^(^)
sont positifs pour t=nh et H^(^) change de signe en tous les points de chan-
gement de signe de cos[^(^) — ̂ ].

Donc, pour /i^Max /io, -I h— L coj
^(n+ï)h _t

^ n ^ - , \ e ^H^)cos[^)-Y,]^).
".' ^nh

3.5.4. Par ailleurs, pour nh ̂  t ̂  (zi + i)A,
_<

^"À^^^^ ^72 ç-n-l^n^

t

puisque la fonction e htn est décroissante pour t^nh.
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D'autre part, cos[^(^)—y,J^siny, puisque
| ̂ (t)- y, |^|^(Q -^(^)|+|^(^)-yJ^ÂA+(7 r-2cp)^7 r-cp.

\ 2 T / — — 2 T

Enfin
H,(^exp[^1.

'L^-^pJ

En effet, dans le cas où Fon a les inégalités (7), îin(t)= i, alors que Ï(nh)^o.
Dans le cas où Fon n'a pas les inégalités (7),

H,(^)>o et logH,(^)==Vlog sm———^-tW] ;
-— 4Ciû nh J ^ '
1=1

mais, pour les {w au plus égaux à Çn — 2)^,
log sm^t-tr] ^^S8111^^^-^]}-

et, pour les t^ au moins égaux à {n + 2)^,

log "^-^f-^"^ ^lo^sin{^^-(M+I)/^Jj•'""i^A^^
par suite

logH^Q^G^y,.)^^"^.
7 7 — 4 9

3.5.5. Finalement, on voit que, pourrai Max n o » ^ 1 '
"J

Sîn
(n + i)" e-"-1 A" , . r^i^| _ 7 T _ 4 ( p J > H(sui9) exp [^r^J ̂ [(" + O^l - ̂ W }.

d'où

{.[(n+I)A]-.(^)^-t"i)Lef-e-Yexpf^^A)-A_^^
h n-^-i \smîp7 ^ ^A T T — ^ ^ J ^ *

Comme, quand n tend vers + oo,

(n\Yef e V [-^(nh) h ~\
^T{^) ^[——nh-1ï-^\ tend vers i,

il en résulte que

Km î^[ (^4- i )À]-P(^)( 7 ^ 1 i^ ^.
/î->-+00 /^ ,^__^go ^

3.5.6. L'hypothèse que f{s) soit holomorphe sur le segment fermé
[— il, + iU\ entraînerait donc

i
îim [v[{n+ï)h]—v(nh) \n<î.

n-^

Mais ceci ne peut avoir lieu.
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En effet, dans ce cas, on pourrait trouver un £ positif tel que

lim M^+i)^]-^)}^^.

Comme
^(n+i)h
\ e^dv(t) ̂ e^^ { v[{n 4- i)A] - v(nh) },

^/ îA

d'où
t(n+ï)h \7i. ^ n +1

^^(^ ^^ " {^ [ (^+I)^ ] -^(n^)} /S

on en déduirait
( ^(n+^h

im • f e^dv(t)\ ^e^ ̂  { ^ [ ( n 4- i)h] - v{nh) p < i,
^+00 ^/ iÀ ) 7Î>+00

ce qui entraînerait la convergence de la série
+ao ^(?l-+-î)h

2 / ^^(/),

0 Jnh

/,+°o

donc de Fintégrale ^ e^dv(f), et par suite la convergence absolue de
0

/»+°0

l'intégrale ^ ^-"rfa(^)pour ^=— £, contrairement à Fhypothèse que c^=o.
i/n

^»w. £'c. Aorw., (3), LXXV. — FASC. 1. 3


