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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

UN THEOREME SUR L’INTEGRALE

DE

LAPLACE-STIELTJES

Par M. Huserr DELANGE.

P Y —

1. IntropuCTION. — S0t 0:(2) une fonction réelle ou complexe définie pour t>0
et a variation bornée sur tout intervalle fini, et supposons que l'intégrale

f estdo(t)
0

ait une abscisse de convergence o, finie et soit égale pour Rs > a. a f(s).

Dans des travaux précédents (*), nous avons établi des théorémes permettant
d’affirmer, moyennant des hypothéses convenables, I’existence d"un point singu-
lier pour la fonction f(s), soit au point g, soit sur un certain segment de la
droite Rs= o.. Nous nous proposons ici d’établir encore le théoréme suivant,
que nous avons déja énoncé sans démonstration par ailleurs (?) :

Supposons que l'on ait

¢
oz(t).—_-f b do(u),

.

(1) Sur certaines intégrales de Laplace [Bull. Sc. Math., (2), t. 77, 1953, p. 141-168]; Sur les
points singuliers de la fonction définie par une intégrale de Laplace-Stieltjes (/. Anal. Math., t. 5,
1956-1957, p. 1-33). :

(2) Sur les singularités des fonctions définies par des intégrales de Laplace (Rend. Sem. Matem.
Fis. di Milano, t. 26, 1954-1955). '
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2 HUBERT DELANGE.

o v(t) est une fonction réelle non décroissante pour t> o et L(t) une fonction
réelle continue pour t> o (*).

Supposons, en outre, qu’il existe un nombre positif k tel que l'on ait quels que
sotent t' et ">~ 0

(1) (") — (@) | <Lk "=,
ce qui implique évidemment que la fonction U (t) soit & variation bornée sur tout

intervalle fini.
Alors, st U'on a, quand t tend vers + o«

(2) [ a3 =ole),
le point . est un point singulier de la fonction f(s).

On voit immédiatement que ce théoréme entraine comme corollaire le théo-
réme bien connu suivant de Fabry (*) :

-+ @0

Soit la série entiéreE a,3", de rayon de convergence 1 et de somme F(z), et
0
supposons que, pour chaque n>> o,

=1y e, avec r,>o0 et 0,réel.

St, quand N tend vers + «,

N

2|e,l_en_1|=o[N],

1

le point 1 est un point singulier de F (z).

Il est évident qu'on peut sans inconvénient supposer que, pour chaque
nx>1,|0,—0,,|Zn. :

En effet, si cette condition n’était pas réalisée, on pourrait définir une suite
{0} en prenant 0, = 0,, puis déterminant 0, pour n>>1, par

eh—=elh et 0, ,—m=0,<b,_, +m.

On aurait ainsi @,= r, ¢ pour tout n>> o0 et

N . N
. 2|0'H—0;_,{é2[0n—— 0,—| pour tout N1,
1

1

(*) Notons que ceci implique que la variation de «(¢) sur l'intervalle [o, T] soit ¢(T) — ¢(0).
(*) Sur les points singuliers d’une fonction... [Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., (3), t. 13, 1896,
p- 367-399].
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puisque, pour chaque n>>.1,
[0n— 00 i [=[0n— 0ns |-
Si maintenant on définit les fonctions ¢(¢) et () pour t> o par

o pour ¢=—o,

V()=
(®) er pour n<t=n-+1, n=o, 1,2, ...,
0

d(n) =20, pour n=—o0, 1,2, ...

et ¢ linéaire sur chaque intervalle [n, n4-1],
on voit que ces fonctions satisfont aux hypothéses de notre théoréme avec t=r,
et que I'intégrale

tw !
f e=stda(t), ou a(t) :f eV do (u), '
0 [}

-+ ®©

se raméne a la sérieZan e, donc a pour abscisse de convergence O et est

]
égale pour Rs >o0aF(e™).
Notre théoréme implique donc que le point O soit un point singulier de

F(e™).

2. REMARQUES PRELIMINAIRES. — 2.1. Remarquons d’abord qu’on peut sans
inconvenient se restreindre au cas oi 6, = o.

En effet, si 6,54 o, posons
) ) ¢ ’
oy (t) :f e~ % da(u) et v1(t) :f e~ %Udy(u).
0 0

Quel que soit s, on a pour T >o

T T
f e=stda, (t) :f e~ 5+t da(t).
0 0

+
Par conséquent, l’intégralef e~da,(t) est convergente ou non en méme
0
-+
temps quef e da(t) et, lorsqu’il y a convergence, les deux intégrales
0

sont égales. Autrement dit, l’intégralef e~'da,(t) a pour abscisse de conver-
0

gence O et représente la fonction f(s+a,.). -
Si le point O est un point singulier de f(s+-a.), o, est un point singulier de

165).
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t
Mais on a «,(¢) =f e de,(u), et ¢.(t) est encore une fonction non
0

décroissante pour > o.

2.2. On peut aussi sans inconvénient supposer que la fonction (t) est linéaire
par morceaux sur tout intervalle fini (*).

Pour le voir, introduisons la fonction ¢, définie pour > o par
Ui (logn) = (logn) pour n=—1,2,3, ...,

avec ¢, linéaire sur chaque intervalle [logn, log(n—+1)].
Il est clair que I'on a encore, quels que soient ¢’ et ¢'> o,

[ha(¢") — pu(d) | L k|t —].

D’autre part, poﬁr logn —t<log(n—+ 1),

f0'1d¢1<u>léfow'l“’ldwu)r,

d’ou :
[/ . log (n+1) | 7 log(n+1)
w0 av = w0 el

Donc, quand ¢ tend vers —+ =,

[ 1ag =0l

Mais nous allons voir que, si I’on pose

B(¢t) :f lei"ﬁt"‘) dyv(u),

+

+ o
e~td 3(¢) a méme abscisse de convergence quef etda(t) et
0

l’intégralef
. 0
la fonction qu’elle représente a les mémes points singuliers que f(s) sur la
droite Rs = q,.

Ce résultat sera évidemment établi quand nous aurons prouvé que, si

o(8)=p(6) — (o),
l’intégralef e~ dc(t) est absolument convergente pour ®Rs > o, — 1, autre-
0

ment dit, quel que soit o réel >, —1, l’intégralef e°|dd(t)| est conver-
0

gente.

- (3) Nous disons qu'une fonction est linéaire par morceaux sur un intervalle si celui-ci peut étre
partagé en un nombre fini d’intervalles partiels dans chacun desquels la fonction est linéaire.
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On voit d’abord que, silogn =t < log(n—+1), avec n>1, on a

[ (1) = §(logn) | Z k(¢ —logn) = klog 1+ )

et
N«(t)—up(logn>|ék<t—1ogn>émog(l+%>,
d’ou
l%(t)—‘xp(t){ézklog<l+£><%‘.
Or ,
2k 2k n1 Lk _ bk,

n_ n+1 n T n-4+1

Donc, pour tout > o,
[$i(8) —d(8) | Lbke,

et, par suite,
. I ety _ oitbie) I =4k e—t.

Soit maintenant un nombre réel 6 > o, —1.

¥
. .. T . . .
1IXons un nombr 0S1t1 a — el un nom (o) 1 1San a
F bre tif " t ombre réel o satisfaisant

6, o< o+1I.
~ Comme l'intégrale f e°"da(t) est convergente, f
0 [4

zéro quand ¢ tend vers + oo . Il existe donc un T,> o tel que, pour t>>T,,

. lfl+ue—°'“dq(w)

ptta t+a
f e da(u)= f e et d o (u),
14 . t

t+a

e~ d « () tend vers

~ coska.

Mais

d’ou
l+a t+a
p f v da(u) = f = W=Vl o (),
¢ ¢
de sorte que
t+a t+a
(R{e—i‘l’(‘)f e‘“'“da(u)}:f e“cos[Y(u) — Y (8)]dv(u),
12 t
l+a
écoska[ et dy(u),
t

puisque, pour .~ u -t a,
[d(u) = 4(8) | L ka.

Done, pour X T,, ‘
l+a
f et dy(u)Li.
l
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Par ailleurs,

t
0

et, par suite,
t+a l+a
[ emidil= [ e b — e o),
t . ‘ l+a
— 4k f e+ o (),
t

t+a
é 4k e’—(o-+1—a-')tf e—a'u dv(u),
I3
car, pour t Zut-+a,

(e+1)u>cu+ (o+1—0')t.
Donc, pour :>.T,, :

t+a
f e—ou | d 6(u) I é 4k e—(0+1—-0a")t,
L
. . T,
En particulier, pour n > —

.(n+1)a
f e—ou l d 5(u) I é 4k e—na(0'+1—o")’

na

n+1)a

N
et, par suite, la sériez f e°|dS(u)| est convergente.
n—o na

2.3. Rappelons par ailleurs le résultat suivant, valable sous la seule hypo-
thése que a.=o:

Soit une suite de fonctions réelles ou complexes h,(y) définies sur I'intervalle
Sfermé [ — 1, + 1] et & variation bornée sur cet intervalle.

Supposons que U'on ait
1

+1 n
Iim dh, 1
T | [anon| <

+ 1
H,(¢) :f et dh,(y).
—1

et posons

Alors, si la fonction f(s) est holomorphe sur le segment fermé| —il, +il], on
a, quels que sotent x > 0 et A et . satisfaisant @ o <\ < 1<,

1
wr ’;z
— 1 B I
Fm |- f et () da(r)|b < L.
n>—+ ® n: *n X

x
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Nous avons démontré ce résultat au début de notre article : Sur les points
singuliers de la fonction définie par une intégrale de Laplace-Stieltjes (°).

3. DeMONSTRATION DU THEOREME. — Compte tenu des remarques qui précédent,
nous supposerons que g,= o et que la fonction {(t) est linéaire par morceaux sur
tout intervalle fini.

Nous prouverons, a 'aide du théoréme rappelé au paragraphe précédent,
que, quel que soit [ positif, la fonction f(s) ne peut étre holomorphe sur le
segment fermé [— il, + .

. .« . . , . . T
3.1. Fixons-nous d’abord un nombre positif ¢ inférieur a A nombre

positif A au plus égal a (;—;, et un nombre positif @ inférieur a 1.

3.2. Définissons une fonction ®(z) pour z > %l par

O ()= L:_::{log[sin—[%t(t— u)] } |d(u)]

N (Hw)t%log[siﬂé—z,:(u—l—h)]gwq’(“)['

t+2h

On va voir que 'on a

(3) lim — —o.
>+ o

En effet, soit 7 réel satisfaisant 4 o < < .

h .
Pourz> 27, on peut écrire

(4) D(t)=A)+B(t)+C(2) +D(2),
avec

[ T

tog| sin .2 (¢ — ) [ {14 (w1,

™

log :sin4mt(u —t— h)] } [d(u)l],

T

{
Boy=[ {tog [ sin 2 (=] | |44 |
{
!
{log :sin[‘wt(u—-— t— h)] } [dd(u)l|.

(%) J. Anal. Math., t.3, 1956-1957, p. 1-33.
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et

(1+n)¢ -
C(tHy>k {lo [sin— u—t—-h]}a’u.
( 1+2h § 40.)15( )

Mais on a,.en faisant le changement de variable u = ¢(1 — ¢),

t—2h

L‘_mt {log[sinzg—t(t—u)]}du:tl:{log[sin[ﬁ—)v]}dv>t[n§log[sinz%v]}dv,

L

et, en faisant le changement de variable u = (z+ &) (14 ¢),

nt—nh

‘f’:i;m‘{]og[sin&%t (u— t—lz)] } du—= (t+/z)f/:m{log[sin[£)_l (t+ /l)p] }dv

t+h

>(t+/z)fn{log[sin4—%v]}dv.
Donc 0

5) B(t)+C(t)ék(2t+h)fn{log[sin[%p]}da.

. . oh
Par ailleurs, on a évidemment pour ¢ > -

A(t)é[log(sin%ﬂ L::tldwun
et

D(t)é{log[sing < — %)]}f(:;ml A ()| [Iog(sin;%')] f(:)w’l dy(u),

de sorte que

(6) A(t)+D(t)é[log<sin%>]fo(Hw)t[dup(uH.

(4),(5)et(6)montrent que, pours > %h,

@ékgt?—h‘[onilog[sin%v]§dv+ %[log(sinsﬁ—:))]‘]O‘(HM)t[dq/(u)|,

et, en tenant compte de (2), ceci entraine

t%_wgg-t‘zé2k/0\n{]°g[5in4%f’]}d"-

Comme v peut étre pris arbitrairement petit, on en déduit en faisant
tendre v vers zéro

lim L10)
1>+ o

>o0

b

d’ou (3) puisque ®(z) Zo.
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3.3. Désignons maintenant par ¢, et ¢, le minimum et le maximum de ¢(¢)
dans I'intervalle [ (1 — w)nh, (1+ w)nk].
On a évidemment
b < ¢ (nh) < Yn
3.3.1. Sil'ona

(7) Y(nh) —m+20 L4, 4 ZY(nh) +n—2¢ et =YL,

on peut trouver un nombre réel vy, satisfaisant a

b(nk) — T 4 0g Zyatd(nh) + T — 2o,

tel que .
cos[Y(f) —va]l>0 pour (1—w)nh 2t Z(1+ w)nh.
On peut prendre, par exemple,

7 T : "
Yn: n—; s1 néq)(nh)_‘_Q(Pa

2
Te=g(nk) s (k) —29 <Y =Y, <P(nh)+29.

Tn:xp'n-q—i si ), <Y(nh)+29 et ¢, ZLd(nh)— 29,

., oy . . 2 . .

Notons que les inégalités (7) ont certalnement lieu pour nZ =, car, si

n= E, on a pour (1 — w)nh =t (1+ w)nh,
|§(6) — $(nh) | Z k|t —nh| Zkonh Zokh Z2¢ < T,
et, par suite,
$(nh) — T < 2 < Y(nh) + .
3.3.2. Silonn'a pas les inégalités (7), quel que soit y satisfaisant &
$(nh)— T 29 Zy Z(nh) + = — 29,

la fonction cos[¢(z) — v] prend des valeurs de signe contraire dans I'intervalle
[(1— w)nrk, (1+ w)nk].

Si ¢/ — ) >m=, cest évident puisque $(z) —y parcourt un intervalle de
longueur supérieure a m.

L . . c - \ T
Si ¢, < Y(nh) —n+ 29, $(¢) —y a un minimum inférieur & — - et prend
une valeur au moins égale a — g ~+ 29 pour ¢ =nh; donc, pour ¢ positif assez
petit, L(z) — y prend les valeurs — g —cet — 7—; .
e ym . o T
Si 4, > d(nh)+m—2¢, le maximum est supérieur a - et la valeur pour

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 1. 2
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. . T oy .
t=nh est au plus égale & . —29; donc, pour ¢ positif assez petit, qJ(t)——Y
™ ™
prend les valeurs S —eet o+, .

La fonction ¢(#) étant linéaire par morceaux sur l'intervalle [(1— w)nh,
(1+ w)nh], celui-ci peut étre décomposé en un nombre fini d’intervalles par-
tiels sur chacun desquels cos[{(z) —y] est croissante, ou décroissante, ou
constante. Il en résulte que l'ensemble des points de l'intervalle ouvert
11— w)nh, (1+ w)nh[ ou cos[{(2) —y]52 0 se compose d'un nombre fini
d’intervalles ouverts sur chacun desquels cos[ ¢(¢z) — y] a un signe constant.

Deux intervalles ouverts consécutifs sur lesquels cos[{(z) —v] a des signes
contraires sont séparés, soit par un point ¢, tel que cos[{(z,) —y]=o, soit
par un intervalle fermé [£,, ;] sur lequel cos[{(2) —y]=o.

Dans le premier cas, nous dirons qu’il y a changement de signe pour
cos[$(1) — ] au point ¢,, dans le second qu’il y a changement de signe au

e 1
point ——-

Le nombre total des points de changement de signe dans lintervalle
[(1 —w)nh, (14 w)nrk] est borné supérieurement par un nombre indépen-
dant de vy. En effet, si[#, /] est un intervalle fermé contenu dans [(1— w)nh,
(1+ w)nrh] et dans lequel ¢(2) est linéaire, le nombre des points de chan-
gement de signe de cos[{(z) —y] appartenant a [¢, '] ne peut dépasser
(D) =9

™
D’autre part, il n’y a aucun point de changement de signe de cos[ (z) —v]
dans U'intervalle ouvert |(n — 2)A, (n 4 2)A[.
En effet, sur cet intervalle,

[Y(t) —Y(nh)| Lkt —nh|<2khZ20,
d’ou '
$(nh) — 20 <$(2) < Y(nh) + 29,

et, par suite, — g () —y < + ga de sorte que
cos [ (4) —y]>o.
3.3.3. Ceci étant, dans le cas ou I'on n’a pas les inégalités (7), nous défini-

rons une fonction G,(y) sur l'intervalle _q;(nk) — z + 29, Y(nh)+ g —29]
de la facon suivante :

ty, tay « .., t, étant les points de changemént de signe de cos[{(2) — v] dans
I'intervalle [ (1 — w)nh, (1+ w)nh], on prend

. r
Gu(y) =2 Lu(1y),

j=1
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avec

.
log[51nm(nh—t)] pour (1 —w)nhZLt=(n— 2)h,

Iog\(sin4wﬁnh[t——(n+1)h]% pour (n+2)h ZtZ(1 + w)nh.

3.3.4. G,(y)estbornée surl'intervalle [\lz(nh) — = —|— 2¢,¢(nh)+ —230]
puisque p est borné supérieurement et

log[sm4 ]ALn(t)Lo

On va voir qu’elle est continue, sauf peut-étre en un nombre fini de points,
donc intégrable au sens de Riemann, et que 1'on a

!{/(nh)-—i-?-—;——‘.’.cp
(8) s Gu (1) dy 2 @ (nh),
ql‘nll. 20

N|;|

ou @ est la fonction définie au paragraphe 3.2.

En effet, d’aprés nos hypothéses, 'intervalle [(1— w)nh, (14 w)nh] peut
étre décomposé en intervalles partiels [a,, ai], [a4, as], ..., [@y1, a,] sur
chacun desquels la fonction () est linéaire.

Nous supposerons que, sur [a,_,, a,],

G(2) =b.t +cp.

Pour chaque entier r satisfaisant & oZr-"gq, il existe exactement un
nombre réel 0’ satisfaisant a

b (nh) — gée;<np(nh) + 127 et cos[Y(a,) —0.]=
Ceux des points 0’ qui sont intérieurs a I'intervalle
[L])(n/z) — g + 29, Y(nh) + g — ch]

partagent celui-ci en un nombre fini d’intervalles partiels, que nous dési-
gnerons par [0,, 6,], [0, 0,],

Lorsque v varie dans un intervalle ouvert ]6,._,, 0,.[, le nombre p des points
de changement de signe de cos[{(2)—7y] sur lintervalle [(1— w)nh,
(1+ w)nh] reste constant et, si ¢, &, ..., ¢, sont ces points rangés par ordre
croissant, pour chaque j, ¢; reste a I'intérieur de I'un des intervalles [ a,_,, a,]
pour lesquels b, 5 o, soit [a,_,, a,].

On a pour chaque j une relation de la forme

I
L= 1+dj
Ty
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ce qui montre que G,(y) est continue sur l'intervalle ouvert ]0,._,, 0,[, et,
quand y parcourt cet intervalle, chaque #; parcourt un intervalle ouvert Jo,, ;,
B, ;[ contenu dans I'intervalle ouvert |a . a, [
1 J
On a
Bm,j<(n—2)h ou O > (0 + 2) A,

puisque z; ne peut jamais appartenir a I'intervalle | (n — 2)A, (n—+ 2)A[.

Les différents intervalles [ a,, ;, 8..,;] sont donc tous contenus dans la réunion
des intervalles fermés [(1— w)nh, (n — 2)h] et [(n+ 2)k, (1 + w)nk].

On voit que I'on a

f Gn(Y)dY‘"yf La(4)) dy.

m—i

Mais, en faisant le changement de variable - B Y+ d;=u, on obtient

f Lnt,>d7_f3"' Lo ()| by, lduzf L) | d () |-

G

On a done
. 0, 14 Sm,i
fe,,,f"”’d?fzé i RECILIO!

et, par suite,
Y (nh)+ Ez —29

BM,]
G dr=3 [ Lu(a) | dp(w)].
m,j Gm,j

Lp(n/z)—%:-f—‘lq)

On voit par ailleurs que les intervalles [« ;, Bm ;] sont non empiétants.
Deux de ces intervalles correspondant & un méme m sont évidemment non
empiétants s’ils ne sont pas contenus dans le méme intervalle [a,_,, @]
IIs le sont encore s’ils sont contenus dans le méme intervalle [a,_,, a,], car
alors {(¢) parcourt des intervalles non empiétants lorsque ¢ les parcourt.
Enfin, deux intervalles correspondant a deux valeurs différentes m' et m” de m
sont aussi non empiétants. En effet, s’ils avaient un point intérieur commun,
soit 7, celui-ci serait point de changement de signe de cos[{(z) — Y] pour
deux valeurs Yy’ et y" de y appartenant I'une a I'intervalle ouvert 16,,_s, 0,.[,
I'autre a I'intervalle ouvert ]6,,._,, 9,..[, et 'on aurait

cos[(7) — 7] =cos[¢(7) —y"] =0,
ce qui exigerait que Y'—<’ soit multiple de wn. Or ceci n’est pas possible
avec Y2 7", puisque Y’ et y" doivent appartenir a I'intervalle [44 (nh) — g + 209,
d(nh)+ g — 2<p—J dont la longueur est © — 4o.
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La fonction L,(2) étant négative sur les intervalles
[(1—w)nh, (n—2)k] et [(n+2)Ah, (1+w)ni],
“on voit finalement que

Yany+ T —20
2 (n—2)h 1+ w)nh

G () dy Ln<u>|d¢<u>|+f Lo () [d(u)].
(n

Lp(n/t)—’;-;—‘l@ (1—w)nhi +2)h

Mais le second membre est précisément @ (nhk).

3.3.5. L’inégalité (8) montre qu'on peut trouver un nombre réel v,
satisfaisant a
Y(nh) — g + 20 Z YL Y (nh) + 7—; —20
et tel que

®(nh) .

Gﬂ(Y”)én_[‘(P

Notons que ceci entraine que, pour y=1,, le nombre des ¢; soit au plus
égal a
— ®(nhy
——h)
(m—4g)logy>

car, comme on le voit immédiatement, on a pour chaque j,
L,(t;) Llog <sing> =—log\/2.

3.4. Dans ce qui suit, on supposera qu’on a déterminé une suite {v,} en
choisissant v, comme il est dit au paragraphe 3.3.1 dans le cas ou I'on ales
inégalités (7), et comme il est dit au paragraphe 3.3.5 dans le cas ou I'on n’a
pas ces inégalités.

Dans ce dernier cas, on désignera par #”, #”, ..., ¢, les points de chan-
gement de signe de cos[{(2) — v,] dans l'intervalle [(1 — w)rh, (14 w)nh],
et parg, le nombre des ¢ qui sont supérieurs a nh.

D’aprés ce qu'on vient de voir, on a

prz — D (nh) .
(m—4g)logy/2

3.5. Nous allons maintenant montrer, en utilisant le résultat rappelé au
paragraphe 2.3, que, quel que soit / positif, on arriverait a une contradiction
si 'on supposait que f(s) soit holomorphe sur le segment fermé [— il, 4 il].

Fixons donc un / positif. '

3.5.1. Observons d’abord que, d’aprés (3), il existe un n0>§tel que,
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pOllI' nén()s

®(nh) __ ho(r—h9)logy,
nh T ’

d’ou
(9) — ®(nh) } fwnh
(m— 49)log \/2 T
Ceci étant, définissons la suite des fonctions h,(y) sur lintervalle
fermé [— 1, 4[] de la fagon suivante :

l.

Pour n <n,, nous prenons 4,(y) absolument arbitraire.
Pour n>xn,, si 'on a les inégalités (7), nous prenons

o pour — =y <o,

0= e 0252

de sorte que
. +{
H,(t) =1 et f |dh.(y)|=1.
—1

Si 'on n’a pas les inégalités (7), nous remarquons que, d’aprés la formule
d’Euler,

. eis___ e—i:.
sinzg — -
21

on a
Pn
: . T pn—2r
—1 qnl]sn — )= A e 143
( ) ! Lhwnh 2 xp “honk ’
j=1 r=0

ou les A\ sont des constantes, et, puisque
— ®(nh)
= (n—lhg)logys’

on a d’apreés (9)
PrT
Lwnh <l
Nous prenons alors
- _ T
0 pour 14y< honk’
n\ o2r — p,) T 2r +92 —p,) T
ha(y)y=| 2N pour (—zw—,ﬁ)— =y < (,me—) (r=0:1y.es Pn=1),
j=0
< T
V' A7) Pr
ZAI- pour [m)nhé‘yél’
j=o0
de sorte que
H, (1) = (— I)""II sin g e — 4.
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I .
Comme on a |A)"| v <€">, on voit que
+! Pn

[l i=X1ae <.
/g 5

3.5.2. Comme, pour tout n>> n,,

+!
f | dha(y) | <1,
.y

on a
1

+{ n
o [f |dkn<y>1] .
n o —1 |

Par suite, en prenant x= %, Ah=1—w et p.=1+4 w, le théoréme rappelé

au paragraphe 2.3 permet d’affirmer que, si f(s) était holomorphe sur le seg-
ment fermé [ — il, +il], en posant

1+ w)nh _2
f e "t H,(¢) da(t)
(1

—w) nh

Qn: f? i

on aurait

1
fim @ <k
n>-—+w

3.5.3 On a évidemment

I (1+w)nh ¢
Qné—,—l——‘(}{{e—i‘fnf e "t"H,(t)do(t) ;,
! M ’

—w)nh

) 1 1+ w)nh ‘__g
émf e FenH,(2) cos[ Y () — 1a] do(2),

(1—w) nh

Mais, pour n>>n,, on a
H, (¢) cos[d(2) —va]>0
sur tout I'intervalle [ (1 — w)nk, (1 + w)nh].

Dans le cas oul'on alesinégalités (7), celarésulte de ce que cos[{(t) —y,]>o0
et H,(z) =1. Dans le cas contraire, cela tient & ce que cos[{(z) — v, ] et H,(2)
sont positifs pour t=nh et H,(¢) change de signe en tous les points de chan-
gement de signe de cos[ {(2) —v,].

Donc, pour n > Max [no, —I] ,

®

) +1)A t
I (n—+1)

Qx — [ e RenH,(2) cos[ (L) — Ya]dr(L).

=5l
n: nh

3.5.4. Par ailleurs, pour nh =t (n—+1)h,

2
e forx (n41)nenhe,

¢
puisque la fonction e "#* est décroissante pour > nh.
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D’autre part, cos[{(2) — v,]>sing, puisque
400 = 1l ZIY () = p(u) |+ 19 (k) — | < hh+ (£ —29) =
Enfin

SRR

_CP'

" ®(nh
(00 221
En effet, dans le cas oul'on a les inégalités (7), H,(¢)=1, alors que ®(nh)o.
Dans le cas ou I'on n’a pas les inégalités (7),
Pn
H,(¢)>o0 et logH, (t) :2 log

i=1

sin

T
4wn/z[t_—t(}”]‘;

mais, pour les 2/ au plus égaux a (n — 2)h,

M n M T n)
sin [t———t(j)]lé]og{\smawnh[nh—t(j’J},

log

T
hownh

et, pour les ¢ au moins égaux a (n—-2)A,

log | sin Awﬂnh[l — 7] ‘ élogsin{[wnnh[zy”_ (n+1)A] ;;
par suite
D (nh)
loan(t)éGn(Yn)é p— 4@‘

3.5.5. Finalement, on voit que, pour » > Max l_no, é],

(ﬁ+1)"e—"—1h" . D (nh)
gné ———,;T-—— (SID(P) exp [1’[—-—4(?-

1
(nYre/ e \" — ®(nh) h -
sing P nh  w—A4¢ 2

] {v[(n+1)R]—9w(nh)}, -

d’ou

fol(rrn)h]—o(nh) ' £ 5
Comme, quand » tend vers + oo,

1 1

NG n —
(n) e( ¢ >exp[ P(nk) A ] tend vers 1,

n-+1 s—u_lrp nh T —4¢

il en résulte que

— S R
im {¢[(n+D)h]—e(rh)}" <5 Tim 2.
> ~+w . n>—+ow

3.5.6. L'hypothése que f(s) soit holomorphe sur le segment fermé
[— i, + ] entrainerait donc

1
Iim {¢*[(n+1)h]—v(nh)}*<1.
ny>—+ »

Mais ceci ne peut avoir lieu.
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En effet, dans ce cas, on pourrait trouver un e positif tel que

1

Bm {9l (n +1)R] — ¢ (nh) }* < eh,

ny+w
(n+1)h
f eudv(t)éeﬂ"‘*”’*{v[(n+1)h]—v(n/¢)},
nh

1
1

(n+1)h n e"—'ﬂh 1
U e“dv(:)% Z¢ 7 o[ (n A1) k] — o (nh) |7,

nh

on en déduirait
n> -+

(n+1)h n 1
fim {f e“dv(t)} Ze Tim {v[(n+1)R]—v(nh)n <1,
ny—tn nh

ce qui entrainerait la convergence de la série

+

(n+1)h
E f et dy(t),
nh

0

+w»
donc de l’intégralef e'de(t), et par suite la convergence absolue de
s .

l’intégralef e~tda(t)pour s=—¢, contrairement a I'hypothése que o.=o.

————— @ a——————

Ann. Ee. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 1. 3



