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SUR LES GROUPES NILPOTENTS
ET LES ANNEAUX DE LIE

Par M. Micuer LAZARD.

INTRODUCTION.

L’objet principal de ce travail est d’étudier certains aspects des relations
entre les structures de groupes et d’anneaux de Lie. Malgré la généralité appa-
rente de certains énoncés, les résultats obtenus ne concernent que des caté-
gories particulieres de groupes et d’anneaux de Lie : il s’agira toujours, en
fait, de groupes nilpotents ou de N-groupes (groupes nilpotents généralisés).

Une N-suite dans un groupe G est, par définition, une suite décroissante de
sous-groupes H,, H,, ... telle que H, = G et que le commutateur zyx—*y* de
deux éléments choisis respectivement dans H; et H; appartienne toujours
a H;,;. Le groupe G est dit un N-groupe s’il posséde une N-suite (1;) telle que
I’intersection des H; se réduise a ’élément neutre.

Le chapitre I étudie un procédé qui associe un anneau de Lie gradué a
toute N-suite d’un groupe donné. Il s’agit d’une extension naturelle d’une
notion devenue courante en topologie algébrique et en algébre : celle d’anneau
gradué associé a un anneau filtré.

Au paragraphe 1 je présente des identités qui font immédiatement ressortir
I’analogie entre d’une part, produit et commutateur dans un groupe, et d’autre
part, somme et crochet dans un anneau de Lie. L’identité (1.1) est classique;
la remarquable identité « jacobienne » (1.2) est due a M. P. Hall et m’a été
communiquée par M. Kaloujnine. J'indique une premiére application de I’ana-
logie entre groupes et anneaux de Lie en interprétant plus simplement certains
calculs de Levi et van der Waerden [20].

Le paragraphe 2 donne la définition de I'anneau de Lie gradué associé i
une N-suite; bien que cette notion soit extrémement simple, elle ne parait
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avoir été reconnue (ou publiée) que dans deux cas particuliers, correspondant
a deux N-suites particuliéres : la suite centrale descendante et la N-suite des
groupes de dimension modp (premier) [237], [36]. Quelques propriétés qui
résultent immédiatement de la définition générale sont rassemblées a la fin du
paragraphe 2. ' '

Le paragraphe 3 établit la possibilité d’obtenir une N-suite dans un groupe G
au moyen d'un homomorphisme convenable de G dans le groupe multiplicatif
des éléments inversibles d’'un anneau filtré : les calculs correspondants peuvent
étre considérés comme connus (ils apparaissent en substance dans I'étude des
groupes de ramification supérieurs d’une extension galoisienne d’un corps
valué complet). Jai signalé au passage (3.4) une importante généralisation de
ces résultats obtenue par M. Kaloujnine. Le théoréeme (3.3), transposition
aux N-suites du théoréeme de Jordan-Hélder, indique comment comparer les
anneaux de Lie associés 4 deux N-suites d’'un méme groupe.

Le paragraphe 4 expose la méthode de M. Magnus [21] pour étudier un groupe
libre : on le plonge dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles d’une
algebre associative libre complétée (algebre de Magnus). Je reprends ensuite
la méthode de M. Witt [ 33] pour la détermination de la suite centrale descen-
dante d’un groupe libre. Peut-étre les considérations générales qui la précédent
ont-elles permis d’en faire ressortir plus nettement le principe.

La clé des développements ultérieurs du premier chapitre est constituée par
le théoréme (5.4) qui permet la détermination effective des N-suites d’un
groupe libre associées a certaines filtrations d’une algébre de Magnus. Son
origine remonte i la détermination par M. Zassenhaus [36] des groupes de
dimension modp (*). Mais, tandis que M. Zassenhaus s’appuyait sur les pro-
priétés des algebres de Lie restreintes (au sens de M. Jacobson [11]) (*), jai
montré, au contraire (§ 6), que les propriétés des algebres de Lie restreintes
pouvaient se déduire des propriétés du groupe libre, ce qui rétablit I’ « anté-
riorité » du groupe par rapport a I’algébre de Lie. De plus, le résultat indiqué
permet de déterminer les groupes de dimension mod p” (A entier positif quel-
conque) d’un groupe libre, ainsi que d’autres N-suites, d’un caractére trés
différent, qui montrent combien sont variés les divers anneaux de Lie associés
aux N-suites d’'un méme groupe libre. Il faut noter que les sous-groupes ainsi
définis dans les groupes libres se trouvent caractérisés comme des sous-
ensembles dont il n’est nullement évident, a priori, que ce sont des sous-
groupes : cela permet d’obtenir diverses identités.

(1) J'ai conservé I'expression « groupes de dimension » consacrée par I'usage. Elle n’est pas trés
heureuse, puisqu’il s’agit en réalité, de certaines suites de sous-groupes caracléristiques définis
d’abord dans les groupes libres (cf. § 4), puis, par passage aux quotients, dans des groupes quel-
conques.

(2) 1l serait plus correct de dire « p-restreintes », puisqu’on introduit cette notion aprés s’étre
donné un nombre premier délerminé p.
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Au paragraphe 6, j'introduis la notion de N-suite restreinte, plus simple par
sa formulation que la notion d’algébre de Lie restreinte, et j’étudie la corres-
pondance entre ces deux notions : sur I’anneau de Lie associé 2 une N-suite
restreinte, on peut définir canoniquement une structure d’algébre de Lie
restreinte a coefficients entiers modp. D’autre part, toute N-suite restreinte,
peut s’obtenir & partir d’une filtration convenable de I'anneau du groupe a
coefficients entiers mod p. Ce résultat (6.7), dont la démonstration est assez
pénible, permet de démontrer certaines propriétés de structure des algébres
de Magnus (6.11), (6.12).

Le paragraphe 7, consacré a I'étude des groupes de dimension modn (entier
quelconque) fait apparaitre 'analogie entre I’étude « locale » d’un groupe
libre (§ 5) et I'étude « locale » de l'anneau des entiers rationnels (c’est-
a-dire la théorie des entiers p-adiques).

Le paragraphe 8 apporte quelques commentaires et signale quelques-uns
des tres nombreux problémes ouverts. J’ai voulu surtout indiquer combien ces
questions sont mal connues, et comment les « évidences » sont parfois trom-
peuses. Il se peut, bien entendu, que mon information ait été insuffisante.

Le chapitre Il (dont la lecture ne suppose connus que les paragraphes 1 a4
du chapitre I') étudie une correspondance beaucoup plus fine entre groupes et
anneaux de Lie, correspondance fondée sur I'application de la formule de
Hausdorff [9]. Les paragraphes 1 et 3 ont été développés un peu plus qu’il
n’était strictement nécessaire en raison de leur intérét propre. Au paragraphe 1,
je considére une algébre de Lie libre complétée L a coefficients rationnels, qui
devient un groupe si I'ony définit une multiplication au moyen de la formule
de Hausdorff. Les générateurs de L engendrent (au sens de la multiplication)
un groupe libre. J’étudie dans L certaines suites d’éléments qui peuvent étre
représentées en quelque sorte par des séries de Taylor parrapport a une variable
entiére, Si I'on exige seulement que la série converge, on est conduit i la
notion de suite analytique (1.14a); mais il est préférable d'imposer une condi-
tion plus forte, qui donne la définition des suites typiques (1.1) : au lieu
d’imposer seulement que l'ordre du "™ coefficient @; de la série considérée
tende vers I'infini avec 7, on exige qu'il soit toujours au moins égal a 7. Les
suites typiques constituent un sous-groupe et une sous-algebre de Lie dans
I'ensemble de toutes les suites i valeurs dans L. (1.4). Un théoréme général (1.5)
montre la possibilité de représenter une suite typique comme un produit infini;
la représentation dépend du choix d’une suite de polynomes a coefficients
rationnels.

Un premier choix conduit au théoréme (1.10) qui ne concerne plus qu’un
groupe libre; la structure d’algébre de Lie n’a joué qu’un role auxiliaire dans
la démonstration. Ce théoréme constitue une généralisation et en méme temps
une réciproque d’un théoreme de M. P. Hall ([8], § 3); c’est de la que je suis
parti pour aboutir 4 la notion de suite typique, car une suite typique dans un
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groupe libre est précisément une suite d’éléments qui vérifie le théoréeme de
M. P. Hall. La méthode des suites typiques est moins directe que le procédé
original de M. P. Hall (le « collecting process »), mais elle me parait plus aisée
et plus puissante.

Un second choix de la suite de polynomes (1.5) conduit, au paragraphe 2, &
la description compléete de la structure d’algébre de Lie topologique de L &
partir de sastructure de groupe topologique (2. 4). Cest ce que j’appelle réaliser
I'inversion générique de la formule de Hausdorff. Des formules d’inversion
« explicites » (c’est-a-dire théoriquement calculables) montrent que la somme
et le crochet de deux éléments de L sont égaux a des produits infinis de « mots »
en ces deux éléments, affectés d’exposants rationnels dont on connait certaines
propriétés arithmétiques.

Le paragraphe 3 établit quelques résultats auxiliaires; la notion d’algébre de
Lie n’y intervient pas, et la structure fondamentale étudiée est celle d’un groupe
dans lequel on s’est donné une suite centrale possédant certaines propriétés.
Le théoréeme (3.2) établit I'existence de certaines suites centrales. Le théo-
réme (3.6) donne une condition pour qu'un homomorphisme d'un sous-groupe
puisse s’étendre univoquement & un homomorphisme du groupe tout entier.
Le théoréme (3.10), dontla démonstration est la plus longue, établit I’existence
de certaines extensions de groupes.

Le paragraphe 4 aborde la question des groupes discrets (ou de leurs limites
projectives) qu'on peut définir & partir d’anneaux de Lie par la formule de
Hausdorff. Le théoréme (4.2) indique une catégorie d’anneaux de Lie ou I'on
peut appliquer la formule de Hausdorff, et le théoréme (4.3) montre que, dans
la catégorie de groupes ainsi obtenue, I'inversion de la formule de Hausdorff
(au sens du paragraphe 2) est possible, et qu’on retrouve bien I’anneau de Lie
initial. Ces théorémes conduisent a des résultats satisfaisants dans le cas des
groupes de torsion (4.6) et des groupes sans torsion (4.15). Par contre, dans
le cas général, il est impossible de faire correspondre I'anneau de Lie au groupe
(oule groupe a 'anneau de Lie) sans faire un choix particulier de la suite de
sous-groupes (ou d’idéaux) qui intervient dans les énoncés (4.2), (4.3). Les
résultats concernant les groupes de torsion avaient été partiellement énoncés
par M. Magnus [23 ]; ceux concernant les groupes sans torsion ont été démon-
trés par M. Malcev [26], [27]. Mais la méthode de M. Malcev fait appel a la
théorie des groupes de Lie [25], alors que la méthode proposée ici est purement
algébrique. J'ai développé a nouveau la théorie de M. Malcev concernant cer-
taines extensions canoniques des groupes nilpotents sans torsion (4.8) que j’ai
appelées complétions de Malcev. Outre son avantage méthodologique, le pro-
cédé que j'ai suivi permet certaines généralisations (4.17) auxquelles la
méthode analytique ne semble pas conduire. On voit, en particulier, que la
complétion de Malcev ne fait pas appel aux structures d’algébres de Lie.

Le paragraphe 5 expose la construction d’un groupe particulier. Je I’ai pré-
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senté pour légitimer la généralité du théoréeme (4.6), et aussi pour montrer
que la possibilité de remplacer certaines structures de p-groupes par des struc-
tures d’algébres de Lie peut effectivement simplifier des constructions.

Il aurait été possible d’obtenir certains résultats par des procédés plus
rapides [ c¢f., par exemple, (4.18)]. J'ai choisi un mode d’exposition général
qui ne va pas sans une certaine lourdeur.

Il me semble qu’on pourrait tirer de ce travail une confirmation des points
de vue suivants : d’abord l'intérét que présente I'étude de groupes définis a
partic d’autres structures possédant plusieurs opérations (par exemple des
algebres de Lie). En effet, la simplicité apparente des axiomes des groupes ne
fait souvent que masquer une extréme complexité, et d’autres structures, plus
riches par le nombre de leurs axiomes, se laissent plus facilement étudier.
D’autre part, si I'étude des relations entre groupes etalgébres de Lie est encore
trés incompléte, on peut estimer néanmoins que les algébres de Lie se réve-
leront insuffisantes, méme pour 'étude des p-groupes finis. Il conviendrait
donc de rechercher si d’autres structures algébriques pourraient permettre la
construction de nouvelles catégories de groupes. Mais il est possible qu’on
n’aboutisse pas a des formules génériques (comme lest la formule de
Hausdorfl') en raison de I'existence d’invariants de structure des groupes, dont
la théorie de 'homologie pourrait peut-étre rendre compte. Il ne s’agit la que
de conjectures imprécises, et de nombreuses recherches seront nécessaires
pour élucider ces questions encore trés obscures.

Je tiens a remercier M. L. Kaloujnine pour toute 1’aide qu’il m’a apportée,
tant au cours de nombreuses conversations personnelles qu’a ’occasion du
Séminaire de théorie des groupes qu’il a dirigé a Paris en 1950. Qu'il trouve ici
I’expression de mon amicale reconnaissance.

Jexprime ma profonde reconnaissance a M. A. Chatelet dont les conseils et
les encouragements m’ont été trés précieux. Je remercie MM. J. Favard,
L. Schwartz, P. Samuel qui ont bien voulu se joindre a M. Chatelet pour cons-
tituer le jury auquel je soumets cette Thése, ainsi que M. A. Denjoy qui a bien
voulu présenter mes Notes & I’Académie des Sciences, et M. P. Montel qui a
bien voulu accepter ce travail dans les Annales de I’ Ecole Normale Supérieure.

CHAPITRE 1.

- UNE EXTENSION AUX GROUPES DE LA MKTHODE DES FILTRATIONS.

1. Lk carcur pes commuraTeurs. — Nous conviendrons de représenter par (, y)
le commutateur xyz 'y de deux éléments x et y d’un groupe G noté multi-
plicativement. Si H et K sont deux sous-groupes de G, (H, K) désignera le
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sous-groupe de G engendré par tous les commutateurs (x,y) ou xe€H
etyeK ().

Nous aurons tres souvent a considérer des suites de sous-groupes (H;) dans
un groupe G(i=1, 2, ...). Il s’agira de suites décroissantes, commencant au
groupe G, ¢’est-a-dire qu’on aura : '

G=H,>pH,>...o0H,DH,_>....

La notion usuelle de suite de composition d’un groupe s’obtient en exigeant
que chaque sous-groupe H;,, soit invariant dans le précédent [ce qui peut
s'écrire (H;, Hy,)CH; ], et que les sous-groupes H; se réduisent & 1’élément
neutre & partir d’une certaine valeur de I'indice ¢.

Nous dirons généralement qu'une suite de sous-groupes (II,) est finie
si H;=(e), élément neutre du groupe, a partir d’une certaine valeur de
'indice 7; nous dirons qu’elle est séparante sil'intersection des sous-groupes H;
se réduit a ’élément neutre :

n H;, = (e).

Nous appellerons suite centrale dans un groupe G une suite de sous-
groupes (H,) telle que (G, H;)CH;,, pour tout , c’est-a-dire telle que H,/H,.,
s'identifie & un sous-groupe du centre de G/H;., (pour tout r>1). Les sous-
groupes H; sont alors tous invariants dans G [puisque (G, H;)cH,, cH;].
Un groupe qui posséde une suite de composition centrale est dit nilpotent.

Dans un groupe G quelconque, on définit par induction les sous-groupes de
la suite centrale descendante au moyen des relations :

G1: G, Gi+1:(G, Gi)'

Un groupe nilpotent est caractérisé par le fait qu’a partir d’un certain rang
tous les sous-groupes de la suite centrale descendante sont réduits a I'élément
neutre ¢. En effet, pour toute suite centrale (H;) dans G, on a les relations G; C H;
qui s’établissent par induction : G, CH,= G et G;CH; implique

(G7 Gl) — Gi+1C(G> Hi)C}IH—P
Ainsi la suite centrale descendante « décroit plus vite » que toute autre suite
centrale. La classe d’'un groupe nilpotent G, égale par définition au nombre

minimum de quotients distincts d'une suite de composition centrale, peut donc
étre définie comme I'entier c vérifiant

G.7# (e), Gepr=(e).

Dans un groupe non nilpotent, la suite centrale peut se terminer & un sous-
groupe non réduit & I’élément neutre, ou (si G est infini) avoir tous ses termes

(3) DPour les notions générales rappelées dans ce paragraphe, on pourra consulter Zassenhaus [34].
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distincts. Nous appelle'rons N-groupes les groupes G tels que I'intersection des
sous-groupes G; de leur suite centrale descendante, se réduise a I'élément

neutre < n G,= (e)>; I’exemplele plusimportant de N-groupes non nilpotents

est celui des groupes libres (*).

Le systéme de deux opérations constitué par le produit xy et la commuta-
tion (2, y) dans un groupe posséde des propriétés formelles qui 'apparente
au systéme constitué par I'addition  + y et le crochet de Lie [z, y] dans une
algébre de Lie (*). A la distributivité du crochet de Lie correspondent les rela-
tions suivantes, ou Pon convient de noter x¥ le transformé yxzy— de x par
’automorphisme intérieur associé a y :

(2, y5) = (@, y) (@, 5= (2, ) (%, 5) (5, @), ¥),

(1.1)
(zy, 5) = (3, 5)%(@, 5) = (2, (3, %)) (3, %) (@, ).

A l'identité de Jacobi correspond la relation suivante, due a P. Hall : |
(1.2) (@, 3), 2) (7, 20y @) ((5, @), y=) =ee

Cette analogie des groupes et des algébres de Lie peut conduire a des consé-
quences intéressantes dans le cas des N-groupes et en particulier des groupes
nilpotents. Montrons, par exemple, comment elle conduit a retrouver les résul-
tats de Levi et van der Waerden [20] concernant les groupes d’exposant 3
(groupes ou x*= ¢ pour tout élément x). Ces groupes possedent la propriété
plus générale que chaque élément permute avec chacun de ses conjugués. En
effet, dans un tel groupe,

zyry'=(zy) ey t=ylaty =y taly =y (e y ) =y ey e =y y T @,

donc x et yxy ' commutent.
Etudions généralement les groupes G ou chaque élément permute avec tous
ses conjugués, propriété que nous pouvons exprimer par I'identité :

(($7y)vY>:ev

(*) Cf §4

(%) Etant donné un anneau commutatif @ possédant une unité, nous appelons Q-algébre de Lie
un Q-module unitaire L muni d’une opération bilinéaire [, ¥ | appelée crochet (de Lie) vérifiant les
axiomes suivants :

[z, z] =0 el [l ¥ | 2]+ [y, 2], 2]+ 1[5, z],y]=o

pour tous z, y, z€ L. Le résultat de l'opération « crochet » appliquée a deux ¢éléments x el y de L
s'appellera encore le crochet de z et de y. Etant donné une famille (,),er d’éléments de L, nous
appellerons alternants par rapport aux (x,) les éléments de L définis ainsi: Chaque z, est un aller-
nant, et le crochet de deux alternants par rapport aux (x,) est encore un alternant par rapport
aux (). Lorsque 'anneau d’opérateurs @ se réduit & 'anneau Z des entiers rationnels, nous parle-
rons simplement d’anneaux de Lie (au lieu de Z-algébres de Lie).



108 M. LAZARD.
pour tous x, y € G. L’identité correspondante dans une algébre de Lie serait :
[z ),y ]=o.

Nous en déduisons dans ce cas :
[z, ], s+ [z s, y]=[lz,y +5Ly+s]—[lz, ] y]I—I[lz 5], s]=o0.

La fonction [[x, y], z] de @, y, z est une fonction alternée, puisqu’elle est
transformée en son opposée lorsqu’on transpose = et y ou y et z. L identité de
Jacobi donne alors :

3z, y], 5] =o.
De plus,
Lz, x] sl =1y, 5], ] ===, [y, =]
On voit de méme que la fonction [[ [z, ], 5], t] de x, y, 5, t est alternée, puis-
qu’une transposition de deux variables consécutives la transforme en son
opposée. En particulier :
([[z p] =] e]=[ll5 ], 2], |-
Mais

[[lz, ) =) €] ({2, 7] L5 t]]=[[5t], [z ¥]]

= [llz, b 2, y1=— [l 21 21 ¢
Ainsi 2[[[x, y], 2], t] =o0 et comme 3[[[x, y], 2], ] =00, il en résulte que
[, p), 5] t]=o.

Le méme raisonnement s’étend au cas des groupes ou ((z, y),y) =e. Tout

d’abord
o= (@, yy=) = (@, y) (2, y )= (2, ) (@, ) et ((&,7)%y) ==y y)=e,

puisque y permute avec ses conjugués.

Développons maintenant ¢ = ((x, Y3), yz) au moyen des formules (1.1).
Nous obtenons :

e=((z, ) (2, 5), y3) = ((2, y) (2, 5)7, y) (2, ) (2, 5), 5)
:((x, 5y, y)r.r:«,y) ((x7 ), ),) ((x7 z)Y, Z)y(r-)') ((x, ) z)r;

les deuxiéme et troisieme facteurs sont égaux a e, et il reste :
. ) .
(2,507, 0) " (2, ), =) =
Transformons par ’automorphisme intérieur associé a
p p (

(2, y)y 'yt =y (z, )"
il vient :

((x, z), y) ((x, ) z) —e.
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La démonstration s’achéve alors comme dans le cas des algébres de Lie; il
suffit de remarquer que

((.T, }’)’ :‘) - ((13 },)7 5)1‘.: ((‘La )/)> :>’
car

<((‘I/7 ) 5)7 }’> = <<(I, ), )’), 5> —=e.

L’identité (1.2) peut donc remplacer I'identité de Jacobi pour démontrer
que ((:v, s 5)3_—- e, et nous parvenons ainsi au

TutoriMe (1.3). — St dans le groupe G tout élément commute avec chacun de
ses conjugués, G est nilpotent de classe au plus égale a 3 et, si x€G, (troi-
sieme groupe de la suite centrale descendante de G), x* = e.

2. LES ANNEAUX DE LIE GRADUES Associts Aux N-suiTEs p'uN GrRouPE. — La compa-
raison des groupes aux algébres de Lie, dont nous venons d’indiquer le prin-
cipe, comprend deux étapes : on considére d’abord le groupe comme abélien,
en associant a sa multiplication 'addition commutative d’une algebre de Lie;
puis on retrouve certaines propriétés résultant de la non-commutativité en leur
faisant correspondre des propriétés du crochet de Lie. Nous allons montrer
comment, par cette méthode, on peut associer des anneaux de Lie gradués a
certaines suites de sous-groupes.

Définition. — Nous appellerons N-suite dans un groupe G une suite de sous-
groupes (H))(i=1, 2, ...), tels que H,=G, H;DH;, et (H;, H;)CH;,; pour
tous 7, j>>1. -

D’apres cette définition, toute N-suite est une suite centrale, un groupe qui
possede une N-suite finie est nilpotent, et un groupe qui posséde une N-suite
séparante est un N-groupe.

Soit G un groupe, (H;) une N-suite dans G. Les groupes quotients H;/H,,
sont abéliens, puisque (H;, H;) CH,;CH,.,. Nous les noterons additivement, et
nous désignerons par; I’élément de H;/H,,, constitué par la classe modulo H;,,
de ;€ H;; nous aurons donc

—— ~ ~
i, =T + %

Formons la somme directe X;H,/H;.,. Nous obtenons un groupe abélien ou
nous introduisons une graduation en convenant que les éléments de H;/H,,
sont homogénes de degré i. Soient ;€ H; et x;€ll;; alors (z;, x;)€l,,, et,
d’apres les identités (1.1), la classe de (2, ;) modulo H;,;,, ne dépend que
des classes de x; et de «; mod H,, (resp. H;,,) : si, par exemple, z;,, €H,,,,

(i, x/‘x/—H) = (@, xi) (i, Ljia )i et (@i, X1 )T E Hi+j+1-

Nous voyons donc que I’on peut définir une application de (H;/H;.,) > (H;/H;.,)
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dans H,,;/H;.;,, en faisant correspondre au couple &;, &; I’élément (z;, x;) que
nous noterons [, &;]. Les identités (1.1) montrent de plus que cette applica-
tion est bilinéaire, c’est-a-dire qu’on a identiquement :

(B & 3= [0, 3]+ [ &) et (& &+ &= 50 3]+ [ %, 7))
Les identités (x, z) =e et (x, y) = (¥, )* conduisent immédiatement a

| % #i]==0  etd [ Z)=—[% %

Nous étendons par linéarité la définition de [Z, ¥] 4 un couple d’éléments
quelconques Z et ¥ de X H;/H;, : siZ=2X;Z; ety =2X;y; sont les décomposi-
tions de & et 7 en leurs composantes homogénes, [ &, 7] est égal par définition
a X ;[ &, y;]. Alors [&, ¥] est une opération bilinéaire vérifiant 'identité
[Z, £] = o. L’identité de Jacobi;
([, 7], 2]+ (1), 2}, 2] +[[% Z), 7] =0

est vérifiée pour &, ¥, Z, homogénes [conséquence immédiate de l'iden-
tité (1.2)], donc pour Z, ¥, 2 quelconques (en les décomposant en leurs
composantes homogénes). Nous avons donc associé canoniquement & la
N-suite (H;) un anneau de Lie gradué que nous noterons £(H;). D’ou le

TutorimMe (2.1). — A4 toute N-suite (H;) d’un groupe G se trouve associé
canoniquement un anneau de Lic gradué £(H;) qui a pour support la somme
directe X;H;/H;,,. Le crochet de Lie de deux éléments homogénes s’obtient a partir
du commutateur dans G par passage aux quotients.

Les renseignements que permet d’obtenir sur le groupe G l'anneau de

Lie £(H;) ne concernent en fait que le groupe quotient G/nHi de G par

I'intersection des H;, qui est un N-groupe. On pourrait donc se limiter a I’étude
des N-suites séparantes, dont 'existence est une propriété caractéristique des
N-groupes. On sait, en effet, que la suite centrale descendante est une N-suite.
On a méme le résultat plus fort : si (G;) est la suite centrale descendante du
groupe G et (H;) une suite centrale quelconque dans G, alors (G;,H;) C H;,; pour
tous 7, j>=1; cette proposition se déduit aisément, par récurrence sur 7, de
I'identité (1.2)[8], [14].

Si I'on a un homomorphisme f d’un groupe G dans un groupe G’ et une
N-suite (H;) dans G/, on en déduit une N-suite (H;) dans G, dite image réci-
proque de (H;) par f en posant H,-:f(H;). De méme, si (H;) est une N-suite
dans G et f un homomorphisme de G sur G', on obtient une N-suite (H;)
dans G, dite image directe de (H;) par £, en posant H; = f(H;). Ces propriétés
résultent immédiatement de : /' ((x, y))=(/(2), f(y)). On obtient alors des
homomorphismes des anneaux de Lie associés. Plus généralement :
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TakoriME (2.2).—Sotent G et G' deux groupes, (H,) et (H}) deux N-suites dans G
et G' respectivement, f un homomorphisme de G dans G' tel que, pour tout i,
S(H)CH,. Alors, on peut définir un homomorphisme f de £2(H;) dans £2(H;)
conservant les degrés des éléments homogénes et caractérisé par f () =m De

plus, f est un isomorphisme de 2(H;) dans 2(H;) st et seulement st (H,) est 'image
réciproque de (H,) par f.

Démonstration. — On a, par hypothése,
SH)cH; et f(Hy)cH,.

On en déduit donc, par passage aux quotients, ’homomorphisme associé
de H;H;, dans H)H,, qu'on peut prolonger en un homomorphisme f
de %H;/H;,, dans L;HJH,,, et Pon voit immédiatement que f est aussi un

homomorphisme pour les structures d’anneaux de Lie. Si H,~=}‘(H;) pour
tout 7, la restriction de / a H;/H;., est, pour tout 7, biunivoque; f est donc un

isomorphisme. Réciproquement, si pour un certain z, 7(H;);£H,-, il existe
un x€ G tel que f(x)e€H;, x&H;; soit j 'entier tel que x€H;, x¢H;,,. On
a j <, et la restriction de fa H;/H,,, n’est pas biunivoque.

Pour exprimer a quelle condition f est un homomorphisme sur £2(H;), nous
introduisons dans G’ la topologie obtenue en prenant les sous-groupes H, comme
systétme fondamental de voisinage, de I’élément neutre. Nous l'appellerons
briévement la (H;)-topologie, et nous parlerons d’ensembles (H))-fermés, etc.,
pour indiquer que nous nous référons a cette topologie. Remarquons que f est
une représentation continue de G dans G’ munis respectivement de leurs (H;)-
et (H;)-topologies. Alors :

Tutorime (2.3). — [ est un homomorphisme de £2(11,) sur £ (1)) st et seulement
st f(H;) est, pour tout entier j, (11;)-dense dans H..

’

En effet, la restriction de f a H,/H,,, est un homomorphisme sur H)/H,,, si et
seulement si H.= f(H;)H,,. Cette relation devant étre vérifiée pour tout 7, on
en déduit, par récurrence sur Pentier k£ : H = f(H;)H,,, ce qui exprime
précisément que f(H;) est (H;)-dense dans H..

Si la N-suite (H;) dans G est séparante, la (H;)-topologie de G est séparée
(vérifie 'axiome de Hausdorfl), et réciproquement. On peut dans ce cas
construire le complété G de G pour cette topologie, et 1'on voit facilement que
les adhérences I, des sous-groupes H; forment dans G une N-suite telle
que G N H;= H;. Il suffit alors d’appliquer les résultats précédents a I'isomor-
phisme canonique de G dans G pour montrer que £(H,) et £(H;), construits
respectivement i partir de G et de G sont canoniquement isomorphes.

Considérons maintenant un sous-groupe G’ dans le groupe G muni de la
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N-suite (H;). Alors, les sous-groupes H;=H;NG’ constituent une N-suite
dans G/, qui n’est autre que I'image réciproque de (H;) par I'isomorphisme
canonique de G’ dans G. D’apres le théoréme (2.2), nous en déduisons un
isomorphisme de £(H;) dans £(H;). Autrement dit, a tout sous-groupe G’ de G
se trouve associé canoniquement un sous-anneau homogéne de £(H;) qu’on
peut représenter par X;(G'nH;)H;,/H;.,. Si G’ est invariant dans G, le sous-
anneau associé est un idéal homogéne de £(H;); plus précisément :

TucoriMe (2.4). — Soit [ un homomorphisme de G str le groupe G/, (H))
U'image directe de (H;) par f, N le noyau de f. Alors le noyau de I’homomor-
phusme [ de 22(H,) sur 2(H,) est I'idéal de 2(H;) associé a N (*).

D’aprés (2.3), fest un homomorphisme sur £2(11). Le sous-anneau associé
a N est certainement contenu dans le noyau de f. Cela résulte de la proposition
plus générale : si G, G’, G” sont trois groupes munis respectivement des
N-suites (1), (H;), (I), et f, g des homomorphismes de G dans G’ (resp. de G’
dans G”) tels que f(H,)CH;[resp. g(H;)CH;], enfin si / est 'homomorphisme
composé g f de G dans G, alors /=g f. Par ailleurs, si f(&)=o,

Sz el = f(Hi).

Il existe donc x,,€H;,, et x€N tels que x;=a;,2, autrement dit
z;€(NNH;)H;,,, c’est-a-dire que &; est dans le sous-anneau associé a N, ce
qui complete la démonstration.

St (G;) est la suite centrale descendante du groupe G et (H;) une N-suite
quelconque dans le groupe G/, on a f(G;)CH, pour tout homomorphisme fde
G dans G’. De plus, si f est un homomorphisme de G sur G/, f(G;) est le i*™
sous-groupe G, de la suite centrale descendante de G'. Donc, £(G;) est iso-
morphe au quotient de £2(G;) par I'idéal associé au noyau de /. C’est ainsi que
W. Magnus a défini £(G;) en considérant G’ comme le quotient d’un groupe
libre G [23].

Il résulte de la définition de la suite centrale descendante (G;) d’un groupe G
que ’anneaun de Lie 22(G;) est engendré par ses éléments homogénes de degré 1.
La réciproque de cette proposition est exacte en ce qui concerne les N-suites
finies des groupes nilpotents :

TaroriMe (2.5). — Soit (H;) une N-suite, (G;) la suite centrale descendante du
groupe G. Alors £2(H;) est engendré par ses éléments homogeénes de degré 1 si et
seulement st, pour tout entier j, G; est (H;)-dense dans H;.

(%) Ce résultat peut encore s’énoncer ainsi : soit (K;) la N-suite du noyau N de f définie par
K; = H;nN. Alors a la suile exacle N — G — G’ correspond la suite exacte £2(K;) - £(H;) - £(H;)
des anneaux de Lie gradués associés.
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En effet, la condition pour que £2(H;) soit engendré par ses éléments homo-
génes de degré 1 peut s’écrire H;= G;H;,, (pour tout j). On en déduit, par
récurrence sur k£, H;= G;H;,, pour tout £ positif, ce qui exprime précisément
que G; est (H;)-dense dans H;. Si (H;) est finie, H;={(e) a partir d’un certain
indice ¢ et G;= H; pour tout j.

3. Mobures FiLTRES ET N-surtes. — Rappelons qu’une filtration décroissante
surun module A estdéfinie par une famille de sous-modules a indices entiers A;
vérifiant :

U A=A et A;DA;, pour touti.

Nous nous bornerons aux filtrations positives, pour lesquelles A,=A. La
filtration ¢(x) d’un élément a de A est le plus grand entier i tel que x€A;, ou
bien le symbole o« si z €A, pour tout . Si A est une algébre associative (resp.
de Lie), on exige de plus que A;A;CA,.; (resp. [A;, A;]CA.;) pour tout
couple 7, j. ‘

La donnée dans A d’une fonction ¢(x) a valeurs entieres > o et oo définit
une filtration si et seulement si :

V(x—y)_\;Sup(V(x),v(y)), vlax) > v(x),

a étantun élément de 'anneau d’opérateurs du module; enfin ¢ (xy) > o(2)+0(y)
dans le cas d’une algebre associative, ¢ ([, y]) > ¢(x) +¢(y)dans le cas d’une
algébre de Lie.

On définit & partir d'un module filtré A le module gradué associénoté G(A):
c’est la somme directe X;A;/A; . Dans le cas d’'une algébre associative ou de
Lie, on ebtient par passage aux quotients une structure d’algébre graduée,
associative ou de Lie, sur G (A) (7).

Les N-suites permettent d’étendre aux groupes les constructions sur les
modules filtrés, notamment celle du module gradué associé auquel correspond
I’anneau de Lie gradué associé. Nous allons montrer comment définir des
N-suites i partir d’applications de groupes dans des modules filtrés. Etablissons
d’abord le :

TukoriME (3. 1). — Soit G un groupe et g une application de (x dans une algeébre
de Lie L. munie de la filtration ¢, telle que :

1° v(g(¢)> > 1 pour tout x € G;

2° v(g(;vy"‘ —g(x)+ g(y))_é Inf <v(g<x>>, v(g(y))) —+1 pour tous x, y € G;

30 o(gl@yaty ) —[g(@), g(N])=v(g(@))+(8())) +1 pourtousx, y € G;
alors st 'on définit les parties H; de G en posant x € U, st et seulement st ¢ (g(x)) >,

(7) Pour la notion de filtration, ¢f. J. Leray ou P. Samuel [19], [29].
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(H;) est une N-suite dans G et 2(H;) est canoniquement isomorphe a un sous-
anneau de l’algebre de Lie graduée G (L).

Démonstration. — 1l résulte de la définition que H;D H,,,, et la condition 1°
montre que H, = G. La condition 2° montre que H; est un sous-groupe de G, et
la condition 3° établit que (H;, H;)CH, ;; (H;) est donc une N-suite dans G.

Désignons par L; 'ensemble des éléments de L de filtration > 7. Soit ;€ H;;
alors g(x;)€L; et, d’aprés 2°, la classe de g(x;) modL;,, ne dépend que de la
classe de a;modH;,,. D’ou, par passage aux quotients, une application g
de H;/H;,, dans L;/L;., ; la condition 2° appliquée encore une fois montre que g
est un isomorphisme de H;/H;,, dans L;/L;,,, que nous prolongeons en un iso-
morphisme g de X;H;/H,,, dans X;L;/L;., ; la condition 3° montre alors que g est
un isomorphisme pour les structures d’anneau de Lie de 2(H;) et de G(L).

On démontrerait sans peine que toutes les N-suites de G peuvent s’obtenir
par le procédé précédent.

Nous allons appliquer (3.1) au cas ou L est I'algébre de Lie « portée » par
une algébre associative filtrée, c’est-a-dire est obtenue en conservant la
structure du module filtré de I’algebre associative et en y définissant le crochet
de Lie par :

(@ y]=ay —yaz.

L’algebre de Lie graduée associée s’identifie alors & l'algébre portée par
I’algebre associative graduée associée. Nous pouvons énoncer le

TaroriME (3.2). — Soit A une algébre associative de filtration ¢ possédant une
unité notée 1. St f est un homomorphisme d’un groupe G dans le groupe multipli-
catif des éléments inversibles de A tel que v( S(x)—1 ) > 1 pour tout x € G, alors
Uapplication g(x) = f(x) —1 de G dans I’algébre de Lie portée par A vérifie les
conditions du théoréme (3.1). On en déduit donc canoniquement une N-suite (H,)
dans G et un isomorphisme de £2(H;) dans I’anneau de Lie porté par ¢ (A).

Démonstration. — Soient &, y € G; posons
Jflz)=1+a, S(y)=1+0,

Sl =1+d, [y ")=1+b, [fley")=1+¢, [floyzy )=1+d.
La condition 1° de (3.1) est satisfaite par hypothese. Il nous reste a vérifier
que : .

v(c—a-+ b)élnf(v(u), V(b)) <+ 1 (condition 2°)
et
o(d—ab+ ba)>v(a)+v¢(b)+1 (condition 3°).
Puisque f est un homomorphisme,

(t+a)(1+da)=(a+b)(1+0b)=1,



SUR LES GROUPES NILPOTENTS ET LES ANNEAUX DE LIE. 115
d’ou
(%) a+d+ad=b+ b+ bb=o.
Nous allons transformer les expressions de

c=(+a)(1+D)—1 et de d=(a+a)a+0)(1+a)1+b)—1
en tenant compte de (x). Nous obtenons :
c=a+b +ab=a—b+(a—0)V,
et nous sommes ramenés a démontrer
o((a—b)0)=nf(v(a), o(b)) +1,

ce qui est immédiat puisque ¢(6')>>1. De méme
d—=a—+d + aa'+ b+
+ b0 + ab + ab' + abb' + ba' + a'b' + aba' + ad' b’ + ba b+ aba' b’
—=bd'+d b+ aba' + aad'b'+ ba'b'+ aba' b' = ab— ba—+ aba' + abb'— baa' 4+ ba'b' + aba'b'.

I s’agit donc de démontrer que

p(aba' + abb' — bad' + ba' b’ + aba'b') > v(a) + v(b) + 1.

Chaque terme de la somme considérée a au moins trois facteurs de filtration > 1,
parmi lesquels I'un est égal & @ ou @/, et un autre 4 b ou b'; comme ¢(a’')=v¢(a)
et #(b')=v(b), la filtration de chaque terme est > ¢(a)+ ¢(b)+1, ce qui
achéve la démonstration.

Exemple. — Soit A un module muni de la filtration ¢, E 'anneau des endo-
morphismes linéaires de A. Les sous-modules E;de E, obtenus en posant z€E;
si et seulement si ¢(@(a)) > ¢(a) -7 pour tout a€ A, définissant dans E une
filtration w. Si G est un groupe d’automorphismes du module A tel que
w(g—1)>>1 pour tout g€ G, le théoreme précédent montre qu’on obtient une
N-suite (H,) dans G en posant H;= G (1 + E,). Plus particuliérement : si G est
un groupe fini, et A 'anneau des entiers d’un corps valué complet a valuation
discréte, alors G est un groupe de ramification, et (H;) n’est autre que la suite
des groupes de ramification supérieurs.

Comme dans le cas, entierement analogue, d’un groupe muni d’une N-suite,
nous définissons pour un module filtré les notions de topologie associée a la
filtration, de filtration séparante, de module complété, etc. Si 'homomor-
phisme / du théoreme (3.2) est un isomorphisme, nous pouvons identifier G
a son image f(G). Nous avons alors deux topologies sur G : celle induite par
la topologie de I'algébre A (associée a la filtration ¢), et la (H;)-topologie,
(H;)désignant la N-suite du théoréme (3.2). On vérifie sans peine que ces deux
topologies coincident; il en résulte que, dans le cas ou ¢ est une filtration
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séparante, (H;) est une N-suite séparante et le complété de G pour sa (H;)
topologie se trouve plongé canoniquement dans I’algebre complétée de A.

Nous ne savons pas caractériser intrinsequement les N-suites obtenues dans
un groupe G par le procédé du théoréme (3.2). Remarquons qu’on les obtient
toutes en se bornant a considérer les filtrations de ’algébre Z(G) du groupe G
a coefficients entiers rationnels. En effet, '’homomorphisme f de (3.2) se
prolonge univoquement en un homomorphisme d’anneau fde Z(G) dans A; et,
si 'on pose w(y)= v(f(y)) pour tout y €Z(G), w est une filtration sur Z(G)
~qui permet d’obtenir la méme N-suite (H;) de G (*).

Terminons ces considérations générales en établissant une relation entre les
anneaux de Lie £(H;) et £(K;) associés & deux N-suites (H;) et (K;) d’'un méme
groupe G.

Pour cela considérons dans £(H;)=X;H;/H;., les sous-modules homogénes

£ (1) =2, (N K)oy /Uy

Les éléments de £2(H;);sont les éléments de 2(H;) dont toutes les composantes
homogénes peuvent s’obtenir, par passage aux quotients, a4 partir d’éléments
de K;. Cela montre que les sous-modules £(H;); définissent sur £2(H;) une
filtration compatible avec sa structure d’anneau de Lie. L’anneau de Lie
gradué G2 (H;) associé a 2(H,) ainsi filtré est naturellement bigradué, puisque
la graduation primitive de 2(H;) définit, par passage aux quotients, une
graduation sur £(H;);/£2(H;);.,. Nous dirons pour abréger que £2(H;) est filtré
a partir de la N-suite (K;), et nous appellerons §£2(H;) I'anneau de Lie
bigradué associé :

Tutorime (3.3). — Sotent(H;) et (K;) deux N-suites dans le groupe G. Considé-
rons l’anneau de Lie £2(H;) que nous filtrons a partir de la N-suite (K,), ainsi que
Uanneau de Lie £2(K;) que nous filtrons a partir de la N-suite (H;). Alors les
anneaux de Lie bigradués associés : G2(H;) et G2(K;) sont canoniquement
isomorphes. '

En effet, G2 (H;) s’identifie au groupe

2 (HinKy) He /(N K ) Hiy
et de méme G2 (K;) s’identifie a

2 (KinH) K /(KenH ) Kiyye
Or le « lemme de Zassenhaus » classique établit I'isomorphisme des groupes
quotients :

(nK)H /(N K ) Heyy et (KinH) Ky /(K nH ) Ky

(8) w est Pimage réeiprogque de la filtration ¢ de A par I’homomorphisme /.
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en montrant qu’ils admettent tous deux comme systéme de représentants un
systeme de représentants quelconque du groupe

(H:nK;)/(HinKjp) (Hiri nK;).

Nous voyons ainsi comment établir I'isomorphisme canonique des anneaux de
Lie bigradués G£(H;) et G£(K;) en associant leurs composantes homogenes
de degrés respectifs (7, j) et (j, 7); I'existence d’un systéme de représentants
communs montre qu’il s’agit bien d’un isomorphisme pour les structures
d’anneaux de Lie, puisque les crochets de Lie s’obtiennent a partir des
commutateurs dans G par passage aux quotients.

Remarque (3.4). — Nous avons démontré le théoréeme (3.2) par un calcul
direct. Nous aurions pu le faire apparaitre comme une conséquence d’un
résultat plus profond du 4 Kaloujnine ([13], [14]). Soient G un groupe (H;)
une suite de sous-groupes invariants dans G, K le groupe des automorphismes
de G. Désignons par L; la partie de K constituée par les automorphismes qui
laissent invariants les groupes quotients H;/H:,; (c’est-a-dire que « € L; équivaut
aaeKet x'u(x)eH;,; pour tout entier positif 7 et tout z € H;). Alors (L;)est
une N-suite dans le sous-groupe L, de K. Pour retrouver le théoreme (3.2), il
faut identifier le groupe multiplicatif des éléments inversibles de I'anneau avec
unité A a un sous-groupe du groupe des automorphismes du groupe additif
de A (en considérant les multiplications & gauche).

4. LA SUITE CENTRALE DESCENDANTE D'UN GROUPE LIBRE. — Soit { un anneau
commutatif possédant une unité (notée 1), et (x,),, une famille d’éléments que
nous prenons comme générateurs libres d’une Q-algébre associative avec
unité, que nous noterons A. A est ainsi l'algébre des polynomes a coefficients
dans Q par rapport aux « variables » non commutatives (x,), ou encore
I'algebre tensorielle du Q-module libre de base (x.). A est porteur d’une
graduation naturelle : les scalaires (éléments de Q) sont de degré o, les géné-
rateurs (x,) de degré 1. Nous appellerons ordre de x € A, et nous noterons w(x)
le degré minimum des composantes homogeénes non nulles de x; o est alors
une filtration séparante dans A, et, en complétant A pour la topologie associée,

nous obtenons A, algébre des séries formelles non commutatives par rapport
aux (z,) & coefficients dans Q. Par définition, A sera appelé algébre de Magnus
a coefficients dans Q et de générateurs (,),o,- Dans A, les éléments 1+,
deviennent inversibles ((1-+ @) ' =1-— x4 2! — 2. . .) et engendrent donc
un groupe multiplicatif G.

TutoriME (4.1). — Dans toute algébre de Magnus de générateurs (x.),,, les
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 2. 14
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éléments (14 a,), engendrent, par rapport d la multiplication, un groupe
libre G (*).

Il s’agit de démontrer que

(14 )% (14 @, )T,

quand tous les exposants «; sont des entiers rationnels =20 et que deux indices

consécutifs quelconques v, i, sont distincts. Nous rapportons A i sa base
naturelle constituée pdr les produits de «,; alors tous les éléments de G ont
pour coordonnées des multiples entiers de 'unité dans Q. Nous pouvons donc
nous borner au cas ou G est I'anneau Z des entiers rationnels, ou 'anneau Z,
des entiers mod . Le coefficient de ...z dans le produit considéré est égal, si
tous les exposants B; sont £ o0, au produit des coefficients binomiaux :
(§)-.-(&). Soit p un nombre premier qui sera supposé diviser n dans le cas
ou Q =1Z,. Alors, si nous définissons 3; comme la plus grande puissance de p
divisant a;, B;>x1 et (§)=20(modp) (*°). Ainsi le produit (§). ..(§) n’est pas
divisible par p et ne peut donc étre nul dans Q, ce qui démontre le théoréme.

Nous appliquerons le théoréme (3.2)au groupe libre G plongé dans’algébre

de Magnus A filtrée par son ordre. Lorsque Q=Z, les sous-groupes -de la
N-suite ainsi obtenue ont été appelés par Magnus « groupes de dimension » de G.
Witt [ 33] et Magnus [22] ont établi ultérieurement que cette N-suite coincidait
avec la suite centrale descendante de G.

Lorsque Q =1Z,, on obtient les « groupes de dimension modn » de G. Ils ont
été caractérisés, pour n premier, par Zassenhaus [36]. Nous les étudierons dans
le cas général. En tout cas, nous savons que les groupes de dimension consti-
tuent toujours des N-suites séparantes des groupes libres. D’ou le résultat : tout
groupe libre est un N-groupe.

Nous aurons a faire usage de certaines propriétés de I'algébre enveloppante
universelle d’une algébre de Lie. St L est une algébre de Lie sur 'anneau commu-
tatif d’opérateurs Q, une algébre enveloppante universelle A de L est une
Q-algébre associative contenant L (comme sous-algébre de 'algébre de Lie
portée par A), engendrée par L (en tant qu’algébre associative), et telle que
toute représentation linéaire f de L dans une Q-algébre associative B puisse

(?) Magnus [21].
(19) En effet, posons « = {3y, 3 étant une puissance de p et y un entier premier & p. Alors,
si a > o, ‘
(1+z)*= ((x—t—x')[j)\’ =(1+aB)=0a+yzB+...) (modp).
Il en résulte, d’apreés le développement de (1+ x)—!, que

(1+az)=1+yrd+... (mod p),

quel que soit le signe de I’entier a.
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étre prolongée en un homomorphisme d’algebres g de A dans B. Ces conditions
déterminent A a un isomorphisme canonique pres. Nous admettrons I’existence
de A lorsque L posséde une base sur Q (Poincaré [28], Witt[33], Birkoff[2]) (**);
si(e.),e est une base de L sur , on obtient une hase de A sur Q formée de
monomes par rapport aux e, (produits de ¢,) en choisissant un représentant et
un seul dans chacune des classes de monomes qui ne différent que par 'ordre
des facteurs. En particulier, les puissances ¢/'(1 €I, n entier > o) dans A sont
linéairement indépendantes sur Q.

Montrons que dans I’algébre de Magnus A de générateurs (), 2 coefficients
dans Q, la sous-algebre de Lie L engendré par les (x,) est une Q-algébre de Lie
libre par rapport aux générateurs (,). Soit, en effet, L' une Q-algébre de Lie
libre par rapport aux générateurs (y,). en correspondance biunivoque avec
les (@,). L admet une base sur Q, donc une algébre enveloppante A" qui admet
les (y,) comme générateurs. Soit f ’homomorphisme de L’ sur L qui applique
chaque y, sur «,. f se prolonge en un homomorphisme g de A’ sur la sous-
algébre A de A engendrée par les (z,); par définition, A est libre par rapport
aux (z,), et gest donc biunivoque. Sa restriction f établit done I'isomorphisme
de LetL'.

Soient maintenant A I'algébre de Magnus de générateurs (2,),¢, @ coefficients
entiers rationnels, G le groupe libre engendré par les (1+ «,), et (I;) la N-suite
déterminée dans G par la filtration w de A [th. (3.2)]. Si (G;) désigne la suite
centrale descendante de G, il existe d’aprés (2.2) un homomorphisme cano-
nique de £(G;) dans £(H;) (**). £(G;) est engendré par ses éléments de
degré 1, et par conséquent par les classes modG, des éléments (14 x,) qui
engendrent évidemment G/G,. L’'image canonique 01U de £(G;) dans £(H;) est
donc engendrée par les images des classes mod G, des (1 x,), ¢’est-a-dire (en
traduisant la définition de I'’homomorphisme utilisé) par les classes modH,
des (14 a,), Or, £(H;) s’identifie canoniquement 4 un sous-anneaude I’anneau
de Lie porté par G(A), lequel a son tour s’identifie canoniquement 2 A. Si
nous composons ces identifications, £(H;) devient un sous-anneau de ’anneau
de Lie porté par A, et I s’identifie au sous-anneau de Lie engendré par les(x,)
dans A. Nous venons de démontrer que ce sous-anneau est un anneau de Lie
libre par rapport aux générateurs (x,); cela entraine que ’homomorphisme
de £2(G;) sur I est biunivoque, ce qui n’est possible, d’aprés (2.2), que
si G;=H; pour tout entier . Nous avons donc le :

TutorkME (4.2). — L’anneau de Lie £2(G;) associé a la suite centrale descen-

(1') L’algeébre enveloppante n’existe pas toujours si L n’a pas de base (Chirchov [3]). Néanmoins,
si Q est un anneau principal (Z ou Z,, par exemple), I’algébre enveloppante existe (Lazard) [15].
(12) Associé a I'isomorphisme identique de G sur lui-méme.
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dante (G;) du groupe libre G est libre. Un systéme de générateurs indépendanis
de 12(G;) est constitué par les classes modG, d’un systétme de générateurs
indépendants de G. Si G est identifié au groupe multiplicatif engendré par
les (1+ @), dans I’anneau de Magnus a coefficients entiers de générateurs (x,),
chaque sous-groupe G; est formé des éléments de G dont les composantes homo-
geénes de degré strictement compris entre o et i sont nulles.

Ce théoréme admet une réciproque :

TutoriME (4.3). — Soit G un groupe engendré par ses éléments (x,), et (H;)
une N-suite dans G. St les classes modH, des (x,) constituent, dans I’anneau de
Lie 2(H,), un systéme de générateurs indépendants d’un sous-anneau de Lie libre,
alors G est un groupe libre par rapport aux générateurs (x,), et (H;) est sa suite
centrale descendante.

Considérons, en effet, un groupe libre G’ de générateurs (y,).; en correspon-
dance biunivoque avec les (x,), et 'anneau de Lie £(G;) associé a sa suite
centrale descendante. A 'homomorphisme f'de G’ sur G qui applique chaque y,

sur x, est associé ’homomorphisme 7 de £2(G;) dans £(H;) qui applique y, mod G,
sur z,modH,. Or, £(G)) est engendré par les classes y,modG, et f, qui
applique £(G,) sur un anneau de Lie libre par rapport aux f(y, modG,), est

donc biunivoque. Cela entraine, d’aprés (2.2), G;:f(H,-) pour tout 7. Le
noyau de f est contenu dans I'intersection des G;, qui se réduit a I'élément
neutre puisque G’ est un N-groupe. Ainsi f est un isomorphisme de G’ sur G tel
que H;= f(G,) pour tout 7, ce qui achéve la démonstration.

5. LES p-FILTRATIONS DES ANNEAUX DE MAGNUS. — Soit p un nombre premier. Un
module quelconque A est filtré par ses sous-modules p’A (7 entier > 0) constitués
par les éléments de la forme pix, ou € A. Nous désignons par w,(A; x) la
filtration correspondante; ainsi w,(A ; x)=1 signifie x€p'A et x g p™+' A. Pour
simplifier, nous écrirons w,(x) au lieu de w,(A; ) lorqu’il ne pourra pasy
avoir d’équivoque sur le module A.

Prenons en particulier 'anneau de Magnus & de générateurs ()., 2
coefficients entiers rationnels. w, est une filtration séparante dans A, et le
complété &, de @& pour la topologie associée a w, s’identifie a I'algébre de
Magnus de générateurs (x,) a coefficients entiers p-adiques. Comme précé-
demment, nous considérerons le groupe libre engendré par les (1 +,) dans le
groupe multiplicatif des éléments inversibles de @,

Nous connaissons deux filtrations sur @, : w, et I'ordre w. Nous allons
étudier certaines filtrations ¢ sur @, construites a partir de w, et de w, qui
devront vérifier les conditions suivantes :
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(5.1) . Si X_,..y: est la décomposition de y€@, en somme de ses
composantes homogeénes,

= — Inf R
oZv(y) ?ép<t0(y)
De plus, si w(y)>>1, ¢(y)>x1.

8. Si Yi€ Ay est homogéne de degré i, ¢(y;) ne dépend que de ¢ et
de w,(Ay; yi).

La condition « s’énonce encore ainsi : la filtration ¢ est compatible avec la
graduation de @, ; ¢(2)>>0 pour tout x € &, et ¢(x,)>>1 pour un générateur
quelconque x, de A,,.

D’apreés 3, si y € &, est homogeéne,

0(y) ="F.(degy, wy(7)),

F(i, j) désignant une fonction déterminée des variables entiéres > o0, 7 et j, &
valeurs entiéres > 0 ou + .

Réciproquement, pour que la fonction F,(7, ;) définisse une filtration ¢ satis-
faisant a (5.1), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées
(pour tous entiers 7, j, ¢, j/>0):

o LF, (i, J) L e, 1ZF, (1, 0),

(8.2) .. L S
F.(i, /) + F (0, j)ZLF, G+ 0, j+]).

Ces conditions s’obtiennent en explicitant les axiomes généraux des filtrations
pour la fonction ¢ construite a partir de F,(7, j) conformément & (5.1).

Nous nous proposons d’étudier les N-suites de G associées (3.2) aux fil-
trations ¢ vérifiant (5.1). Nous aurons donc & calculer ¢(z— 1) pour z€G.
A cet effet, nous utiliserons une représentation de z comme produit infini, ce
produit convergeant au sens de la topologie associée a la suite centrale
descendante (G;) de G. Rappelons (4.2) que (G;) est associée a la filtration w.
Si nous convenons de poser p*= o et, par conséquent z*"=1 pour z€ G, nous

avons le

LemMe (5.3). — Tout élément z € G peut étre représenté par un produit de

- kx kx ki . . \ ] 7.
puissances 3=z} ' 2 ". . .3} . ..; les k; sont égaux a des entiers >~ o ou bien au
symbole »; pour tout i, z;€G; et, st ki~ »,

Wp(G’[/Gi+1; % mOdGiH) - 0.

Supposons déja définis, pour 17 j—1, les éléments z; et les exposants ;
vérifiant les conditions du lemme, et tels que

ky ki'—i ——
(z/j NP J 1 )‘z_zjeGj.
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. Lk .
Si z;€ Gy, nous prendrons k;=o0, d’ou z/’=1; sinon
WI,(G/‘/G/'_,_1 5 z}modGH,) = l\/

est fini (puisque G;/G;., est un groupe abélien libre), et il existe z;,€G;
et 3., € Gy, tels que 5= sz"z}H. Ainsi se poursuit la construction du produit
ordonné Iz, =" qui converge vers s pour la (G;)-topologie puisque, pour tout
entier j, l'[ffﬂzg’k"ez(})ﬂ.

Nous voyons qu’'une grande indétermination subsiste quant aux choix
des 2" : une fois choisis les z/"* pour 127j—1, k; est bien déterminé, mais
z; est seulement déterminé mod G;,,. Néanmoins la donnée d’une suite (£;) suffit
pour calculer ¢(z—1), ¢ désignant une filtration satisfaisant & (5.1). Nous
caractériserons la filtration ¢ au moyen de la fonction F,(z, j) vérifiant (5.2).

k. .
Calculons d’abord v(zi.’ - 1), k; étant fini. Posons
=1+ )i+ liga,

ouy;estlacomposante homogene de degré ide z;, et, puisque z; € G, w(f; g )>>1+1.
D’aprés (4.2), y; appartient au sous-anneau de Lie L engendré dans &, par
ses générateurs (&) et w,(G;/Giy; 3, modG,,, )= o0 équivaut a w,(L; y;)=o.
Mais, d’aprés les propriétés de l'algébre enveloppante d’une algébre de Lie,
si y;€L, w,(A;y)=w, (L; y:) et, d’aprés les propriétés de la complétion
p-adique, w,(&; yi)=w, (Ap;y:). Ainsi finalement w,(@A,; y;)=o, et, de
méme, w,(Qp; y;)=o0 pour tout entier r > 1.
D’aprés (5.1) :

(ryrter)= ot (1) = 1o (i w,((£9))

1Lr<Lpti 1zr<Lp’i
Montrons que
v(;’;ki_ (1 —F')/i)pki)éV((I + ¥ )/'k"_ 1) + 1.
En effet :
V(( L yi+ Liy )pki_ ( 1 4;“)/[)/1‘%') >~ Inf \ ()((,,{k;) (()’L N ),-__ ,)';))
1Lrpti

Or,

) ((}’L Aty )"—)’f) >+,

et, par conséquent, |
V(({'ﬁ) ((.)t +l|¢z)”—.}"i‘))él“u(t'/‘—i- I, W’p<<6{k')>>éFu<[l‘, W/1<<¢kl)>> + IEV((I +.)/i)/)ki" ]>+ I.
Ainsi,

c’(:f‘ki— 1) = v(( I —|—yz)/’ki— 1) = Int F[,<L'r, cvp<({{ki)>> .

1éz*él)ki
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Or, il estbien connu que Wp(({{"i»:/f,-—wp(r). Posonsdonc r=p's, avec (s, p)=1;
ainsi A= w,(r). Alors F‘,<ir, w,,((l;“») =F,(¢p"s, k,— h). Mais, sis >1;
Fo(iphs, ki— h) = Fo(ip", ki— h) + ip"(s —1) = Fo(ip", ki— h) +1.

Cela montre qu’il suffit de donner a r les valeurs p"(oZh k), et nous
obtenons :

v( 5P —1)— Inf Fv(zp’l ki— h),

0Lh=L
v(z{’ —-I—Zhi:o(z;,)y{-’ >év(zf’ —1>+1.
Soit maintenant z =117,z comme en (5. 3). Nous savons (3.2) que

¢(s—1)= Inf o(ar fo)= Inf  F(ph k—h)=e.
1£Lil» 12i<le;02h<k;
Montrons que 'on a précisément ¢(z—1)=rc. Pour simplifier, le signe =
indiquera dans les lignes suivantes une congruence modulo I'idéal constitué par
les éléments de A, dont la filtration est au moins égale a ¢+ 1. Alors :

ki K b . 8 h
3P :I—i—Zoéhéki(gh)y@ et. z:l—|—214l< <,,)yl’

Il existe, d’aprés la définition de ¢, un couple d’entiers m et n, tels que
Fo(mpr, kpp—n)=c, ym7#o et o= nZky.

D’aprés (5.1), on ne peut avoir ¢(z —1) > c que si la composante homogeéne de
degré mp" de z est de filtration ~> c. Cela se traduit par :

Eip";mp"( )y],h_ 0,
et, pour montrer 'impossibilité de cette relation, il suffit d’établir que :

W,;(Ei/,h:,npn (;f,) y’;h> — Inf w,,( :‘) Zkp—n .

iph=mpn

Remarquons que les éléments y; qui apparaissent dans le produit
(14 yi+ i )”k" peuvent, éventuellement, ne pas figurer parmi les éléments
d’une méme base du groupe abélien libre L. Par contre, la condition w,(L; y,)=o0,
pour tout ¢, montre que les y; peuvent figurer parmi les éléments d’'une méme
base, sur 'anneau des entiers p-adiques, de I'algébre de Lie L, (complétée de L
pour la filtration w,) engendrée dans A, par ses générateurs (x,). Mais nous
avons vu que la sous-algébre de @, engendrée par les (x,) (dont A, est la
complétée pour la filtration w) est une algébre enveloppante universelle de L.
Cela implique, comme nous I’avons rappelé au paragraphe 4, que toutes les
puissances entiéres > o des y; peuvent figurer parmi les éléments d’'une méme
base de cette sous-algébre sur ’anneau des entiers p-adiques. La relation que
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nous cherchons a établir en résulte immédiatement. Nous avons donc achevé la
démonstration du :

TutoriMe (5.4). — St ¢ est une filtration de @, vérifiant (5.1), et si 1L,z est
une représentation comme produit de z € G wvérifiant les conditions de (5.3),
alors ¢(z—1)=InfF,(ip", k;— h), la borne inférieure étant prise pour tous les
couples d’entiers i, h tels que 1 =i et 0 = h Zk;.

Il est évident que n’tmporte quelle représentation de z comme produit doit
conduire & la méme valeur de ¢(z—1). La borne inférieure figurant dans (5.4)
est donc un invariant de toutes les suites (k;) apparaissant dans les représen-
tations d’'un méme z€G.

Nous pouvons maintenant déterminer les sous-groupes de la N-suite (H;,)
de G associée a la filtration ¢ d’apreés (3.2). Par définition, z€H; . équivaut
av(z—1)>x1, ouencore(5H.4):

F,(jpt kj— h) 1 pour 1=Zj et oZLhZkj

sl 3= H;;,Z//z-"f est une représentation quelconque de z comme en (5.3). Pour
et j fixes, désignons par ®,(7, j) le plus petit entier £ tel que F.(jp", k—h)>=i
pour tout A tel que o=_A__k, ou-bien le symbole « si de tels entiers
n’existent pas. Nous pouvons alors énoncer le :

TueorkME (5.5). — Le 1" sous-groupe H;, de la N-suite de G associée a la
Siltration ¢ vérifiant (5. 1) est de la forme :

i
Hiyi’: Hj:1 G—]ﬁ l])'
“ appartient a G et st chaque 5;,€ G; alors
. . . £ . . A
s€H;,; réciproquement, st 117, 3} " est une représentation de s € H; , vérifiant les
conditions de (5.3), k;> ®,(1, j) pour tout j.

.. ;- D,
Autrement dit st le produit z =11, 7}

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les « groupes de dimension
modulo p" » d’'un groupe libre, définis & partir de I’algébre de Magnus @, &
coefficients dans 'anneau Z . des entiers mod p”. Il revient au méme d’introduire
dans @, lafiltration définie par Fy,(7, j) =0 sij>hetF,(7, j)=isioLj—h—1,
car le quotient de A, par ’ensemble de ses ¢léments de filtration oo s’identifie
alors & @ .. Un calcul trés simple nous montre que

Inf Fu(ipr, k—ry=—i si k<h

0zZr=k
ou bien

Inf F,(ip", k — r)=—=iphr+n si A A
3

Zzre
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Nous pouvons écrire dans les deux cas :

Inf Fj(ip", k — r) = pt-ri+u+

0oZLrZLk

en posant selon 'usage n* = Sup (n, o). D’ou :

TutorkME (5.6). — Le 1" sous-groupe de ditnension de Gmod p", noté G; . est
. Ie ’ ’ ’ M k 5 23 ;
constitué par les éléments 3 € G dont les représentations (5.3) Iz, =7 ver ifient
JpT T T pour tout .

Dans le cas ou A=1, on obtient les groupes de dimension modp, déterminés
par Zassenhaus [ 36 ].

Ces N-suites correspondantaux différentes valeurs de I’exposant 2 se déduisent
facilement les unes des autres. Ainsi, si A <A’ :

(8,7) Gjpp' = Gjpp'=h pn G;

et, en particulier,
G ph= Gjpr=1 p G-
En effet, si s =11, €G

oo

lp(ki_l"+1)+ é_]‘, donc ip(ki—h’-{—l)é]’,

, nous avons, pour tout 7 tel que 1Z7 ;7 —1:

ce qui équivaut a : (p" I jp", Ainsi
ji k; \ ’
Wz} =% € Gjpwn yiy d’oun G; % € Gy 1 G
et 'on montre de méme que
Gij,p D Gijph—h ph G

Le théoréme (5.4) nous permet de déterminer une N-suite dans G chaque fois
que nous avons une fonction F(7, j) vérifiant les conditions (5.2). Prenons, en
particulier, F(7,j)=ri— sj(r et s entiers > 1). Nous aurons d’abord 4 calculer

Inf F(ip", -—/z): Inf ript+-s(k—h).

0zLhzk zhzk

Si p, r et s sont fixes, la borne inférieure est atteinte pour £ = o si ¢ est suffi-
samment grand <en tout cas si i L); des irrégularités apparaissent pour
— rlogp

les petites valeurs de 7.
Prenons d’abord » =s=1. Alors la borne inférieure est i £, quels que
soient 7 et p. Par conséquent ¢(z—1)=Inf(k+7) et :
12

(5.8) La N-suite de G associée a la filtration définie par F(7, J)——l—l—] est
composée des sous-groupes H;=G""G/"". . .G,.
Soit maintenant F(7, j)=1¢+ 2. Alors nous avons
Inf (ipt+a(k—h))=i-+ ok,

ozh<k
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sauf pour p =2, i =1, ou Inf 2"+ 2(k— h)=12k. Désignons par {x | le plus

0ozLh<k

petit entier >, de sorte que {z} —1< 2 Z{x}. Alors :

(5.9) La N-suite de G associée a la filtration définie par F(i, j) =i+ 2] est

= 155 1

J

composée des sous-groupes K;= G}
i i—2 i—j
et K,~=Gf{2}G§{ i }. . .Gf{ : }. ..G; pour p=a.
Les filtrations que nous venons d’étudier vérifient, outre (5. 1), la condition :

.. .Gy si p est impair,

(5.10) F(i,0)<<oo et lmF (i, j)= pour tout i 1.
o

F(7, 0) <o pour tout 7 est la condition nécessaire et suffisante pour que la
N-suite (H;) associée a la filtration considérée soit séparante; limF(7, j) = «
] > '

est la condition pour que z”* tende vers 1 [au sens de la (H;)-topologie]
quand % tend vers o, quel que soit z€G. Nous appellerons désormais
p-filtrations les filtrations de A vérifiant (5.1) et (5.10).

TutoriME (5. 11).— Toutes les N-suites de G associées aux p-filtrations définissent
sur G la méme topologie, que nous appellerons la p-tToPoLOGIE DE G.

Soient, en effet, ¢ et ¢’ deux p-filtrations de @, (H;) et (H)) les N-suites qui
leur sont respectivement associées. Nous devons montrer que pour tout z>>1 on
peut trouver un j tel que H;c H;. Soit z = I,z comme en (5.3). z€H; équivaut
ak>®,(I, r)pour 1Zri—1, puisque ®,(7, r) =o pourr>i(5.5). Orla
condition (5.10), vérifiée par ¢ et ¢/, montre que ®,(z, ) <oo pour tous 7. r et
que lim®,(j,r)=o pour tout r fixe. On peut donc choisir j assez grand pour

i

que ®,.(j, r)>®,(z, r) pour tout r, ¢’est-a-dire pour que HiC H,.

Remarquons que les p-filtrations ne définissent pas toutes sur @, la méme
topologie, puisque certaines des topologies associées ne sont pas séparées
[¢f. (5.6)]. Par contre, toutes les p-filtrations séparantes de A, [ caractérisées
par F(7, j) <o pourtous ¢, j < oo ] définissent sur A, une méme topologie qu’on
peut caractériser ainsi : on considére A, comme le produit direct de ses
composantes homogénes; on prend sur chaque composante la topologie p-adique
et sur A, la topologie produit (rappelons que si ’on prenait sur chaque com-
posante latopologie discréte on obtiendrait sur @, latopologieassociéeal’ordre).
Il résulte de cette interprétation que A, est complet (comme produit de groupes
complets) pour la topologie associée a une p-filtration séparante | par exemple
w,+ w, comme en (5.8)]. Ainsi le complété G, de G pour sa p-topologie se
trouve plongé canoniquement dans L, et c’est pour cette raison que nous avons
pris comme anneau de base 'anneau des entiers p-adiques et non 'anneau des
entiers rationnels.

Ce résultat s’établit plus simplement en considérant toutes les algébres de
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Magnus @, a coefficients dans Z,. (anneau des entiers modp") obtenues comme
quotients de A, : A= A,/p"@A,. Nous avons alors le diagramme d’homo-
morphismes suivant :

Ap<=Aps<—. . <= Aph<—. . .<= Ap,

qui fait apparaitre @, comme la limite projective des @,.. Plus précisément, si
I'on prend sur chaque A, la topologie associée a l'ordre, la topologie ainsi
définie sur leur limite projective @, coincide avec la topologie définie par une
p-filtration séparante. Chacune des algebres de Magnus contient une image iso-
morphe du groupe libre G € @, ainsi que de son complété G, pourla p-topologie.
Les isomorphismes de ces différents groupes les uns sur les autres sont induits
par les homomorphismes des algébres @, les unes sur les autres, et il en

résulte 2 nouveau que la limite projective @, contient G,. L’anneau des entiers
p-adiques apparait ainsi plus naturellement comme limite projective des
anneaux Z,.

Si G a un nombre fini de générateurs, les groupes G;/G;,., sont des groupes
abéliens libres de dimensions finies d;(¢f. Witt[ 33]). Alors si (H;) est la N-suite
associée a une- p-filtration ¢, G/H; est, pour tout 7, un p-groupe fini. En effet,
G;C H; et une formule connue de la théorie des groupes donne, pour le calcul
des indices :

(G:H;) = (G1:H;G,) (Go:H,G;nGy) . . (G ;G nG)). . . (G i HinGiy) 5

or, d’aprés (5.5),

(G;:H;Gjy nGj) = ptteldd,
Par conséquent :
(5.12) (G:H;) = pZdj®ib,

Le complété G, de G peut s’identifier & la limite projective des groupes
finis G/H; (munis de la topologie discrete). Il est donc compact. Soit, d’autre
part, N un sous-groupe invariantde G tel que G/N soit un p-groupe fini. Alors G/N
estnilpotent; sicestsaclasse, G.., CN. Si p" estI’ordre maximum d’un élément
de G/N, #" €N pour tout z€G; done (5.6) G,,, ... CN, ce qui montre que N
est un sous-groupe invariant ouvert de G. Réciproquement, tout sous-groupe
invariant ouvert N de G est tel que G/N soit un p-groupe fini. Si n est le nombre
des générateurs de G, on peut considérer que les p-groupes finis ayant n géné-
rateurs déterminés forment une catégorie partiellement ordonnée : si les géné-
rateurs de G, et G, sont respectivement e,, ..., e, et fi, ..., f,, on pose
G, =G, s’il existe un homomorphisme, nécessairement unique, de G, sur G,
appliquant f; sur ¢, Nous pouvons alors prendre la limite projective de ces
p-groupes finis, qui s’identifie & G,. Le groupe compact G, apparait dans la
théorie de Shafarevitch [32] comme le groupe de Galois de la p-extension
maximale d’un corps p-adique ne contenant pas les racines p**™s de I'unité.
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Les sous-groupes H; d’une N-suite obtenue a partir d’une p-filtration dans un
groupe libre sont entiérement définis a partir des sous-groupes G; et de la
fonction F,(7, j). Si f est un homomorphisme de G sur un groupe G/, 'image
directe (f(H,)) de la N-suite (H;) de G est une N-suite dans G/, construite par
le méme procédé a partir des sous-groupes de la suite centrale descendante de
G’ et, par conséquent, ne dépend que de F.(z, j), et non pas de G ni de /. C'est
ainsi, par exemple, que nous pouvons parler des groupes de dimension modp”
dans un groupe G’ quelconque. Remarquons que dans le cas ou G’ est un p-groupe
fini, les groupes de dimension modp” se confondent avec les sous-groupes de la
suite centrale descendante dés que /4 est suffisamment grand.

6. ALGEBRES DE LiE RESTREINTES ET N-SUITES RESTREINTES. — Nous nous proposons
d’abord d’étudier 'anneau de Lie £(G; ,) associé a la N-suite (G, ,) des groupes
de dimension modp d’un groupe libre G (p désigne comme précédemment un
nombre premier fixe). La N-suite (G; ,) est obtenue par le procédé du théoréme
(3.2) en plongeant G dans I’algébre de Magnus @, (i coefficients dans le corps
Z, des entiers modp) filtrée par I'ordre w. L’algebre graduée G(@,), associée a
lalgebre filtrée @, s’identifie canoniquement a I’algebre associative libre de
générateurs (x,), contenue dans @, (et obtenue en prenant les éléments qui
n’ont qu'un nombre fini de composantes homogenes non nulles). £(G;,)
s’identifie, d’apres (3.2), a une sous-algébre de Lie homogene de A, que nous
désignerons par R. R contient déja la sous-algebre de Lie libre L, engendrée
dans @, par les générateurs (x,) qui correspondent aux classes modG, , des
générateurs (1+x,) de G. Plus précisément, ce sont les classes mod G, , des
éléments z; de G; tels que w,(G;/Gy; z;modG;,)=0 qui ont pour images
canoniques les éléments homogenes de degré 7 de L ; autrement dit, ces éléments
z; s’écrivent dans @, sous la forme z;=1—+4y;~+1t.,, avec y;€L, yiz£o
et w(Zq)>>7 -+ 1. Alors

R =14yt 4 Lipkyar avec o (ljhpr) > iph—41.
Il nous suffit d’appliquer (5.6) pour obtenir le :
TutoriMe (6.1) — Soit ¢ = jp", j étant premier a p. Alors les éléments homo-

genes de degré i de la sous-algebre de Lie R de &, a laquelle nous avons identifié
12( Gy p), sont les éléments de la forme :

. Y h1 I
e e i /e e

ow y, désigne un élément homogéne de degré jp" appartenant a L, sous-algébre
de Lie engendrée par les générateurs (x,),, dans @,

Le fait que R soit une sous-algébre de Lie dans un algébre associative libre
sur Z, nous conduit a retrouver les propriétés fondamentales des algebres de
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Lie retreintes sur un corps de caractéristiques p, dont la théorie est due a
N. Jacobson [11]. Supposons pour simplifier que les générateurs (x,) soient au
nombre de deux, notés x et y. Alors, puisque p -1 n’est pas divisible par p et
que [x, y?]€R, nous devons avoir [z, y*|€L. [2, y] est homogene de degré 1
par rapport i & et de degré p par rapport & y; il ne peut donc étre égal qu’a
[---[[= ¥], ] ---y], multiplié par un scalaire dont on vérifie immédiatement

p lois
qu’il est égal & 1. Si ady désigne I'endomorphisme défini par  — [, ], nous
avons :

(6.2) ad (y7) = (ad y)?,

résultat valable dans toute algebre associative sur un corps de caractéristique p,
et d'ailleurs aisé a vérifier directement. ,

Considérons maintenant ” + y? €R. D’aprés (6.1), il existe a et 3€Z,, tels
que a + y?—(ax + By)’€L. En égalant les coefficients de x” et de y”, on
obtient immédiatement « = 3 =1. Ainsi :

(6.3) [Identité de Jacobson [10] :
(x+y)Y=al+y’'+ A,)(2, y), ou A,(x, y)eL.

A,(z, y)est un élément de 'algebre de Lie de générateurs x et y a coefficients
dans Z,. On peut donc calculer A,(x, y) dans toute algébre de Lie sur un corps
de caractéristique p. L’identité (6.3) est ainsi valable dans toute algeébre
associative sur un corps de caractéristique p. (Pour un calcul plus explicite
de A,(z, y), d’aprés un procédé de E. Artin, ¢f. Zassenhaus [35]).

A cette identité de Jacobson correspond dans un groupe uneidentité de P. Hall:
soit G le groupe libre engendré par « et y. Alors d’apres (5.6) x*y? €6, ,, ce
qui implique :

(6.4) xPyP=(zy )P 5h...5,_, 2p, ou z€G; (2 ZiZp).

Une algébre de Lie restreinte £ sur un corps k de caractéristique p est,
par définition, une algébre de Lie telle qu’a tout élément z€ £ se trouve
associé un élément x” € 2, pour lequel ad(a”)= (adx)’. Cette conditition
détermine univoquement x” si le centre de £ est réduit a (0); sinon 2 est
seulement déterminé modulo le centre. Nous exigerons donc de plus que
(Ax)e=ral pour AE L, et que

(@ +y)r=at+yi+Ap(2, ¥);

a” estalors déterminé pour tout x € £ dés qu’il est connu pour les éléments d’une
base de £ sur k. Réciproquement, la donnée d’éléments ¢’ tels que
ad(el)= (ade,)?,

ou e, parcourt les éléments d’une base de £ sur £ détermine bien une structure
d’algebre de Lie restreinte sur £.
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Une représentation linéaire restreinte f d’une algébre de Lie restreinte dans
une algébre associative A devra vérifier, en plus des conditions générales d’une
représentation linéaire, f(xﬁ)z(f(a:))/’ On en déduit la notion d’algébre
enveloppante restreinte universelle d’une algébre de Lie restreinte, et la
construction d'une base de cette algebre [11]. Comme dans le cas des
algebres de Lie ordinaires, on démontre que la sous-algébre de Lie restreinte
engendrée par les générateurs d’une algebre associative libre est libre (cf. § 4).
Nous pouvons donc énoncer le :

TatoriMe (6.5). — L'algébre de Lie £2(G; ) associée a la N-suite des groupes
de dimension modp d’'un groupe libre G de générateur (x,),, est Ualgébre de Lie
restreinte libre a coefficients entiers modp ayant pour générateurs les classes

des (x,) mod G, .

Définition. — Nous appellerons N-suite restreinte dans un groupe G une
N-suite (H;) telle que, pour tout z€H;, x’€H;, (p désignant toujours le
méme nombre premier fixe).

Nous montrerons quesi (H;) est une N-suite restreinte, £(H;) est, cano-
niquement, une algébre de Lie restreinte sur Z, [il est évident que £(H,) est
une algébre sur Z,, puisque tout élément non nul de H;/H;,, est d’ordre p].
Démontrons d’abord un résultat qui précise (3. 2).

TutoreME (6.6). — Soient A une algébre associative sur le corps Z, des entiers
modp possédant une unité notée 1 et munie d'une filtration v; G un groupe, f un
homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A,
tel que o( f(@) — 1)>1 pour tout x € G. Alors la N-suite (H;), définie en posant
x €M, st et seulement st o( f(@) — 1) 21, est une N-suite restreinte. Si &; désigne
généralement la classemodH,,, de x; € H,, la correspondance &;— ¥ = x7 est bien
déterminée, et définit sur £2(H;) une structure d’algébre de Lie restreinte sur Z,,.

L'isomorphisme canonique de £2(H;) dans G(A) est en méme temps une représen-
tation restreinte.

Démonstration. — Soit @; € H;; alors o f(2;) — 1) 0. Mais
v(f(x@) — 1> = V(f(xi)l’—— 1) = V((f(xi)— 1>P>§ip.

Donc o7 €H,, et (H;) est une N-suite restreinte. Soit de plus ;€H,,; x;= &,
équivaut a v(f(xt) —f(a:)) > 7+-1. Dans ce cas,

Sty = far) = (fey — (fap=(fa) + (f(z) — f(@)p— (f(2)"

et, par conséquent,
o(f(@l) = f(@P)) > ip +1.
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ce qui signifie que 27 =7, en considérant 2} et 7 comme des éléments
de H;,. L’application &;— &7 = &% est donc bien déterminée, et, en appelant
¢ 'isomorphisme canonique de £(H,) dans §(A), le calcul précédent montre
que (&) = (p(&))?. Ainsi #7 définit sur £(H,) une structure d’algebre de Lie
restreinte surZ,; on doit étendre la définition de 2” aux éléments non homogénes
au moyen de

(@ +y)e=alt+ i+ Ay, ),

et ¢ est une représentation restreinte.

Toute N-suite restreinte ainsi obtenue a partir d’'un homomorphisme de G
dans une Z,-algebre associative A peut aussi s’obtenir en prenant sur I'algébre
Z,(G) du groupe G a coefficient dans Z, I'image réciproque de la filtration de A
par’homomorphisme associé de Z,(G) dans A. Nous allons établir la réciproque
de (6.6), c’est-a-dire :

TutoriMe (6.7). — Toute N-suite restreinte de G peut étre obtenue par le
- procédé du théoréme (6.6) a partir d'une filtration convenable de Z,(G).
D’ou en appliquant (6.6), le :

CorovrLatre (6.8). — St (H;) est une N-suite restreinte dans le groupe G, £2(H;)
est, canoniquement, une algébre de Lie restreinte sur L, avec If= 7.

Démonstration. — Soit G un groupe, (H;) une N-suite restreinte dans G.
Nous avons seulement a démontrer (6.7) dans le cas ou (H;) est séparante :
il nous suftira ensuite de prendre I'image réciproque dans Z,(G) d’une filtration

convenable de Z,(G/H), ou Hani, par I’homomorphisme canonique

de Z,(G) sur Z,(G/H). Supposons donc nHiZ(I>. Pour tout x€ G, nous

définirons w(x) par x € H,,.) et x €y (o)q. Alnsi 12w ()< oo, sauf si x=1.
Nous cherchons une filtration sur Z,(G) telle que ¢(x—1)=w(x) pour
tout z€G. Or, dans I’algébre A =72,(G), les sous-modules A; constitués par
les sommes d’élément de la forme (z,—1)(z,—1)...(5—1), ou 5,€G
et X, w(z;)>>7 définissent une filtration ¢ (il est évident que A;A;CA.;), et
¢(x—1)>w(x) pour z € G. Si¢ est une filtration de A vérifiant o' (z—1)>> ()
pour tout x € G, on a ¢'(y) > ¢(y) pour tout y € A. Nous sommes donc ramené
4 démontrer que ¢v(x —1)=w(x) pour tout z€G.

Choisissons une famille (2,) d’éléments de G, ot parcourt I'ensemble bien
ordonné I, possédant les propriétés suivantes : si w(x,) < w(x,), onat<A;
les classes modH;,, des «, tels que w(2,)=1forment une base du Z,-module
H;/H;., pour tout entier :>>1. Pour construire une telle famille, il suffit de
prendre, pour chaque 7, une famille de représentants d’une base bien ordonnée
de H;H;.,, et d’ordonner leur réunion en accord avec la premiére condition.
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Nous supposons désormais que la N-suite restreinte (H;) est finie, ¢’est-a-dire
que H,= (1) pour un certain entier n. Alors tout élément z de G s’écrit, d’une
maniére et d’une seule, sous la forme

s=ahalal avec 1 <te<l...<tp € oZLa,=Zp—1 (pouri=s=r).

La démonstration procéde par récurrence modG; [cf. (5.3)]. Nous écrivons
s=ILa}, ou tous les A, sont nuls, sauf pour t=1,, ..., v et ow 0=l Zp—1.
Les facteurs sont ordonnés dans I'ordre croissant, de gauche a droite. Montrons
qu'une base de A sur Z, est constituée par les éléments II,(x,—1)", ou les
familles d’exposants (/,), sont caractérisées par o <Zh,-Zp—1 pour tout .
et h,— o sauf pour un nombre fini d’indices t. En écrivant

I . .
who= (14 (2,— 1)) = 2 (%) (@, — 1),

et en remplacant chaque & par son développement dans le produit s = Iz,
nous voyons que tout &€ G est une combinaison linéaire des II,(z,— 1)" qui
engendrent donc A. D’autre part, X, a,, II.(x,—1)" (ou tous les a,, sont nuls
sauf un nombre fini) ne peut étre nul que si les coefficients a,,€Z, sont nuls.
En effet, ordonnons lexicographiquement les familles (4,), ¢’est-a-dire, posons
(h) < (k) s’il existe A€l tel que h, =k, pour v <%, et iy < k. Alors, parmi
les familles (4,) telles que a,,< o, il existe un maximum, soit (£,), et I’on voit
que, rapportée a la base de A constituée par les éléments de G, la composante
de X,,a,,II,(x,— 1)" suivant I, x}* est a,,5£ o.
Convenons d’appeler «représentation » de y € A une égalité de la forme

y=2(z—1)...(5—1),

ou X est le symbole d’'une sommation finie, et ou tous les z, appartiennent a G;
la «filtration apparente» de cette représentation sera, par définition, le
nombre Inf(ZL’:‘1 w(3,)), la borne inférieure étant prise pour tous les termes de
la somme. Alors, si nous supposons ¢(y)>x1, ¢(y)estégal alaborne supérieure
des filtrations apparentes de toutes les représentations de y. Si nous exprimons
y comme une combinaison linéaire des éléments basiques II(x,—1)", nous
obtenons une représentation de y que nous appellerons représentation réduite.
Nous allons montrer que ¢(y) coincide avec la filtration apparente de la repré-
sentation réduite de y. Il en résultera bien w(z)=¢(z—1) pour tout z€G;
si, en effet, z=1Lx), il existe au moins un t, soit A tel que &, =~ o et que
w(@,)=w(z). Or la représentation réduite de z contient le terme /; (2, —1)
et, par conséquent

¢(z—1)Zw(z), donc ¢(z—1)=w(3).

Nous voulons montrer qu’on peut passer d’une représentation quelconque a
la représentation réduite sans diminuer la filtration apparente. Supposons ce

résultat vrai pour toutes les représentations X(Il(z —1)) ou tous les 5€ G qui
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apparaissent explicitement, sont contenus dans H;,,. Nous allons le démontrer
en remplacant H.., par H; [notre hypothése de récurrence est vérifiée pour
i{+1=n, puisque H,=(1)]. Si la proposition était fausse, il existerait un
produit (z,—1)...(3,—1), ot w(z,) > i(1sr), dont lafiltration apparente
diminuerait quand on passe & sa représentation réduite. Si nous remplacons
chaque facteur (z— 1) pourlequel w(z) = par sareprésentation réduite, nous
voyons qu’on pourrait trouver un produit de la forme '

Pi(x,—1)Py(ax,,—1)... (2, —1)Pryy,

ou les P, représentent des produits (éventuellement vides) de facteurs (z —1),
avec z€H;.,, w(x,)=1 pour 15k, la filtration apparente du produit
étant strictement supérieure a celle de sa représentation réduite. Raisonnons
maintenant par récurrence sur £ (pour k= o la proposition est vraie par I’hypo-
thése de récurrence précédente). Montrons d’abord qu’il est possible de se
ramener 4 un produit de la forme (x,—1)...(x,—1) P, ou P désigne un
produit de (z—1), avec s€H;,,. Il suffira pour cela d’appliquer un certain
nombre de fois I'identité :

(=10 (x—1)=(x—1)(z'sx —1) + (7' zxs"—1) (s —1) + (' zxs™" —1),
en tenant compte des relations
w(xsx) = w(s), w(rzzs ' —1) > w(5) + w(x),

et de 'hypothése de récurrence sur £. Ensuite, nous passerons i un produit de
la forme (x,—1)... (2, —1) P/, ou les facteurs (x,—1) sont les facteurs (,—1)
précédents, rangés dans l'ordre croissant de leurs indices, et ou P’ est un
produit de (s —1) avec s€H;,,. Il suffira pour cela d’appliquer un certain
nombre de fois I'identité

(o—1) (21— 1) = (21— 1) (X2 — 1)

-+ ((a:, — 1) (xa— 1)+ (zy— 1)+ (s — 1) + 1) (23 a7 o) —1).

Nous parvenons donc & un produit de la forme (x,—1)*...(x,—1)"P",
ou Xa,=k, et ou P” désigne un produit de facteurs (z—1), avec s€H,,,.
Si tous les a,(1=sr) sont inférieurs & p, il suffit de réduire P” pour parvenir
a la représentation réduite du produit sans abaisser la filtration apparente.
Sinon, il existe un indice stel que a,>~ p. Nous pouvons alors remplacer (z,—1)™
par (x,—1)* " (al,—1), ce qui diminue de p le nombre de facteurs (z,—1)
sans abaisser la filtration apparente, puisque w(2,”) > p; [ c’est ici qu’apparait
essentiellement la condition que (H;) est une N-suite restreinte]. Nous avons
donc achevé la démonstration de la récurrence sur £; il en résulte la démons-
tration de la récurrence sur 7, et la proposition est démontrée pour les N-suites
finies. Remarquons que ¢ est une filtration séparantesur A =Z7,(G), mais que A
ne peut étre complet pour la topologie associée que si G est fini : en effet,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 2. 15
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les éléments du complété A de A s’identifient canoniquement aux séries
Ly, IL(x,—1)" qui convergent formellement (c’est-a-dire qui n’ont qu’un
nombre fini de termes de filtration =~ % pour tout entier k).

Soit maintenant G un groupe, (H;) une N-suite restreinte séparante dans G.
Nous introduisons dans A =Z,(G) la filtration ¢ précédemment définie et la
topologie associée. Montrons d’abord que ¢ est séparante. Pour cela, considérons
les groupes G/H, munis des N-suites restreintes finies (H;/H,),_. ., leurs
algébres A,=Z,(G/H,) munies des filtrations ¢, définies & partir de ces N-suites,
et enfin les homomorphismes canoniques ¢, de A sur A,. On établit sans peine
que v”(gon(y))éc;(y) pour tout y €A [ considérer une représentation de y dont
la filtration apparente est ¢(y)]. Si y == o, il existe un entier n pour lequel
0.(y) =03 en effet, si y=2X  a;5, 5,€G, il existe un indice n pour lequel
tous les z; sont distincts modulo H,, ce qui entraine ¢,(y)s2o0. Alors
on(2n(y)) <o et, a fortiori, ¢v(y) est fini. Considérons dans A les éléments
I, (x,—1)" ou les familles (%), vérifient les conditions précédentes : tous
les h, sont compris entre o et (p —1) inclus, et sont nuls sauf un nombre fini
d’entre eux. Ces éléments sont encore linéairement indépendants (méme
démonstration). Soit z€G; on peut écrire, d'une seule maniére, z =1L 2,
ou o~Zu,(p—r1) pour tout t€I, et ou les ©, non nuls tels que w(x,) =k
sont en nombre fini pour tout entier k. Le produit Iz} converge dans G pour
la (H;)-topologie, ainsi que dans ’algébre A pour la topologie associée a ¢. Il en
résulté que tout élément de G, donc de A, peut étre représenté, par une série
convergente X, a, IL.(x,—1)", ol a,,€Z, : il suffit de remplacer, dans II,z",
chaque 2 par son développement (1+ (@,—1))". Si X, a,, Il (2,—1)" con-
verge dans A vers y, ¢(y)= Inf(le(h‘)/z;), la borne inférieure étant prise
pour toutes les suites (A,) telles que a;,,5% o. Posons, en effet,

c:Inf(E;sv(/zl) /LL>; alors ¢(y)xc.

Mais, d’aprés I'étude faite dans le cas des N-suites finies, nous pouvons choisir n
assez grand pour que v,l(qa,,(y» —c¢. Alors

c:vn<cpn(y)>év(y), d’ou v(y)=c.

Comme précédemment, nous en déduisons que ¢(z—1)=w(z) pour z€G, ce
qui achéve la démonstration de (6.7).

La topologie induite sur G par la topologie de A est sa (H,)-topologie. Il en
résulte que le complété A de A contient canoniquement le complété G de G.
Montrons que A contient I’algebre Z,(G), ¢’est-a-dire que les éléments de G sont
linéairement indépendants dans A. En effet, l’homomorphisme canonique 9,
de Z,(G)=A sur Z,(G/H,) se prolonge en un homomorphisme ¢,deZ,(G)=A
sur m Alors, sizeG, 7 e€G, zz-*€H,, on a @n(z) =0,(2"). S X_, a3,
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est combinaison linéaire finie d’é¢léments de G i coefficients non nulsdans Z,,,
on peut trouver un entier n et des éléments z, de G tels que

'z, en,, s (s ) ¢ Hy, (pour 1Zs, s'Zr, s #s').
Alors
EP‘"(E'OQ\':‘»') =2, 511(5/1) = 2a, @11(5"9) }ﬁ 03

ainsi Xa,5,5< 0, ce qui montre que les éléments de G sont linéairement indé-
pendants dans A. Nous pouvons donc préciser le théoréme (6.7) :

Tukorime (6.9). — Soit, dans le groupe G, une N-suite restreinte séparante (H,).
Définissons la fonction ¢(y) dans 7,(G) comme la borne inférieure des ¢'(y),
ou ¢ parcourt toutes les filtrations de 7,(G) telles que ¢'(z—1)>>1 si z€H,.
Alors ¢ est une filtration séparante dans 2,(G), s € H; si et seulement.si ¢(3— 1)1
(en supposant z€G), et le complété 1,(G) de 1,(G) pour latopologie associée a v
contient canoniquement Z. ,,(E) , G désignant le complété de G pour la (H;)-topologrie.

Parmi les N-suites restreintes d’un groupe quelconque G, celle constituée
par les groupes de dimension modulo p, (G; ), est celle qui « décroit le plus
vite » : si (H;) est une N-suite restreinte, H;> G; , pour tout 7 [d’apres (5.6) et
la définition des N-suites restreintes]. L’algébre £(G; ) est, en tant qu’algébre
de Lie restreinte, engendrée par ses éléments de degré 1 et I'on peut sans
difficulté démontrer une réciproque analogue au théoréme (2.5). La N-suite
(G;,,) peut étre obtenue au moyen de la filtration ¢ du théoréme (6.8) sur
'algébre Z,(G); ¢ est dans ce cas la borne inférieure des filtrations ¢’ telles
que ¢'(z—1)>x1 pour tout € G [ ce résultat est exact méme si (G; ,) n’est pas
séparante |. Nous pouvons donc énoncer :

TutoriME (6.10). — On obtient les groupes de dimension modulo p d’un groupe
quelconque G en filtrant Ualgébre 7,(G) par les puissances de U'idéal engendré
dans 7,(G) par les éléments z— 1, ou 5 € G.

Dans le cas ot G est un p-groupe fini, ce théoréme est du a S. A. Jennings[12].
Nous allons en faire usage pour étudier la structure des algebres de Magnus.

Considérons le groupe libre G de générateurs (e,);ey. Nous introduisons
sur Z,(G) la filtration ¢ associée, comme en (6.9) aux groupes de dimen-
sion modp, (G; ). Nous allons montrer que 'algébre complétée Z,(G) s’identifie
canoniquement a I’algébre de Magnus de générateurs (e, — 1),cy et & coefficients
dans Z,. Considérons, en effet, I'algébre de Magnus @, a coefficients dans Z,,
de générateurs (z,),cy (en correspondance biunivoque avec les générateurs e,
de G). L’'isomorphisme canonique de G dans @, se prolonge en un homo-
morphisme { de Z,(G) dans &, avec U(e,) =1+ x, pour tout v€N. D’autre
part,  désignant comme précédemment I'ordre dans @, o (d(y)) > ¢(y) pour
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tout y€Z,(G), puisque m(a];(y)) définit sur z,(G) une filtration a laquelle est
associée, par définition, la N-suite (G; ,) [th. (6.9)]. Désignons par G, le semi-
groupe multiplicatif engendré par les (e,) et 1'unité dans G. Nous pouvons
identifier I'algébre Z,(G,) 4 une sous-algébre de Z,(G) : Z,(G,)CZ,(G). La
restriction de ¢ & Z,(G,) est un isomorphisme, puisque §(Z,(G,)) est la sous-
algébre avec unité engendrée par les (z,) dans @, qui est libre par définition.
Mais ® est évidemment la plus petite filtration de q;(Z,,(GO)) pour laquelle
w(a,)>>1 pour tout v€N. Donc, pour tout y€Z,(G,),

m(u[z(y))év(y) et ainsi m(u[/(y)):v(y).

Remarquons que Z,(G,) est dense dans Z,(G), ce qui résulte, par exemple,

des relations lim el ~'=¢]"' dans Z,(G). La complétée Z,(G,) s’identifie donc
r>w

4 Z,(G). Alors I'isomorphisme de Z,(G,), qui transforme la filtration ¢ en la
filtration , se prolonge canoniquement en un isomorphisme ¢ des algébres
complétées (§:Z,(G)=Z,(G,)— @,); ¥ coincide évidemment avec § sur Z,(G).
Nous avons donc identifié Z,(G) et &, avec correspondance des filtrations ¢
et w. Nous allons en déduire le :

TrioriME (6. 11). — S7 Uon considére le groupe libre G et son complété G, pour
sa p-topologie plongés canoniquement dans les anneaux de Magnus X, et A, a
coefficients entiers modp" (resp. entiers p-adiques), U'algébre du groupe G, a
coefficients entiers modp”" (resp. entiers p-adiques) est représentée fidélement
dans &, (resp. Ay).

CoroLLARE (6.12). — L'algebre 7(@) du groupe G complété de G pour la topo-
logte associée a sa suite centrale descendante est représentée fidélement dans I’ anneau
de Magnus correspondant &, a coefficients entiers rationnels.

Démonstration. — Nous venons d’établir (6.11) pour le cas ou 2 =1. Soit
= X_, o3y, ou z€@um, a;€Ly, oo, zseﬁ,,,

les z, étant tous distincts (1=Zs 7). Si k= Inf w,(a,), on a

1LsZr

oLk=Zh—1 et ax:Pkafn'

les o, n’étant pas tous nuls modp. L'image de ’=X_, & z, par ’homomorphisme
canonique de @, sur &, n’est pas nulle, ce qui peut s’énoncer : w,(z')=o, et
par -conséquent w,(z)=+£k< o, donc z£o0, c’est-a-dire (6.11). La méme
démonstration reste valable pour I’algébre de Magnus @,

Les sous-groupes G; de la suite centrale descendante de G sont fermés pour
la p-topologie de G [cf. (5.6)], ce qui permet d'identifier G 4 un sous-groupe
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de G,. Des identifications canoniques évidentes montrent qu’une relation de
dépendance linéaire entre éléments de G dans @ aurait pour conséquence une

relation de dépendance linéaire entre éléments de G, dans @, contrairement
a(6.11), d’ot (6.12). Sil’on se restreint aux éléments de G, on voit que Z(G)
est plengé canoniquement dans A, ce qui constitue le « théoréeme d’unicité
pour les développements en séries de puissances » de R. H. Fox [5].

Le théoréme (6.11) peut étre précisé en considérant certaines bases dans @, et dans @yp.
Reprenons les notations introduites dans la démonstration de (6.7) : G désigne maintenant
un groupe libre, (H;) = (G, ) ses groupes de dimension modp; Z,(G) s’identifie, comme
nous l'avons vu, & @,. Les éléments basiques II,(z,— 1)" peuvent étre considérés dans
toutes les algébres de Magnus @, et dans @p. Démontrons que les séries 2, ) 1L, (2, — 1)
convergent dans @,. et en représentent univoquement tous les éléments si les conditions
suivantes sont bien remplies : a;,€Z,» pour toute suite (A,) et les @y, non nuls tels
que 2./, w(x,) < k sont en nombre fini pour tout entier . Etablissons d’abord la conver-
gence; nous désignons par w,. 'ordre dans &,:.. Montrons que les coefficients «;, non nuls

pour lesquels w,,;.(l[t(xﬁ— 1)’%) < k sont en nombre fini pour tout entier . Nous n’avons a

congidérer que les familles (A,) pour lesquelles X, A,k [puisque w,:(z —1)>1 pour
tout € G], et nous avons, par hypothése,

b ow(x) > k(k—+1)ph

pour tous les @y, 0, a Pexception d'un nombre fini entre eux. Mais 2, A,k et
L w(x —+ 1) p»' impliquent qu’il existe au moins un x, avec A, o et
3h, D k(k pit pliquent qu’il t h
w(z) > (k+1) ph='. Alors 2, € Gy yph—1p C Gporpr [ d'apres (5.7)], et wpn(x,— 1) > (k+1).
ortiori x,—1)" + 1. La convergence des séries étudiées est donc établie.
A ¢ (1L (2, YNk L g d tud td tabl
Le fait qu'une série X,a; I (2, — 1)" ne peut é&tre nulle que si tous les e, sont nuls
s’établit en posant
/{' - Inf(h‘) wp(a(;,‘,), a(/l‘):p’fazhd,

et en utilisant ’homomorphisme canonique de A,. sur &,, comme dans la démonstration
de (6.11). Enfin, tout y € @, peut étre mis sous la forme 2, a1, (2, — 1) : en appliquant
toujours 'homomorphisme de @, sur @,, nous construisons une série y, du type considéré,
qui approche y modp, puis nous commencons la construction pour ) €@, tel que
¥y =y1-+py', .... Finalement, nous obtenons y sous la forme y;—+ py,—+...+ py,,
les y, étant des séries du type considéré.

Si nous considérons @y comme la limite projective des algebres de Magnus &,x avec, bien
entendu, la topologie correspondante, les résultats précédents restent valables, a ceci prés
qu'il est nécessaire, pour obtenir tous les éléments de Qp de remplacer la condition « les ¢y,
non nuls tels que 2,4, w(2,) < k sont en nombre fini pour tout entier £ » par la condition
moins forte « les a) non nuls tels que 2/, w(2,) =k et w,(a,)<k sont en nombre fini
pour tout entier £ ». Nous pouvons unifier ces énoncés en exigeant seulement que les séries
convergent dans l'algébre considérée.

Si nous étions partis d’'une N-suite restreinte séparante de G distincte de (Gyp), ces

derniers résultats resteraient valables. Mais I'isomorphisme entre Z,(G) filtré a partir de la
N-suite considérée (6.8) et (1, n’identifierait plus les filtrations.

Déterminons maintenant les anneaux de Lie £2(G,,.) associés aux groupes de
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dimension modp" d’un groupe libre G(A>1). Ce sont des algébres de Lie
graduées sur Z,, qui peuvent étre plongées canoniquement dans l'algebre
associative libre contenue dans I’algebre de Magnus @, (dont les générateurs
sont en correspondance biunivoque avec ceux de G). Comme au début de ce
paragraphe, nous désignons par L la sous-algébre de Lie libre contenue dans &,
et par R la sous-algébre de Lie de @ . identifiée a £(G,,.). Alors LCR et la
forme générale d’un élément de degré jp* [ou (j, p)=r1]de R est :

6.13) Yipk PP Y ks pht iy,
JP Y /

ou y; désigne généralement un élément homogeéne de degré i de L. II suffit, en
effet, de reprendre le raisonnement qui nous a conduit a (6.1), en remplacant
'identité
(1+z) =1+ 2 (modp)
par I'identité
(14 )" = (1 ) (mod ph).

Nous sommes conduits a considérer R comme une algébre de Lie « restreinte »
sur 'anneau Z ., ou 'opération  — 2% vérifiant(ad x )’ = (ad(xﬁ» n’est définie
que pour les éléments x tels que pzr = o; ces éléments constituent évidemment
un idéal, dans lequel I'identité de Jacobson (6.3) s’applique. Avec la défini-
tion des Z,-algébres de Lie restreintes qui se présente ainsi naturellement,
£2(G, ) est caractérisé comme une Z, -algebre de Lie restreinte libre.

Indlquonb enfin la structure de ’anneau de Lie £(H;), ou (H;) est la N-suite
déterminée dans le groupe libre plongé dans @ par la ﬁltratlon e=w-+w,(5.8).

£2(H; ) s’identifie & une sous-algébre de Lie G(&,), algebre associative graduée
associée a l'algebre de Magnus @, filtrée par ¢. Pour tout entier £>- o0, la
composante homogeéne de degré  de G(A,) s’identifie canoniquement a la
somme directe des composantes homogénes de degré ——k de @, (ou de &,
réduit modp) : un élément y € &, tel que ¢(y)>> k posséde une decomp051t10n
homogeéne de la forme

Yy=pye+pF Y+ Vet

et nous lul faisons correspondre y,+ vy, +...+ y, les composantes y, étant
les images des y; par 'homomorphisme canonique de @, sur @,. G(A&,) se
trouve ainsi naturellement bigradué. Cette identification de ¢ (@, ) permet, en
utilisant (5.8), de déterminer la structure de £(H;) : la composante homogéne
de degré j de £2(H;) est canoniquement isomorphe 4 la somme des composantes
homogénes de degré ——j d’une algébre de Lie libre sur Z, dont les générateurs
sont en correspondance biunivoque avec ceux de G. Plus précisément, si p est
un nombre premier impair, G le groupe libre de générateurs (x,),, L I'algébre
de Lie libre (non restreinte) de générateurs (y.),e sur Z,. (H;) la N-suite de G
définie par (5.8), et pour tout entier i>x1,, L; le sous-module de L constitué
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par les éléments dont les composantes homogeénes de degré > 7 sont nulles,
nous pouvons, d’une seule maniére, définir des applications o; de H; dans
L(i=1, 2, ...) vérifiant les conditions suivantes : si ;€ H;, ¢;(x;) ne dépend
que de la classe de x;modH;,,, et définit ainsi une application déterminée 3,
de H;/H,., dans L; ¢; est un isomorphisme de H;/H;,, sur L;; siz; € l;, ;€ H,,

Qs (2 27)) =[9u(20), 9(2))];
six;el;, 27 ey, et
0i(@i) = Qia(27);

enfin ¢,(x,)=y, pour tout v.ei. Ce résultat doit étre légérement modifié
pour p = 2.

7. LES GROUPES DE DIMENSION MODULO 2. — Si n est un entier >~ 2 quelconque,
on obtient la N-suite (G;,) des groupes de dimension modulo n du groupe .
libre G en considérant I’algébre de Magnus correspondante @, A coefficients
dans I'anneau Z, des entiers modulo . Nous pouvons aussi considérer 'algébre
de Magnus @& & coefficients entiers rationnels, et définir (G;,) a partir de la
filtration ¢,, image réciproque de 'ordre w, par '’homomorphisme canonique
de @& sur @,. Si n=p’...p" est la décomposition de n en facteurs premiers
distincts, ¢,(y)= Infe,.(y), pour tout y€@ (cela résulte du fait qu’un

1Ls<Lr
entier est divisible par n si et seulement s’il est divisible par tous les p™). Nous
en déduisons immédiatement :
(7.1) Gi,n: n Giap.?‘7

1Zs£r

ce qui raméne I'étude de la N-suite (G; ,) aux suites (G; ,")déja étudiées.
Nous pouvons indiquer la forme générale des éléments de G;, en modifiant
légérement la représentation des éléments de G donnée parle lemme (5.3):

Lemve (7.2). — Tout élément 7 de G peut étre réprésenté par un produit
[ convergeant au sens de la topologie associée a la suite centrale descendante (G;)]
s=azlal. .5k L tel que, pour tout i, 3, € G; et que : ou bien z;=1, ou bien
la classe 3; de z; mod G, puisse figurer parmi les éléments d’une base du groupe

abélien libre G;/G,,.

Cette derniére condition est équivalente a w,(z;) = o dans G;/G.., pour tout
nombre premier p. Les éléments z; et leurs exposantk; sont choisis succes-
sivement comme dans la démonstration de (5.3). Alors :

Tukorime (7.3). — St z=11;5}* comme en (7.2), z€G,, si et seulement
st ap" PRI o pour tout 11 et tout s(1 s =_r).

Il suffit, en effet, d’appliquer (7.1) et (5.7) en remarquant que, si I'on
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wplki)

pose z, =zl 5 —TI,z7""" est une représentation de = vérifiant les condi-
tions de (5.3).

Nous pourrions de méme généraliserles p-filtrations (§5) en considérant les
filtrations de @& qui ne dépendent que des propriétés de divisibilité des compo-
santes homogenes.

La topologie de G définie par la N-suite (G;,) est la moins fine parmi les
topologies de G plus fines que toutes les p-topologies (1 s r). Remarquons
que les diverses p-topologies du groupe G sont indépendantes, comme le sont
les diverses valuations d’un corps. Plus précisément :

TukoriME (7. 4). — Sotent p,(1 = s —r) des nombres premiers distincts, H, des
voisinages de l'unité dans G, pour les p-topologies respectives, z, des éléments
quelconques de G. Il existe alors s € G tel que z,z7* € H; pour 1 s _r.

Nous pouvons, en effet, supposer que les parties H, sont des sous-groupes
invariants contenant toutes les puissances =/ o z € G, n, désignant des entiers
convenablement choisis. Il suffit alors de déterminer des entiers «, tels
que a,=1 (modp;*) et a;=o(modp?’), pour 1—s, s'—r, s><s et de prendre
3=23750. .. 5"

Enfin, 'anneau de Lie £(G; ,)estle produit direct des £(G; ) pour 1=—sr.
En effet, &, est le produit direct des anneaux de Magnus @, ce qui montre
que £(G;,) est isomorphe 4 un sous-anneau de Lie du produit direct
IL_,_. 22(Gi ), et (7.4) montre que cet isomorphisme applique £(G;,) sur
Illéxé/'ﬁ<Gi,]"’:‘>‘

8. Remarques Er proBLEMES. — La correspondance indiquée au paragraphe 2
qui associe aux sous-groupes d’un groupe G muni d’une N-suite (H;) des sous-
anneaux de £(H;) n’est ni biunivoque ni sur. Ainsi, par exemple, on peut
construire un groupe G d’ordre 16, une N-suite (H;) dans G, et deux idéaux I,
et I, de 2(H;) tels que I, soit associé & deux sous-groupes distincts de G, que I,
ne soit associé a aucun sous-groupe de G, et que, néanmoins, I, et I, soient
transformés I'un en I'autre par un automorphisme de £2(H;).

Un probléme qui se pose naturellement est celui de caractériser les anneaux
de Lie qui peuvent s’obtenir sous la forme £ (H;). On sait, par exemple, qu'une
algebre de Lie libre sur le corps Z, des entiers modp (premier) ne peut jamais
étre ainsi obtenue (Magnus [24]). Comme cas particulier, se pose le probléme
de caractériser les quotients successifs de la suite centrale descendante d'un
p-groupe. '

Toutes les N-suites que nous avons étudiées dans un groupe libre ont été
obtenues par le procédé du théoréme (3.2), qui revient a filtrer 'algébre du
groupe a coefficients entiers rationnels. On peut se poser le probléeme de
caractériser les N-suites d’un groupe donné G qui peuvent étre obtenues par
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le procédé (3.2). Plus particuliéerement, peut-on obtenir ainsi la suite centrale
descendante de G ? Il suffirait alors de filtrer I’algébre Z(G) par les puissances
successives de I’idéal engendré par les éléments (z— 1), ouz€ G. Une réponse
affirmative &4 ce probléme semble admise dans_les articles de O. Grun [6] et
R.H.Fox[5]; un essaiincomplet de démonstration a été donné par P. M. Cohn [4];
j’ignore si une démonstration compléte ou un (contre-exemple)ont été trouvés.

Nous avons démontré (6. 10) que les groupes de dimension modp d’un groupe
quelconque G s’obtiennenten filtrant 'algebre Z,(G) a coefficients entiers modp.
On peut se demander si ce résultat demeure exact en remplacant les groupes
de dimension modp par les groupes de dimension modp”(/h>1), et I'anneau
des coefficients par Z .

L’une des principales difficultés rencontrées dans I’étude de I’anneau £(H;)
associé 4 & une N-suite (H;) d’'un groupe G provient de ce que seule I’addition
d’éléments homogénes du méme degré dans £(H,) s’obtient & partir de la
multiplication dans G par passage aux quotients. On ne peut pourtant pas se
dispenser de considérer les éléments non homogénes de £(H;). L'intérét du
théoréme (3.3) vient principalement de ce qu’il fait correspondre, dans une
certaine mesure, des sommes d’éléments homogénes de £(H;) 4 des sommes
d’éléments non homogénes de £(K;). On remarquera que toute I'étude des
N-suites associées aux p-filtrations des groupes libres (§5) est fondée sur leur
comparaison a la suite centrale descendante par une méthode analogue a celle
de (3.3), mais plus précise. D’ailleurs 'anneau £(H;) associé a la N-suite
(5.8) est canoniquement isomorphe 4 'anneau bigradué obtenu en le filtrant
au moyen de la suite centrale descendante, ainsi que nous I’avons indiqué a la
fin du paragraphe 6. .

Une des principales applications de Ja théorie des anneaux de Lie associés
aux N-suites est I’étude du probléme de Burnside : il s’agit d’étudier les groupes
ayant un nombre donné (fini) de générateurs qui ne sont liés que par les rela-
tions résultant de I'identité générique z"=1 (n étant un entier fixe) et, en
particulier, de déterminer s’ils sont finis. Un cas particulier de ce probléme,
dont la solution générale parait encore lointaine, est le suivant : n est un
nombre premier p et 'on se borne a rechercher siles sous-groupes de la suite
centrale descendante du groupe G considéré coincident a partir d’un certain
rang. C'est I'« hypothése faible » de Burnside (Baer [1]). Elle est équivalente a
la nilpotence de I'anneau £2(G;) associé a la suite centrale descendante de G.
La suite centrale descendante coincide avec les groupes de dimension modp
en raison de l'identité générique z’=1. £2(G;) est donc une algebre de Lie
graduée restreinte sur Z,; de plus, avec les notations du paragraphe 6, =0
pour tout z € £(G;). Cela est évident lorsque  est homogéne (6.8), et pour
2« non homogeéne, cela résulte de considérations assez délicates de Sanov [ 30],
qui a établi, pour les composantes homogénes de degré —Z2p — 2, I'isomor-
phisme de £(G;) avec I’algébre de Lie restreinte engendrée par des générateurs
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en méme nombre que ceux de G, et liés par les seules relations découlant de
I'identité générique 2 = o. On ne sait pas si ce résultat reste valable pour les
degrés > 2p —1. Si 'on considére G comme le quotient d’un groupe libre K
par le sous-groupe K(p) engendré par toutes les p'™ puissances dans K,
£2(G;) s’identifie au quotient de I’anneau de Lie libre £2(K;) par I'idéal associé
a K(p) (2.4). Une réponse affirmative a la derniére question mentionnée
entrainerait que cet idéal est complétement caractéristique dans £2(K;), c’est-
a-dire stable pour tous les endomorphismes de £(K;). A ma connaissance,
méme cette hypothése n’a pas été démontrée,

Les N-suites associées aux p-filtrations des groupes libres permettent
d’obtenir, comme conséquence du théoréme (5.5), toute une série de relations
‘entre p**™* puissances et commutateurs, utilisables dans I’étude du probléme de
Burnside pour un exposant premier ou puissance d’'un nombre premier. On en
connait d’autres, obtenues par une voie différente (¢f. Sanov[31]et O. Grin [6]).
La suite des exposants ®,(7, j), pour ¢ fixé, qui apparait dans’énoncé de (5.5),
n’est évidemment pas arbitraire. Il serait intéréressant de préciser ce point en
déterminant a quelles conditions doit satisfaire une suite (£;) d’entiers > o
pour que IT'_, G?" définisse un sous-groupe du groupe libre G, au sens indiqué

en (5.5).

CHAPITRE TII.

GROUPES NILPOTENTS ET N-GROUPES DEFINIS PAR LA FORMULE DE HAUSDORFF.

L. Surres ryerues. — Rappelons d’abord quelques résultats concernant la
formule de Hausdorff (**). Considérons I’algebre de Magnus A a coefficients
rationnels engendrée par les générateurs indépendants « et y (chap. 1, § 4).
Comme précédemment, » désignera 'ordre dans A. Pour tout z€ A tel que
w(z)>1, nous définissons expz€A et Log(1+ 3)€A au moyen des séries
classiques

,.

i
exps =27, et Log(1+ z) = 22, (—1)i+! 1;

l
Nous avons bien -

Log(exps) == et cxp(Log(1—|—;)>:1+:.
Mais, si 3, 3’ €A avec [w(z), (2 )>x1], on n’a pas

(exps) (exps’) —=exp(s+ &)

(13) La formule de Hausdorlf s’est dégagée assez lentement de la théorie des groupes de Lie. Son
histoire est marquée par les noms de Poincaré, Schur, Campbell, Baker, Pascal, Hausdorff (sans que
la liste soit probablement épuisée). Le mérite de Hausdorff est, semble-t-il, d’en avoir donné une
démonstration [9] algébrique (ou « symbolique ») assez bréve et compréhensible.
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parce que z et z’ ne commutent pas (en général). Nous poserons
(expa) (expy) = exp(® (2, y));
®(x, y)€A est définie par

® (2, y) = Log((exp) (expy)) =@ +y + - [ay — ya| +. ...

Nous admettrons que toutes les composantes homogénes de ®(x, y) appar-
tiennent & la sous-algébre de Lie engendrée par x et y dans I’algébre de Lie
portée par A (ou 'on prend comme crochet |z, 5’| =z3'— z'z); cette sous-
algebre est une algébre de Lie libre de générateurs « et y (chap. I, § 4). On
peut donc écrire ®(x, y) comme une somme infinie d’alternants en x et y
multipliés par des coefficients rationnels ; ¢’est ainsi qu’on obtient la formule
de Hausdor(f :

1 1 Y | .
Oz, y)=a+y+ [ y]+ eyl v+ Sl el @]

Nous n’aurons pas besoin de connaitre une loi explicite de formation des
termes de cette formule, qui peut étre écrite de diverses maniéres puisqu’on
n’a pas de base canonique pour les alternants d’'un degré donné. Par contre,
dans l'algébre associative A, ®(x, y) s’écrit comme une suite infinie de
monomes en x et y dont les coefficients (nombres rationnels) sont bien déter-
minés. Une remarque simple jouera un grand role dans la suite : désignons
par Q, I'anneau des nombres rationnels qui, écrits comme fractions irréduc-
tibles, n’admettent au dénominateur que des facteurs premiers —~n (nombres
rationnels p-entiers pour p >n); alors le coefficient d’un monome de degré
total n en & et y du développement de ®(x, y) dans A appartient & Q, [consé-
quence immédiate de la propriété arithmétique correspondante des développe-
ments de expx et de Log(1+ «)]. Or, le sous-anneau associatif engendré dans
A par x et y contient comme facteur direct (en tant que groupe abélien libre)
le sous-anneau de Lie libre engendré par x et y (chap. I, § 4); il en résulte
qu’on peut écrire la formule de Hausdorft de telle maniére que les alternants
de degré total n en x et y se trouvent multipliés par des coefficients appar-
tenant a Q,,. :

Soit maintenant L algébre de Lie libre complétée a coefficients rationnels
engendrée par les générateurs indépendants (x,).,, ou I'ensembls d’indices I
contient plus d’un élément : nous 'obtenons en construisant d’abord I'algébre
de Lie libre a coefficients rationnels de générateurs (z,).¢ qui est munie d’une
graduation naturelle (ot chaque x,ale degré 1), puis en complétant, c’est-a-dire
en formant I’algébre des « séries » dont les termes ont des degrés qui croissent
indéfiniment. Nous désignerons par w l'ordre dans L [w(y) est le degré
minimum des composantes homogénes non nulles de y€L], et nous noterons
L; 'idéal de L constitué par les éléments d’ordre >~ ¢(¢=1, 2, ...). La défini-
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tion de L est entiérement analogue a la définition des algébres de Magnus. De
plus, les résultats du chapitre I (§ 4) montrent que L peut étre plongée cano-
niquement dans l'algebre de Magnus B de générateurs (z,). & coefficients
rationnels. v

A tous , y €L nous pouvons faire correspondre au moyen de la formule de
Hausdorff un élément déterminé de L que nous noterons simplement xy et que
nous appellerons le produit de = et de y : '

xy:x—l—y—ké[x,y]—i—....

La propriété fondamentale de la formule de Hausdorff est la suivante :
L devient, par rapport au produit xy, un groupe non abélien. Pour le démontrer,
il suffit de plonger L dans I’algéebre de Magnus B et de remarquer que

(xy)s = Log((expx) (expy) (expz)> =z (ys);

I'existence de I’élément neutre (le zéro de L) et de l'inverse de z €L (qui
coincide avec — ) s’établit immédiatement.

Lorsque nous parlerons désormais sans préciser de sous-groupes de L, etc.,
il sera sous-entendu que nous nous référerons a I'opération xy, c’est-a-dire a
la structure de groupe non abélien de L.

Pour tous r, s€Q (corps des nombres rationnels) et x € L, nous avons :

(rz) (sz) = (r +s)x.

Ainsi, les puissances entiéres de €L coincident avec ses multiples entiers.
De plus,
(z,y)=ayztyt=[z,y]+...

pour tous x, y €L, les points de suspension indiquant des termes de degré>. 3
en x et y. On en déduit que les idéaux L; de 'algébre de Lie L constituent une
N-suite dans le groupe L et que le groupe quotient L;/L;., coincide, en tant que
groupe de classes suivant L;,, avec le quotient des groupes abéliens L; et L;,,
(pour tout 7).

Nous nous proposons d’étudier certaines suites d’éléments de L :

Définition (1.1). — Une suite g(¢) d’éléments de L dépendant du paramétre
entier positif ou nul ¢ sera dite suite typique (dans L) si I'on peut trouver des
¢léments a;€L (¢ entier > 1) tels que a;€ L; (pour tout ¢) et que, pour tout ¢ :

g@t) =22, ta,.

H désignant une partie de L, g(¢) sera dite suite typique dans H si elle est

assujettie a la condition supplémentaire g(¢)€H pour tout ¢.

Nous désignerons par la méme lettre A 'opérateur qui fait correspondre a
une suite d’éléments g(¢) la suite Ag(¢) = g(t+1)— g(¢) et 'opérateur qui
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fait correspondre 4 un polynome P(z) le polynome AP(¢)=P(t-+1)—P(7).
Les puissances successives de 'opérateur A seront notées A”.

TutorimMe (1.2). — Une suite d'éléments g(t)€L est une suite typique si et
seulement st g(0) =o et Akg(0) €Ly pour tout entier k>x1.

Démonstration. — Soit d’abord g(¢) =X ¢'a; une suite typique. Alors
Ag () =22, (¢ + vfm— 32, la, =327, (¢ +1) — )= 37, Atia;.

Plus généralement :
Afg(t) =22, Attia,

pour tout entier £>~1. Or, A*s"=o0 si k> 1, donc
Atg(t) =27, Afta; el

et, en particulier, A"g(0)€L;.

Réciproquement, soit g(¢) une suite d’éléments de L, avec g(o)=o0. Nous
pouvons calculer les termes de la suite g(¢) a partir des A“g (o) (k>-1), par la
formule connue :

g (1) = 2= (1) Mg (o),

ou ( ;) désigne le coefficient binomial que nous pouvons considérer comme un
polynome en ¢ a coefficients rationnels et de degré k. Aucune difficulté de
convergence ne se présente, puisque la série considérée n’a qu’un nombre fini
de termes non nuls pour toute valeur entiere > o de z. Pour démontrer que les
relations A“g (o) €L, entrainent que g(¢) est une suite typique, nous établis-
sons plus généralement le :

Lemme (1.3). — Soit a,. une suite d’éléments de L tendant vers zéro et P (t) une
suite de polynomes a coefficients rationnels sans termes constants, telles que
degP,(2) Zw(a,) pour tout k> 1. Alors g(t) =X, P,(t)a, est une suite typique.

Posons, en effet,

Pr(t) =22, cixll ¢ r€Q.
Alors
8(8) = Zi_, (B, copl) o= ZZ, (27, Cruats)-
La condition degP,(z) =~ w(a,) peut s’énoncer ainsi :
w(ar) 1 sl ¢ 0;
I'interversion des sommations est donc licite, et
bi=27_, cirar€ Ly,

ce qui montre que g(¢) =X, ¢'b; est une suite typique.



146 M. LAZARD.

Nous pouvons définir sur I'ensemble des suites g(z) a valeur dans L une
structure d’algébre de Lie en posant

(2g) () =12g(8),  (g+1)(1)=g(t)+h(e), [g L]()]=[5(0), h(D)]

et une structure de groupe, en posant(gh)(t)=g(¢)h(t). Nous introduisons
sur cet ensemble la topologie de la convergence simple : une famille g,(¢) de

suites converge vers g(¢) si g, (2) converge vers g (¢) pour tout ¢ fixé. Avec ces
conventions :

TurorkMe (1.4). — Les suites typiques constituent, dans I’ensemble de toutes les
suite d’éléments de L une sous-algebre de Lie fermée, et, par conséquent, un sous-
8T oupe .

Démonstration. — Soient
g) =22, la; et h(t)=27,00;
deux suites typiques. Alors

(hg) () =22, tha; (2€Q), (g-+h)(&) =22, ti(a;+ b))
et
(&, R)(8) = [ 2, tay, 22, 00 = 22, (25 @y Disyr])-

Les relations ;€ L;, b;€L; impliquent évidemment

)\aie Ll‘, a; -+ bi [ Li et Z,l;: [ ar, b,'_.r] [ L,'.

Les suites typiques constituent donc une sous-algébre de Lie.
Soit g,(¢) une famille de suites typiques tendant vers la suite g(z). Alors,
pour tout entier £>x1, A“g,(0) tend vers A“g(0); comme, pour tous v, £,

Afg,(o)eLy,  Afg(o)ely,

ce qui montre (1.2) que I’ensemble des suites typiques est ferme.
Enfin, si nous considérons

gh(t) =g(t) + h(t) + Z[g(6), h(1)] +. ..,

nous voyons que la somme des termes de degré ——n de ce développement de
Hausdorff est, pour tout entier 2, une suite typique. Nous pouvons donc passer
a la limite, puisque I'ensemble des suites typiques est fermé, ce qui établit que
gh(t) est une suite typique.

Nous allons maintenant chercher & caractériser les suites typiques en faisant
abstraction de la structure d’algebre de Lie de L, et en ne retenant que sa
structure de groupe.

Nous avons déja remarqué que si x €L, r€Z (anneau des entiers), re =a'.
Nous pouvons caractériser complétement en termes de théorie des groupes la
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multiplication des éléments de L par les scalaires rationnels : sir, s€Z, z€L,
nous définissons "=y par les conditions y €L et 2= y* : alors

y=ah=(r/s)x.
Nous voyons donc que les puissances fractionnaires (rationnelles) des éléments
de L sont bien déterminées. Elles vérifient évidemment les identités

() = ot et ahab—ak (X, peQ).

TatoriMe (1.5). — St (Pi(t)) désigne une suite de polynomesen t a coefficients
rationnels et sans termes constants, chaque polynome P (1) étant précisément de
degré i, la relation :

g(t) = aabdn. gl

établit une correspondance biunivoque entre [lensemble des suites typiques et
Uensemble des suites (a;) d’éléments de L telles que a; € L; pour tout entier positif 1.

Démonstration. — Si (a;) est une suite d’éléments de L tels que a;€l,,
a;'=P;(t)a; est une suite typique pour tout 7, d’aprés (1.3). 1l en est donc de
méme du produit a*?. . .aj". .. = g(t), d’aprés (1.4).

Pour démontrer que la suite (a;) est uniquement déterminée, nous nous
appuierons sur le :

Lemye (1.6). — Soit H un groupe, (K;) une suite centrale dans H, c’est-a-dire
une suite de sous-groupes tels que K,=H, KoK, et (H, K)cK.,, pour

tout 1 >x1. On suppose que n K= (e) ({’élément neutre de H), que H est complet

pour la topologie obtenue en prenant les (K;) comme systéme fondamental de vousi-
nages de e, et que tous les quotients K;[K,., sont sans torsion. Sout (Pi(l)) une suite

de polynomes da valeurs entiéres pour t entier (**), chaque P,(t) étant précisément
de degré i. Alors, st (a;) et (b;) désignent deux suites d’éléments de H tendant
vers e, on ne peut avoir :

(%) AR GRA | 0= BROPRA | PP
pour toute valeur entiére > o de t que si a;= b; pour tout t>>1.

Supposons que, pour un entier £ donné, nous ayons démontré les relations
b;€a;H, pour tout : >>1 (cela est évident pour £ =1).
Posons donc ,
b= a;c;, c;e€ Hy.

(1*) Rappelons que ces polynomes ne sont autres que les combinaisons linaires a coefficients
entiers des polynomes () (1< <<o).
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Notre relation (%) s’écrit :
Pl ati0 = (a e )P0, L (ae)Pi0. .

Prenons le quotient de H par K., et désignons par Z 'image canonique dans
H/K,., de x € H. La relation (%) nous donne :

AR QP = (e 0,8 8)P0 L

Mais par hypothése, ¢; appartient au centre de H/K,.,. Donc

((’21_ ei )l’ikl) — &})i(/) ;‘,ll_).'(l)

et nous pouvons regrouper les facteurs du produit

ARG APAORRIO (P a0y (@R abio |y,

Nous parvenons ainsi & la relation :

o, . =¢

dans le groupe abélien K,/K,.,. Remarquons que tous les (a;), (b;) appartiennent
4 Kis, sauf un nombre fini d’entre eux. Par conséquent, ¢;=¢, sauf pour un
nombre fini d’indices. Adoptons la notation additive; supposons, dans un
groupe abélien sans torsion, une suite d’éléments d;, tous nuls sauf un nombre
fini d’entre eux, et tels que X7, P;(¢)d;= o, pour toute valeur entiére > o de ¢.
Si tous les d; ne sont pas nuls, soit /le plus grand indice tel que ;£ 0. Alors

Zl{:I AlPl(t) di: 03

mais A'P;(¢)=o pour i < [, et A'P,(2)=1{!%,[ A, désignant le coefficient de #
dans P,(2)]. Ainsi (/!12,)d,= o, ce qui implique que d,=o. Tous les-d; sont
donc nuls. 1l en résulte que ¢;=2¢ pour tout 7, autrement dit : b, € a,K,, pour
tout z. Cela étant vrai pour tout indice £, nous avons bien démontré les relations
a;= b;, comme conséquence de la relation (%).

Remarques (1.7). — L’énoncé (1.6) admet un certain nombre de variantes,
qui n’entrainent que des modifications insignifiantes dans la démonstration.
Tout d’abord nous aurions pu supposer que la relation (%) n’est vérifiée que
pour une infinité de valeurs de z (aulieu de toutes les valeurs entiéres >~ o
de t). En effet, tout se ramene a démontrer que, dans un groupe abélien sans
torsion, une famille d’éléments d;(1 =<7 = n) ne peut satisfaire & X P,(¢{)di=o0
pour une infinité de valeurs de ¢ que si tous les d; sont nuls. Si P;(¢) = Xi_ A, ;¢/,
nous pouvons supposer, en multipliant éventuellement tous les P;(z) par un
entier convenable, que les coefficients %; ; sont entiers; alors

)\l’,i: )Li¢0 et 2?51 Pi(t) dl': 21"21 tie;;

avec
e= 2}, 2 dy
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Un calcul de déterminant de Vandermonde montre que tous les e; sont nuls [il
suffit que la relation X 2 ¢; soit vérifiée pour (n—+ 1) valeurs de ¢]; les condi-
tions A; ;£ o (pour 1 =7 =~ n) montrent que tous les d; sont alors nuls. Conten-
tons-nous d’'indiquer les énoncés suivants, qui se démontrent comme (1.6) :

a. On remplace dans (1.6) la condition « tous les K;/K,, sans torsion » par
la condition «le coefficient de ¢ dans chaque polynome P;(7) est 1/¢! ». Par

exemple :
ro=(()

b. On remplace la condition « les (a;) et (b;) tendent vers e » par a,=b;=¢
pour i >n, on suppose que le coefficient de ¢/ dans chaque P;(z) est égal a 1, et
I'on remplace la condition « K;/K;,, sans torsion » par «’ordre d’aucun élément
(excepté I'élément neutre ) des quotients K;/K;., ne divise n! ».

c. On remplace la condition « les (a;) et (b;) tendent vers e » par « a;€K; et
b;€K; pour tout  », on suppose que le coefficient de # dans chaque P;(z) est
égal & 1, et 'on remplace la condition « K;/K;, sans torsion » par « I'ordre
d’aucun élément (excepté I’élément neutre) de K;/K;., ne divise ¢!, quel que
SOit £ 1 ».

d. On remplace la condition « K/K;,, sanstorsion » parla condition « 'ordre
d’aucun élément de K;/K;., (excepté 'élément neutre) ne divise n », et 'on

suppose que le coefficient de ¢ dans chaque P;(¢) est dela forme ii" ou r divise

une puissance de I’entier n donné.
L’unicité de la représentation (1.5),
g(ty=aldo. . afi" .
des suites typiques résulte immédiatement de (1.6), en prenantH =L, K;=L,,
1

et en remplacant, si nécessaire P;(¢) par n;P;(¢) et a; par a, (n;) désignant
une suite d’entiers convenables.

Nous voyons, de plus, que la suite (a;) d’éléments de L intervenant dans la
définition (1.1) des suites typiques est bien déterminée par la suite g(¢) : il
suffit d’appliquer (1.6) a4 L considéré comme un groupe abélien. Enfin,
g(t)€L; pour tout ¢si et seulement si ;€L pour tout ¢ [appliquer (1.6) au
groupe abélien L/L,].

Achevons la démonstration de (1.5). Soit g(z) une suite typique. Supposons
que nous ayons déja construit, pour certain entier 7, des éléments a,
Ay iy - .., 0a;; tels que a, €L, pour 1 Zr 17 et que

—1_Pyt) Py} 20
(é’(t)) ayagiy .. ;3 €L,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 2. 16
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pour tout ¢ entier > 0. Alors
h(t)= (g(t)>_1 ayip .. .api
cst une suite typique dans L;,,.
Nous avons donc, d’aprés la derniére proposition énoncée,
h(t)y=27,00, avec bjeL;nL.,.

Puisque chaque polynome P;(z) est de degré i et sans terme constant, nous

pouvons calculer sans ambiguité les nombres rationnels 72, tels que
Yo P(t)=1. Alors :

20 by= X (B aPa(2)) by = i Pi(e) (2 Rad)).

Posons ¢,= — X3 0.; ;b;. Alors la formule de Hausdorff montre immédiatement
que :
RO, 9 e L, , pour tout ¢.

Or les éléments c,appartiennent tous a L4, ce qui implique que les éléments
¢ permutent, moduloL;,,, avec tous les éléments de L.. Ainsi :
k

Py i) Py Pl Piril) (0 Piaalt
ay o ap iR P = (g e )P0 (@ e )P0 i (modLi,.).

Posons
Ap i\ = Qr;Cr pour 170 et @iy = Ci-

La famille a, ;,, posséde, pour l'indice 41, les mémes propriétés que la
famille a, ; pour I'indice 7, et a, ;,,=a, ;(modL;.,). Nous pouvons donc poser
ai= lim a;,,
r>ir>»

et nous voyons que
g)y1ah. gl . €Ly,

quel que soit 7, c’est-a-dire que
g)y=abw. a9, . avec a;€L; pour tout .
La construction indiquée ne fait pas intervenir de choix arbitraire.

[4
)

Nous allons d’abord appliquer le théoréme (1.5) en prenant P;(z)= < >

Définition (1.8). — Soit une suite d’éléments g(z) (¢ entier >~ 0) dans un
groupe quelconque H, g(o) étant égal i I’élément neutre. Il existe alors dans
H une suite (a;) d’éléments déterminés, telle que :

g(t) :a(,:)a(i) . a,(i) .. pour tout Z. '

L’élément a;sera dit 7™ différence non abélienne de la suite g(¢), et noté ¢;g(2);
il ne dépend que des valeurs de g(z) pour1Zt<1.



SUR LES GROUPES NILPOTENTS ET LES ANNEAUX DE LIE. 151

En effet, (f): o pour tout <, et il s’agit donc toujours de produits finis

dans H. Supposons déja calculé a; pour 17— j—1 : nous devrons avoir

g() = a</‘> . .(z/.\jli‘>

i s

ce qui détermine univoquement «;.
Nous pouvons alors, d’aprés (1.5), énoncer :

TuroriME (1.9). — Soit H un sous-groupe quelconque de 1.. La condition néces-
saire et suffisante pour qu'une suite d’éléments g(t) de W soit une suite typique
dans H est que g(0) = o et que ¢;g(t) €L;NH pour tout i >~ 1.

Prenons, en particulier, pour H le sous-groupe G de L engendré par ses
générateurs (2,),. Alors G est un groupe libre par rapport aux générateurs
(x.), et les sous-groupes G;= G N L; constituent la suite centrale descendante
de G. Il suffit, en effet, pour le démontrer d’appliquer les théorémes (3.1) et
(%4.3) du chapitre I, en remarquant que le sous-anneaun de Lie engendré par les
(«,) dans L est libre.

Le théoréme (1.9) nous donne donc une caractérisation des suites typiques
dans le groupe libre G, sans plus faire aucunementintervenir I’algébre de Lie L.
Ainsi :

TukoriMe (1.10). — Une suite typique dans le groupe libre G, dont la suite
centrale descendante est notée (G;), est une suite g(t) d'éléments de G telle que
g(0) soit U'élément neutre et que 8; g(t) € G; pour tout entier i >~ 1. Dans 'ensemble
des suttes d’éléments de G, les suites typiques constituent un sous-groupe fermé. Si

Pill)

P:(t) est un polynome a valeurs entiéres pour t entier et de degré v, x" est une

suite typique dans G st et seulement st x € G;. -

Le théoréme (1.10) nous permet d’établir immédiatement des identités du
type de l'identité fondamentale de P. Hall ([8], § 3]). Prenons, par exemple,
deux éléments x et y dans le groupelibre G; 2'y'= g(z) est une suite typique et :
(1.11) .x‘A)/”:a(J(L(;)...a,<ﬁ)

h ) i e e

avec
ay=zy, ay=y~(x=", y~ 1)y, ceey a;—=0;8(1)€G.

Pour trouver une identité de la forme (xy)=='y'..., il suffit de consi-
dérer la suite typique : y~'z~'(xy)'=h(t). Ainsi :
t (L
(1.12) (‘p)’)‘::.x’.)f"bg‘-’)...i)(‘)...,

i

avec
by=y=" (=", 27 ")y, bi=0:h(t)e G,
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Rappelons que (1.11), ou l'on fait t=p, donne Iidentité (6.4) du
chapitre I.

Des identités analogues s’établissent pour des suites typiques telles que
(2, ), des suites typiques impliquant plus de deux éléments, etc. L’avantage
des formes canoniques que nous trouvons est qu’elles découlent sans calculs
de (1.10), et qu’elles ne font intervenir que des produits finis. Par contre, la
vérification que les 7'* différences non abéliennes sont des produits de com-
mutateurs de poids X7 entraine des calculs pénibles, méme pour les suites
typiques les plus simples et les petites valeurs de . Aussi allons-nous donner
une forme non canonique des suites typiques qui met en évidence les sous-
groupes ;.

G désigne comme précédemment le groupe libre engendré par les ()., dans
L. Nous choisissons une famille d’é¢léments (y,),ey d’élément de G, v parcou-
rant un ensemble N bien ordonné, de fagcon que w(y,) < w(y,) implique v </,
et que les y, pour lesquels w(y,)=1 constituent, modG.., une base du
groupe abélien libre G;/G., (cf. § 6, chap. I). Alors, tout é{ément du complété
G de G dans L s’¢écrit, d’'une maniére et d’une seule, comme un produit infini
ordonné (convergeant au sens de la topologie dans L) : I,¢y4, ot les /4, sont
des entiers qui doivent vérifier la condition suivante : pour tout iz, les 4,
correspondant aux indices v tels que w(y,)=1sont nuls, sauf un nombre fini
d’entre eux. Nous énoncerons désormais plus simplement cette condition en
disant que le produit doit converger. Les composantes homogeénes de degré
w(y,) des y, (c’est-a-dire leurs « parties principales ») constituent une base,
sur 'anneau Z des entiers rationnels, du sous-anneau de Lie libre engendré
par les («,) dans L (chap. I. § 4). Elles constituent donc aussi une base, sur le
corps Q des nombres rationnels, de 'algébre de Lielibre dont L est le complété.
Nous en déduisons sans peine que les éléments de L sont représentés univo-

quement par les produits convergents I o y%, ot les /A, sont des nombres

rationnels. Une suite d’éléments g(¢) dans G (resp. dans L) peut donc étre
mise sous la forme ILy}", ot les A,(¢) sont des fonctions de ¢ déterminées a
valeurs entiéres (resp. rationnelles).

Tutorime (1.13). — Une suite déléments g(t) = Il,oyyi"" est une suite typique

dans G (resp. dans L) si et seulement si le produit converge pour tout t>o,
h,(0o)=o, pour tout vE€N, et enfin si pour tout v&€N, la fonction h,(t) peut étre
représentée par un polynome a valeurs entiéres (resp. un polynome a cocfficients
rationnels) de degré — w(y,).

Démonstration. — Un produit du type considéré représente bien une suite
typique, d’aprés (1.4). Réciproquement, soit g(¢)=1II,¢yys" une suite typique
dans G (resp. dans L). Désignons généralement par v; le plus petit indice v tel
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que w(y,)=1. Supposons démontré que, pour v<v;, les fonctions A(¢) véri-
fient les conditions du théoréme. Alors (IL,_,, v )~* g(¢) est une suite typique
dans G; (resp. L;), done de la forme X7 t/a;, avec a,€L;nL; pour tout j.
D’apres les propriétés des y,, nous pouvons trouver des coefficients rationnels
Ai(1Zj<o;veN) tels que

;=2 vev b)Yy (modLgy) pour 1j 1.

Il en résulte que
hy(t)= ZLéjéi }/,.,l/,

ce qui démontre (1.13).

(1.14) Remarques. — a. Si, dans la définition (1.1) des suites typiques,
nous remplacons la condition ;€ L; pour tout ¢ par la condition plus faible

limw(a;) =, nous parvenons i la notion de suite analytique dans L. Les
i>»

suites typiques ne sont donc qu'un cas particulier des suites analytiques, mais
ce sont les seules dont nous ayons ici 4 faire usage. Tous les résultats que nous
avons démontrés pour les suites typiques s’établissent, en modifiant conve-
nablement les énoncés, pour les suites analytiques. Ainsi, dans (1.2). on

doit remplacer la condition « A*g(o)€L; pour tout ¢ » par la condition
« limw(A"g(o)) = »; la méme modification doit intervenir dans le théoréme
k>

(1.9), les différences Afg (o) étant remplacés par les différences non abéliennes
0:g(2). L’énoncé du lemme (1.6) s’applique directement aux suites analy-
tiques, et permet de démontrer, pour les suites analytiques, le théoréme (1.5)
ou il faut seulement remplacer la condition « a;€L; pour tout 7 » par la condi-
tion plus faible « limw(a;,) == ».

i>»

b. Sideux suites typiques (resp. analytiques) g(t) et A(¢) coincident pour
une infinité de valeurs de ¢, elles coincident pour toutes les valeurs (entiéres
> 0)de ¢ Il suffit, en effet, d’appliquer aux deux suites le théoréme (1.5) en
prenant, par exemple, P,-(t):<i.> lef. (1.9)], puis d’appliquer la remarque
(1.9).

c. Nous avons supposé, dans la définition d’une suite typique (resp. analy-

tique) g(¢) que g(o)=o. Cette condition n’est pas essentielle, mais elle
simplifie certains énoncés, et correspond aux besoins des applications.

d. Nous aurions pu, dans la définition (1.1) des suites typiques faire inter-
venir toutes les valeurs entiéres de ¢. Alors les théorémes (1.2) et (1.9) ne
seraient plus exacts [ puisqu’ils ne font intervenir que les valeurs de g(¢) pour
t>> o]. Par contre, les théorémes (1.4) et (1.5) restent valables (une seule
modification doit étre apportée, pour démontrer que l'ensemble des suites
typiques, considéré comme partie de I’ensemble des applications de Z
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dans L, est fermé). De méme, nous aurions pu faire intervenir toutes les
valeurs rationnelles de ¢. Mais, avec ces définitions, la remarque & précédente
resterait valable : deux suites typiques coincidant pour une infinité de valeurs
de ¢ coincideraient pour toutes les valeurs (entiéres ou rationnelles, suivant la
définition adoptée) de z. Il en résulte que nous n’avons essentiellement qu’une
seule définition des suites typiques, car I'extension d’une suite typique, définie
comme en (1.1). a toutes les valeurs entiéres ou rationnelles de ¢ est évidem-
ment possible, et n’est possible que d’une seule manieére.

Application. — Les identités telles que (1.11) et (1.12) que nous avons
établies pour ¢ entier >~ o restent vraies pour ¢ négatif, les produits envisagés
étant alors effectivement infinis. (Si 'on veut considérer les valeurs non
entiéres de ¢, on doit évidemment se placer dans le groupe L.) Toutes ces
considérations s’appliquent au cas des suites analytiques.

e. Tous les résultats concernant les suites typiques (resp. analytiques)
peuvent se généraliser a des familles d’éléments dépendant de plusieurs
parameétres. On pourrait ainsi donner des identités du type de P. Hall pour
x'y'z', .... Les énoncés seraient sensiblement plus compliqués, et, pour
avoir des représentations en produit [cf. (1.8), (1.9)], on serait obligé d’or-
donner totalement les couples (ou n-uples) d’entiers positifs, ce qui laisserait
subsister beaucoup d’arbitraire. Aussi, semble-t-il raisonnable d’attendre les
applications éventuelles avant de développer la théorie dans cette direction.

2. INVERSION DE LA FORMULE DE Hausporrr (Formules génériques). — Nous com-
mencons par appliquer le théoréme (1.5) en prenant P;(z) = #. Il en résulte la
correspondance biunivoque entre les suites typiques

g(t) =2 la
et les développements en produit :

() =12,b", avec b;€L; pour tout /.

Nous appellerons b; le 7" résidu de la suite typique g(¢). Contrairement a ce
qui se passe pour les différences non abéliennes, les résidus ne se calculent
pas simplement a partir des valeurs g(¢) de la suite typique dans le groupe L;
par contre, nous allons voir comment ils se calculent au moyen des coefficients
a; et des opérations de 'algebre de Lie L.

Nous désignons par Q; I’ensemble des nombres rationnels qui, écrits comme
fractions irréductibles, n’admettent au dénominateur que des facteurs premiers
au plus égaux a . Rappelons alors que, dans la formule de Hausdorff,

wy:x+3’—k—é[w,y]+...

la composante homogéne de degré i peut s’écrire sous la forme d’une somme
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d’alternants de degré total 7 par rapport 4 x et y, multipliés par des coefficients
de Q;. Nous remarquons d’abord que, dans le développement

0y, bl =37, ta,,
le coefficient a; , ne dépend que des b; pour lesquels 1 ;7. En passant a la

limite, nous voyons qu’il en est de méme du coefficient ; dans le développe-
ment de II”,b;. Les premiers coefficients a; sont donnés par les formules :

ay = bly

ay=b,,
(2.1) (%:m+§wth

I r
a,=b,+ E[b“ b:;] -+ o Hb27 b}, b1],
On voit facilement que, pour calculer a;, il suffit de connaitre by, b, .... b;

et lestermes de la formule de Hausdorff jusqu’au degré (i — 1) inclus. Nous en
déduisons que a;— b; est une somme d’alternants par rapport a by, ..., bi,

multipliés par des coefficients appartenant 2 Q;_,; nous pouvons préciser que
ces alternants ont le poids £, si I'on attribue a chaque b; le poids j, et sil’'on
attribue au crochet [u, ¢] un poids égal & la somme des poids deu et de ¢.

Nous savons déja (1.5), qu’on peut calculer les b; en fonction des ;. Les
formules (2.1) conduisent a ;

! by=ay,
\b'z:az’
(2.2) / b;:a;;——é[a,,az],

1 I . E
( b,— a, — E[a,, a ]+ 6“(12, a), a ).
Nous pouvons énoncer généralement le :

Takorime (2.3). — Toute suite typique g(t)==X”,t'a; peut élre représentée,
d’une maniére et d’une seule, par un produit ordonné g(t) =117 b!. Le i"*" résidu
b; de la suite g(t) se calcule au moyen des opérations de U'algébre de Lie a partir
des coefficients a;(1 = j —1); plus précisément, pour tout i, b; — a; est égal a une
somme d’alternants par rapport aux a;(1 - j =1 —1) multipliés des coefficients

de Qi——i'
L’intérét principal de ce théoréme est qu’il nous permet de décrire compléte-
ment, a partir de la structure de groupe de L, sa structure d’algébre de Lie :
TrkoriME (2.4). — Sotent x et y deux éléments de L. Alors il existe une suite
d’éléments b; de L tendant vers zéro, et une seule, telle que pour tout entier t :

2yt =104 b5 . bL ...,
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et l’on a
b=z +y, b=z, y]

Démonstration. — 1l suffit de considérer la suite typique

2

zyt=t(z+y)+ tgix yl+e..

et d’appliquer (2.3). Nous aurions pu, pour calculer [z, y], utiliser la suite
typique
(z, y)y="c\ 5. .., ou ¢=|=z, ¥y,

Ce théoréme nous permet de caractériser la structure d’algebre de Lie de L a
partir de sa structure de groupe topologique. Il réalise, en quelque sorte,
I'inversion « descriptive » de la formule de Hausdorff, c’est-a-dire qu’il définit
les opérations x + y et [«, y] & partir de propriétés du groupe L. Il nous faut
encore rechercher comment calculer ces opérations & partir des opérations
connues du groupe : produit, exponentiation, passage a la limite. Remarquons
qu’il est impossible de calculer la somme x+ y et le crochet [, y] de deux
éléments de L au moyen de produits et de passages 4 la limite (sans considérer
les puissances fractionnaires). En effet, le groupe libre G engendré par les
générateurs indépendants (x,) de L n'est pas un sous-anneau de Lie, non plus
que son adhérence G.

Il serait sans doute intéressant (pour le probléme de Burnside en particulier)
de pouvoir caractériser, de facon « constructive », le plus petit sous-groupe
de L qui contienne G et soit en méme temps un sous-anneau de Lie. Faute de
pouvoir résoudre ce probléme, nous allons considérer un sous-groupe M de L
qui contiendra G, sera un sous-anneau de Lie, et ne sera « pas trop grand » pour
les applications que nous en voulons donner.

Définition (2.5). — Dans l'algébre de Lie libre complétée a coefficients
rationnels L, nous désignerons par M I’ensemble des éléments dont les compo-
santes homogénes de degré isont des sommes d’alternants de degré 7 parrapport
aux générateurs indépendants («,) de L, multipliés par des coefficients appar-
tenant a Q;(pour tout entier >~ 1). M est en méme temps une sous-algebre de
Lie fermée et un sous-groupe de L.

Le fait que M soit une sous-algébre fermée de L résulte immédiatement de la
définition ; la propriété arithmétique des coefficients de la formule de Hausdorff,
rappelée plus haut, montre que M est un sous-groupe.

TukoriME (2.6). — Sout
g(t) =22, ta; =17, b

une sutite typique a valeurs dans M. Alors, pour tout i -1,

a,EM et bieM-
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Démonstration. — Considérons le groupe abélien L/M = N. Le groupe abélien N
est gradué, comme L et son sous-groupe homogéne M. Sa composante homo-
gene de degré i est le quotient des composantes homogénes de degré ¢ de L et
de M : c’est donc un groupe de torsion, mais (d’aprés la définition de M), 'ordre
d’aucun de ses éléments ne divise 7! Considérons alors la relation g(t)=2X_, t'a;,
ou g(2)€M pour tout entier £ > 0. Si nous désignons par a la classe modM de
a€L, nous avons donc X #a;= o dans N. De plus, puisque g(¢) est une suite
typique, a;€ L;pour tout 7, et 3;€ N;= L+ M/M = L;/M N L;. Le quotient N;/N;,,
s’identifie & la composante homogéne de degré ¢ de N, et nous pouvons appli-
quer (1.7¢), qui nous donne le résultat cherché : @;= o pour touts.

Pour démontrer que b;€M pour tout Z, nous ne pouvons pas appliquer la
méme méthode au groupe non abélien L, car M n’en est pas un sous-groupe
invariant. Par contre, il nous suffit d’appliquer le résultat précédent, joint au
théoréme (2.3) (nous pourrions aussi établir la proposition directement, en
démontrant par récurrence sur j, que b;€ M+ L; pour tous ¢, j).

Considérons maintenant dans le groupe libre G engendré par les générateurs
(), de L une famille d’éléments (y, ).,y possédant les mémes propriétés qu’en
(1.13). Nous avons vu que tout élément de L s’écrit univoquement comme un
produit bien ordonné convergent : IL,y}', ou A, €Q.

Lemme (2.7). — Sott €L, z=11,yl. Alors s€M st et seulement si h, € Q,,
pour toutv € N.

¥

La démonstration procede, comme d’habitude, par récurrence sur w(y,).
Désignons généralement par v; le plus petit indice v pour lequel w(y,)=1.
Supposons déja démontré &, €Q,, ., pour v < v;. Considérons z,= (I, y}) " .
Pour tout v < v;, nous avons y, € M(puisque y, € G) et y,’= h,y, €M ; puisque
h,€Q,. Alnsi z;€MNL;, et les exposants A,(v;=~v < vi.4) sont uniquement
déterminés par le relation :

53— Eviév<vihv)/v €L

Cette relation entraine A, €Q; pour v;=Zv < vi.4, puisque ;€M NL; et que les
(Vs )v,—v<v,,, constituent, modulo L;.,, une base de la composante homogéne
de degré i du sous-anneau de Lie libre engendré par les ()¢

Nous pouvons maintenant définir des formules « constructives » d’inversion
de la formule de Hausdorff. Supposons que L possede deux générateurs
indépendants, notés x et y, et qu’on ait fait choix d’une suite d’éléments s;
possédant les propriétés de la famille (y, ),y précédente. Cela peut se faire, par
exemple, en utilisant le procédé de Marshall Hall [7]. Alors il existe deux
suites d’exposants rationnels, A; et k;, tels que I'on ait :

(2.8) x4+ y=Mz,3k [z, y]=1z, 3k,

ou
hiGQw(zi)) kie Qw(zi)'
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On aura, par exemple,
_1 L
Ty =ay(@,y) T, | yl=(20) (2 0), 5)

Connaissant les premiers termes de la formule de Hausdorff, on pourracalculer
les premiers termes des formules d’inversion, par I'algorithme exposé dans la
démonstration de (2.7).

Nous étudierons plus loin (§ 4) dans quels groupes il est possible d’appliquer
les formules d’inversion de fagon qu’elle définissent une structure d’anneau
de Lie, et qu'on puisse, au moyen de la formule de Hausdorff, retrouver la
structure de groupe dont on était parti. Nous aurons besoin, pour cela, de
résultats auxiliaires, exposés au paragraphe 3. Par contre, on démontre immé-
diatement que les formules d’inversion s’appliquent dans M.

(2.9) Remarque. — Les formules d’inversion (2.8) dépendent formelle-
ment du choix de la suite z;, mais les valeurs des produits correspondants n’en
dépendent manifestement pas. Nous pouvons plus généralement chercher a
résoudre le probléme suivant : soit £ un nombre rationnel; existe-t-il une
suite u; de produits de commutateurs en x et y de poids > 3 et une suite d’expo-
sants k;, telles que le produit infini ordonné xy(x, y)rulul . .. ufi. .. converge
lorsque I'on substitue 2 x et y deux éléments quelconques de L et définisse ainsi
dans L une opération associative? La réponse est affirmative, quel que soit £.

2k+1 9k+1 2
Si k£ — —, on obtient la loi de groupe non abélien (x Ty ® >”<+1, et en parti-

, 3. : .
culier la loi du groupe opposé yz pour k=— > =— ;9 on obtient la loi

- Cas
de groupe abélien x 4 y que nous avons déja trouvée (**).

3. QUELQUES PROBLEMES D’EXTENSION ET DE PROLONGEMENT. — Définitions et notations.
P désignant un ensemble de nombres premiers, » un entier positif, on expri-
mera par la notation n/P le fait que tous les facteurs premiers de n appar-
- tiennent a P.

Un groupe multiplicatif G (dont I'unité est notée 1) sera dit sans P-torsion
si z€G, n/P et x*=1 impliquent x =1. G sera dit P-divisible si x€G,
n/P impliquent qu’il existe y€G avec y"=wa (il suffirait, dans ces deux
définitions, de prendre pour » un nombre premier appartenanta P). Un élément
x € G sera dit élément de P-torsion s'il existe n, avec n/P et x"=1; si tous les
éléments de G sont de P-torsion, G sera dit un groupe de P-torsion.

Dans tout ce paragraphe nous désignerons (P;) ane suite d’ensemble de
nombres premier P,cP,c...cP;cP;,c.... Il sera commode [dans la

(1) Ce genre de questions sera étudié dans un article & paraitre sous le litre : Eléments d'une
théorie algébrique des groupes analytiques.
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démonstration de (3.2)] de désigner par P, 'ensemble vide : ainsi /P signi-
fieran—=r1.

Nous aurons 4 considérer dans un groupe G des suites de sous-groupes
invariants (H;), ow i=1, 2, .... Il s’agira toujours, sauf mention expresse du
contraire, de suites décroissantes commencant a G :

_H,:GDHzg...DHQHMD....

Rappelons qu’une telle suite est dite finie si H;== (1) a partir d’une certaine
valeur de 7; resp. séparante si n H;=(1); (H;) est une suite centrale

si (G, H;)CH;,, pour tout 7;resp. une N-sutte si(H;, H;)CH.; pour tout , .

Lemme (3.1). — Soit G un groupe nilpotent de classe au plus égale a c, x et
y deux éléments de G. Alors :

a. S,y ) =1, (z,y)" " =1;

b. St "=y =1 et si t désigne le plus grand commun diviseur des entiers r et s,
(zy )y " =1.

Démonstration. — Considérons le sous-groupe H de G engendré par x et y,
et sa suite centrale descendante (H;). La classe de H ne dépasse pas celle de G,
et ainsi H.,,= (1). Considérons (c¢f. chap.l, § 2) l'anneau de Lie
£(H)=2XH;/H;,. Il est engendré par les classes & et ¥ de « et y modH,;
Z et y sont de degré 1 dans 2(H;), etles éléments de degré 2 sont des multiples
entiers de [, ¥|. Nous en déduisons que si, pour un entier n, n|z, y|=o,
nZ=o pour tout Z€ £(H;), Z étant homogeéne de degré >~ o. Il suffit de
raisonner par récurrence sur le degré de Z : si 3 est homogéne de degré i > 3,
Z est une somme de crochets [#, ¢], ou degiz + deg =17 alors une au moins
des relations 2 _—Zdegit <7 et 2deg¢ <7 est vérifiée; si, par exemple,
2~ degiu < i, nu=o par 'hypothese de récurrence, donc nzZ=o. Revenant
a la définition de £2(H;), nous voyons que z€l; implique z*€ H;,, et, par une
récurrence évidente 37 €H;,;. En particulier, z€H, implique "' =1.

Alors, dans le cas a, rs|[x, ¥ |=o, puisque rs[Z, [ =[rZ, sV ] s’identifie
a la classe de (2, y*) modH,. Ainsi (2, y)"™""

Dans le cas b,

rlZ, yl=[rZ, =0 et s|% J]|=I% s¥] =o,
puisque ces éléments s’identifient respectivement aux classes modH; de (2", y)
et (x, y'). Il existe des entiers 7’ et s’ tels que

rr+s's—t, dou (7, §|=o.

Enfin « et y commutent modulo H,, si bien que (:vy)_‘EHz, et ainsi
(ayy

—=1I.



160 M. LAZARD.

A partir de ce lemme, on démontre immédiatement des théorémes classiques
de la théorie des groupes nilpotents, tels que : ’ensemble des éléments de
P-torsion d’un groupe nilpotent est un sous-groupe ; un groupe nilpotent de
torsion est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow, etc.

TutoriME (3.2). — Soit, dans un groupe G, (H;) une suite centrale finie (resp.
une N-suite finie). La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une suite
centrale finie [respectivement N-suite finie](K;), telle que, pour tout i, ; CK; et que
K,/Ki.. soit sans P-torsion, est que H; soit sans P-torsion (pour tout v).

Démonstration. — La condition est nécessaire. En effet, supposons I’existence
d’une suite (K;) de sous-groupes de G ayant les propriétés voulues. Soit
x€H;, n/P;, 2" =1. Alors, si 21, il existe j tel que z€K; et x K., [ puis-
que (K;) est finie |. De plus j > ¢, puisque K;D H;. Alors »/P; (puisque P;>P;),
et x*=1€K;,, implique x€K; ,, contrairement & I'hypothése (puisque
K;/K;., est sans P;-torsion).

La condition est suffisante. Supposons chaque H; sans Pi-torsion. Définis-
sons F; par la relation : z €F; si et seulement s’il existe n/P;_, tel que z"€H;
(j>1). Si nous considérons I’homomorphisme canonique f; de G sur G/H;,
nous voyons que x € F; si et seulement si f;(«) est un élément de P;_,-torsion
.dans G/H;. F; est donc un sous-groupe invariant de G, contenant H; (c’est
I'image réciproque, par f;, du sous-groupe de (P;_,-torsion de G/H;).

Posons maintenant L= n F;. Alors L; est un sous-groupe invariant de G,

j=1

L1:GDL2D ...DLiDLi_HD ey

et L; D H; pour tout ¢. Montrons que H,., = (1) entraine L., = (1). Soitzx € L. ,.
Il existe alors des entiers n,, ..., n, tels que n;/P; et x"*€H,,,. Supposons
démontré que z"=1 (i>>2). Alors " €H; et (x") =1, ce qui implique
" =1. Comme z""€H;,= (1), on parvient & 2"=1 qui implique z=r1.
Montrons que L;/L., est sans P;-torsion. Soit x€L;, n/P;, "€L.,,. Puisque
Lisy=L:nFy,, il suffit d’établir que x€F,.,. Or, puisque 2" €F;.,, il existe
n'[P;tel que ()" € H;,,. Mais nn/[P; etainsix™ € H,,, ce qui impliquex € F'y4.
Nous avons donc établile théoréeme dans le cas d’une suite finie de sous-groupes
invariants. Montrons de plus que si (K;) est une suite finie de sous-groupes
invariants telle que, pour tout 7, H;CK; et que K;/K;, soit sans P-torsion,
L;CK; pour tout L;CK;. Sinon nous pourrions trouver z€L; et j< ¢ avec
z€K;, v€K;,,. Mais alors x €F;,,; donc il existe n/P; tel que 27€H; , CK;,,.
Puisque K;/K; , est sans P;-torsion, x €K,,, contrairement & I’hypothése. La
suite (L;) est donc celle qui décroit le plus vite parmi les suites répondant a la
question.

Utilisons maintenant le fait que (H;) est une suite centrale. Soit x€G,
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y€L;. Pour tout j tel que 1 Zj1, il existe n;/P;, tel que y"€H;. Donc
(x, y")€Hj,, et ainsi (w, y)i '€Hy, [appliquer (3.1@) & G/H;,,]. Comme -
n; '[P, (2, y)€Fj pour 151, et (x, y)€Lj., ce qui montre que (L;) est
une suite centrale.

Enfin, supposons que (H;) soit uneN-suite. Soit z € L; et y €L;. Nous voulons
montrer que (x, y)&€L.;. Pour tout k tel que 2 k-7, nous pouvons
trouver ¢’ et j' tels que 1 =7 i, 1]~ jet i+ j=£k. Alors, puisque z€F,;
ety€F;,ilexistem/P, ,etn/P;_, telsquex €Hl;,y"€H;, etainsi (2™, y")€ H,.
Appliquant (3.14a) a4 G/H,, nous voyons que (x, y)"™" " €H,, donc (x, y)€F,,
puisque mn/P,_,. Ainsi (@, y)€ L.

Lemme (3.3). — Soiz (H,) une suite centrale séparante dans G supposé (H;)-
complet (**) :

a. St H;/H;,, est Pi-divisible pour tout i, chaque H; est P-divisible.

b. St Hi/Hi,, est sans Pi-torsion pour tout i, x€l;, yell, n/P; et x"=y"
impliquent x = y. En particulier, H; est sans P;-torsion.

c. St H; est P-divisible et sans Pi-torsion pour tout i, alors H;/H;,, est Pi-divi-
sible et sans P -torsion pour tout 1.

d. Sitous les P; sont égaux a un méme ensemble de nombres premiers P, et si,
pour tout i, H;/H;., est sans P-torsion, alors x€ll;, n/P et y"=x impliquent
y €H,. En particulier, st G est P-divisible, il en est de méme de tous les H;.

Démonstration. — a. Soit x€H;, n/P;. Supposons établie I’existence d’un
y€H; tel que y"=x (modH;,;), j>>o0. Alors zy"€H,,; et H;, ;/H;,;, est P;-
divisible. Il existe donc z€H,,; tel que z"€xy (mod H;,;,,) et, puisque (H;)
est une suite centrale,

x= (yz)* (modH 1), avec ysz=y (modH.;).

b. Si l'on avait =2y, soit x=yz, s€l;, z¢H;., (avecj7). Alors.
y" =y"z"(modH;,,), et puisque H;/H;,, estsans P;-torsion, z€H;,, contrai-
rement & I'hypothése.

e. Il est évident que H;/H;., est P;-divisible (comme groupe quotient d’un
groupe P,-divisible). Montrons que si H;/H;,, n’était pas sans P;-torsion, H; aurait
un élément de P;-torsion. Nous pourrions trouver en effet n/P;, z€H;, x&¢H;,,,
avec 2"€H,,. Supposons déja construit ye€xH;, tel que y"€H;,.
Alors il existe z€H;;, avec z"=y" et, par conséquent, (yz*')"€H; ;.,,
yz~* =y(modH,,;). Il en résulte doncI'existence dans H; d’un élément ugH;.,
~ avec u"=1, contrairement a ’hypothése.
d.Soit yeH;, y ¢ H;.,. Alorsx=y"€H;,, etainsi j>>7, yeH,.

(1) Cest-a-dire que G est complet pour la topologie ou les sous- groupes (H;) forment un systéme
- fondamental de voisinages de I’élément neutre.
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Lemve (3.4) (Unicité des prolongements d’homomorphismes). — Soient G
un groupe, G' un sous-groupe de G, (K;) une suite finie de sous-groupes invariants
de G telle que, pour tout v, K;/(G'NK)K;., soit un groupe de P-torsion. Sott,
d’autre part, H un groupe, (L;) une suite centrale finie dansH telle que, pour tout,
Li/Liss soit sans Pi-torsion. Sotent enfin f et g deux homomorphismes de G dans H
tels que f(K;)CL; et g(K;)CL; pour touti. Alors f et g sont identiques si leurs
restrictions @ G' coincident.

Démonstration. — Supposons démontré que f et g coincident sur K;.,, et
montrons que f et g coincident sur K; [I’hypothése de récurrence sera évidem-
ment satisfaite pour 7 assez grand, puisque (K;) est finie]. Soit z€K;. Par
hypothése il existe n/P;, y €G', s €K, tels que 2= yz. Alors '

Jam) == f(yz) = f() f(5) =g()g(s) =g (ys) =g(a").
Ainsi

flxyr=g(x)", f(z)eL;, g(z)eL; cequiimplique f(z)—=g(x), d’aprés (3.30).

Lemme (3.5) (Existence du prolongement simple). — Soient G un groupe,
G’ un sous-groupe invariant de G, (K;) une suite centrale finie dans G. On suppose
que G' DK, et que G|/G' est un groupe cyclique d’ordre n, avec n/P;, engendré par
la classe mod G" d’un élément x de K;. Soient, d autre part, W un groupe, (L;) une
sutte centrale finie dans W telle que chaque L;/Li., soit sans Ptorsion. Soit enfin f
un homomorphisme de G' dans H tel que f(G'NK;) CL; pour tout i. Alors, il existe

un prolongement g de [ a G tel que, pour tout i, g(K;)CL; st et seulement sil
existe u€ L; tel que v = f(a").

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la
satisfaite. Tout élément de G s’écrit sous la forme x'y, y€&€G'. Posons
g(x'y)y=u"f(y); g est alors une application univoque de G dans H. Si, en effet,

ary=ary', =y yel.
Donc
r—ri=mns, yyt=(an) et fONf) =,
d’ou
wf(y)=uw'fly'),
ce qui montre que g est univoque.
Soit maintenant y € G’ ; alors xzyz—' € G’ et, si g est un homomorphlbme on

doit avoir
J(xyae=") = uf(y)u".

Nous allons démontrer la relation équivalente

((T )’)) (“7 3))
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Considérons la suite typique (2, y) a valeurs dans K;,,. D’aprés (1.10), il
existe une suite finie d’éléments de K;., : a,, .. ., a; telle que

(%, y)=d’al?) .. .al?.
De plus @, = (z, v). Alors, appliquant 'homorphisme f:
@t ) =fan . fan
Considérons, d’autre part, la suite typique («', f(y)) dansL;,,. D’apres (1. 10),
il existe une suite finie d’éléments de L;., : b,, ..., b,, telle que
(ut, f)) =0, b
De plus, b, _—_‘(u,f(y)). Posons maintenant ¢t=nt; pour toutes l(;s valeurs
entiéres de ¢, f((2", y)) = (", f(y)). Ainsi
Slanyt . fla) T = ol
pour toutes les valeurs entiéres de ¢. D’apreés (1.7d) que nous appliquons au

groupe L., avec sa suite centrale L;.;(z>>1), en prenant P,-(t):('ll.t), cela
implique f(a;)=="b; pour tout Z, et, en particulier

Ja) =f((x, 7)) = bi= (. f()))-
Nous avons donc f(xyx—')=uf(y)u""' et, par une récurrence évidente,
S(arya) =w f(y)u

pour tout entier r. Il en résulte que g est un homomorphisme. Soient, en effet,
2’y et "y’ deux éléments de G(y, y' €G’). Ainsi

. oo et el ol ot
xryx”y —mxTT e yx”y .

Alors
glaryxr y) = w ' fla yar y) = wrr fla yar) f(y ) = fy) ! [ ) =g(any) g (a7y').

Il reste seulement a démontrer que g(K;)CL;pour:. Soitd’abord 1 ; alors
"y €K;, y€ G impliquent y € ' N K. Dans ce cas

glxry)y=wf(y)€eL, puisque uzel; et f(G'nK;)cL,.
Si maintenant ¢ > j, ‘
zyeK;,cG et  g(a’y)=f(x"y)EL,
TreoriMEe (3.6). — Soient G un groupe, G' un sous-groupe de G, (K,) une suite

centrale finie dans G, telle que, pour tout i, K;/(K;nG")K;,, soit un groupe de
Pi-torsion. Soient H un groupe, (L;) une suite centrale finie dant 0 telle que, pour
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tout i, L;[Li., soit Pi-divisible et sans P-torsion. Soit enfin f un homomorphisme
de G’ dans U tel que, pour tout i, f(G' NK;)CL;. Alorsil existe un homomorphisme
g et un seul de G dans 1, prolongeant f, et tel que g(K;) CL; pour tout i.

Démonstration. — Nous considérons les couples (I', &) constitués par un
sous-groupe I'de G contenant G', et un homomorphisme / de I' dans H, prolon-
geant f, et tel que 2(I'NK;)CL;(pour tout 7). Nous introduisons naturellement
une relation d’ordre dans I'ensemble de ces couples, en posant (I'y, 4, ) <Z(T'y, &)
siI'ycT; et si A, est un prolongement de A,. Alors I'ensemble ainsi ordonné
est inductif, et d’aprés le lemme classique de Zorn, il existe un couple (I, ')
maximal. Montrons que I"=G. Sinon soit j+41 le plus petit entier tel que
K, cI'. Soit z€K;, xgl". Alors "z =1I". Soit I le sous-groupe de G
engendré par I et . I'/I” est un groupe cyclique engendré par la classe de x
modulol”, et d’ordre n avec n/P;. Puisque chaque L;/L;;, est P-divisible, L; est
P;-divisible (3.3a). Donc il existe ue€L; tel que u"= /' (2"). Nous pouvons
donc appliquer (3.5), en faisant jouer a I', I, (I'nK;), @, &' les roles res-
pectifs de G, G/, (K;), @, f dans I’énoncé de ce lemme. Nous en déduisons
I'existence d’un prolongement /4 de /' a I' tel que A(I'nK;)CL; pour tout z,
contrairement a I’hypothése que (IV, #') est maximal. Ainsi I"= G, le prolon-
gement g de fa G existe et est unique d’aprés (3.4).

Définition (3.7). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale finie telle que,
pour tout 7, K;/K;,, soit sans P;-torsion. Nous dirons qu’un groupe G contenant
G comme sous groupe et muni d’une suite centrale finie (K;) est une (P;, K;)-
complétion de G si K;= K;N G, K;/K.,, est sans P;-torsion et P;-divisible et enfin
Ki/K;K:., est un groupe de P;-torsion, pour tout > 1 (*°).

Nous démontrerons que, sous les hypothéses de (3.7), un groupe G admet
une (P;, K;)-complétion qui est bien déterminée & un isomorphisme canonique
prés. Nous pouvons considérer cette proposition comme classique dans le cas
des groupes abéliens :

Soit A un groupe abélien sans P-torsion ; alors il existe un groupe abélien A,
dit P-complétion de A, tel que A contienne A, soit sans P-torsion, P-divisible

et que A/A soit un groupe de P-torsion. Ces propriétés déterminent A & un
isomorphisme canonique prés conservant les éléments de A ; side plus B est un
groupe sans P-torsion, contenant A et tel que B/A soit un groupe de P-torsion,
B s’identifie canoniquement & un sous-groupe de A (*7).

(1%) Pour simplifier les énoneés, nous nous sommes permis un abus de langage en considérant une
extension de G comme un groupe contenant G. Il serait plus correct de parler d’'un groupe contenant
une image isomorphe déterminée de G.

(+7) Rappelons que A peut étre obtenu comme un produit tensoriel Qr®Ap, ou Qp désigne 'anneau

. r .
des nombres rationnels de la forme g ou rei, s/P.
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Considérons d’abord un groupe G et une suite centrale (resp. N-suite)
finie (K;) dans G telle que K;/K;,, soit sans P-torsion pour tout z et que K;/K,,
soit P;-divisible pour 7> j 4 1, j désignant un entier positif fixé. Soient G* une
extension de G, (K;) une suite centrale (resp. N-suite) finie dans G'. On
suppose que :

G'=GK/, GnkK/ =K;;

K;/K;, , est sans Pi-torsion ; K/ /KK, est un groupe de P-torsion (pour toutz).

On démontre facilement que ces conditions impliquent que

il

K/ =K; pouri>/j+1 et que K = KK/ pour 1 =Zi <y —1.

- Par conséquent,
K//K. K}, = (1) pour i~

Désignons par A le groupe abélien sans P,-torsion K;/K;,, et par A une
P;-complétion de A déterminée. Nous pouvons considérer K;/K! =K;/K;,,
comme une extension de K;/K;.,. Le quotient (K}/K;.,)/(K//K;,,) s’identifie
a K}/K; et est donc un groupe de P;-torsion. Par conséquent, K'/K,, s’identifie
canoniquement a un sous-groupe de A* de A (avec ACA, CA).

Soit G* une extension de G munie d'une suite centrale (resp. N-suite)
(K;) possédant, par rapport 4 G(K;) les mémes propriétés que G*, (K;). Il lui
correspond un sous-groupe A? de A. Interprétons larelation d’inclusion A* C A*.
Soit x*' €K ; alors il existe n/P; tel que (x!"')'=x€K;; la relation A'CA*
signifie qu’il existe dans K’ un élément 2* tel que

(2= (modK;.).

Mais, puisque K;/K;, est P-divisible pour :>~;—+1, la démonstration du
lemme (3.3 a) montre qu'on peut choisir 2* de telle sorte que

(.ZC‘Q)>”: xr— (x(‘l))n'

Alors, en appliquant comme -dans la démonstration du théoréme (3.6), le
lemme de Zorn et le lemme (3.5), on démontre que la relation A* CA? équivaut
a l'existence d’'un homomorphisme f de G' dans G?, induisant I'identité sur G
et tel que f(K;)CK; pour tout 7; f est nécessairement unique d’apres (3.4);
et 'on démontre immédiatement que c’est un isomorphisme.

Nous voyons donc que la donnée de A* détermine I’extension G, (K;) a un
isomorphisme canonique prés conservant les éléments de G. A quels sous-

groupes de A contenant A correspondent effectivement des extensions de G?

On démontre sans peine que, si A* correspond & une extension, il en est de

méme de tout sous-groupe de A* contenant A. Nous voulons démontrer qu’il

correspond une extension 4 A lui-méme; pour cela nous appliquons encore le

lemme de Zorn : I’ensemble, ordonné par inclusion, des sous-groupes de A
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 2. 17
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contenant A et auxquels correspondent des extensions est inductif. Soit, en
effet, (A"), ¢, une famille de tels sous-groupes, + parcourant un ensemble I tota-
lement ordonné (**). Nous choisissons des modéles G, (K:) des extensions
correspondantes, qui sont déterminés 4 des isomorphismes canoniques pres.
Pour + < %, nous avons, un isomorphisme déterminé f;, de G, (K*) dans G*, (K}),
la propriété de transitivité permettant de considérer la limite inductive G, (K;)
des G, (K:) est satisfaite, et 'on démontre immédiatement que G, (K;) possede
les propriétés voulues et correspond a la réunion des sous-groupes A*. D’aprés
le lemme de Zorn, I'existence d’une extension G correspondant 2 A est donc
ramenée au probléme suivant : si K;/K,,, n’est pas P,-divisible, existe-t-il une
extension propre G', (K;) de G ayant les propriétés indiquées? Etablissons
d’abord le :

Lemue (3.8). — Sout G un groupe, (K;) une suite centrale finie dans G telle que
Ki/Ki1 soit Pi-divisible et sans P-torsion pour >~ j+1 (j désignant un entier
positif fize). Soit o un automorphisme de G tel que :

(A) : pour tout i et tout x €K;, ax.x' €Ky, [ou resp. (B) pour tout x € G,
ax.x ' €K,y et, pour tout i et tout r €K;, ax.x* €K,y ].

Alors st n|P;,,, il existe un automorphisme 3 de G et un seul vérifiant (A)
[resp. (B)] et tel que 3= a.

Démonstration. — Soit ¢ la longueur de la suite centrale (K;), c’est-a-dire
I'entier c tel que K,.5£(1) et K., =(1). Notre démonstration va procéder par
récurrence sur ¢. Remarquons d’abord que si ¢ <~ j, la condition (A) [resp. (B)]
implique que « et 3 sont 'automorphisme identique, et la proposition est tri-
viale. Nous allons donc supposer ¢>~j— 1, et la proposition démontrée pour
les suites de longueur strictement inférieure a c.

1° Considérons le groupe G*= G/K. avec sa suite centrale (K;) définie
par K; =K;/K. pour 1 =7 ~c—1, et K/ =(1) pour > c. La longueur de (K;)
est au plus ¢ —1; 'automorphisme « conserve K. et définit donc un automor-
phisme «* de G*. Nous voyons immédiatement que les conditions imposées
a (K;) et « sont satisfaites dans le groupe G* pour (K;) et «*. Il existe un auto-
morphisme 3* de.G* et un seul, vérifiant (A) [resp. (B)] par rapport a (K;) et
tel que (%)= a*.

Considérons le groupe K, avec sa suite centrale (K)), ou K;=K..,. (K)) est
de longueur ¢ — 1. La restriction de « a K, vérifie la condition (A) [resp. vérifie
la condition (B) en remplacant j par Sup(j—1, 1)]. Dans tous les cas, les
hypothéses faites sur G, (K;) et « sont vérifiées pour K,, (K}) et la restriction
de «. Il existe donc un automorphisme v de K, et un seul, vérifiant (A) [resp. (B)
modifiée] et tel que y" coincide avec la restriction de o.

(13) Les A* sont eux-mémes ordonnés par inclusion.
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Considérons enfin le groupe K,/K.= K, avec sa suite centrale (K;") (**), de
longueur =~ ¢ — 2. Les hypothéses du lemme sont vérifiées pour K;, (K;") et la
restriction de «* 4 K. Nous déduisons donc de notre hypothése de récurrence
(concernant I'unicité) que la restriction de 3*a K; coincide avec y* (obtenu a
partir de y par passage aux quotients).

2° Nous allons chercher a établir I'existence d’un automorphisme (3, de G
conservant K, et tel que 'automorphisme (3] de G* obtenu par passage aux quo-
tients coincide avec 3*. Nous commencons par choisir une application 3, de G
dans lui-méme telle que la classe modK, de $3,(x) ne dépende que de la
classe modK, de z, et que I'application 3] de G* dans lui-méme associé a 3,
coincide avec 3* : cela peut se faire, par exemple, en choisissant un systéme
de représentants pour les classes de G modK,. Le fait que 3* soit un automor-
phisme implique :

Bu(zy)=Bi(@)Bi(0)g(2,y),  ou 2€G yel, g(z,y)ek.
Si ’on modifie généralement le choix de §3,, on devra remplacer 3, () par
Bi(x) =Bu(x) f(x),
ou f désigne une application quelconque de G dans K.. Alors,

Bi(zy)=Bi(xy) f(zy) =Bi(2) i ()8 (2, ) [(2,))
=By (@) B g (s ) (2 7)) () f ()
Nous avons utilisé le fait que K. est contenu dans le centre de G. Ainsi g(x, y)
se trouve remplacé par g(z, y) f(xy)f(x)~* f(y)". Or, nous voulons rem-
placer g(x, y) par 1. 3,(x) peut donc étre choisi parmi les automorphismes
de G si et seulement s’il existe /: G — K, telle que

gy ) = J () f() (s )

Remarque. — En calculant de deux manieres différentes (3,(xyz), nous
verrions que, quel que soit 'automorphisme 3* de G/K. que nous cherchons a
« remonter » dans G,

(0 2wy, 3 gy ) =1

(* définit donc un élément du second groupe de cohomologie H*(G/K,, K,) qui
doit étre nul. Le résultat s’interprete facilement dans le langage de la cohomo-
logie : le groupe des automorphismes de G/K. opere (a droite) sur H*(G/K., K.
et I'élément de H*(G/K,, K.) correspondant a I’extension G doit étre invariant
par [3*.

3° Supposons que nous ayons pu choisir 3, de telle sorte que (3, coincide

(1) Ki* = Kf,.



168 M. LAZARD.

avec Y sur K, et que g(«, y) ne dépende que des classes de x et de y modK,.
Alors
glha)y=gr, )=1 et Bi(xy)=p5(2)5(y)

si  ou y appartient 4 K,. Etudions les puissances de ?,,
B: (@) =B (B (@) B (05w, 1)) =B (B (@) Bi (1) g (2, ¥)
=Bi(@) B0 (i), Bi(0)g (2, y)-
Mais B, (x)x ' €K, et B,(y)y '€K.. Donc
(B Bi()) =gy ) el B =B B8 (w0
Par une récurrence évidente, on démontre que
B (o) = B ()BT ()& (s 1)

pour tout entier positif ». Mais 'automorphisme « vérifie a(x) = 8)(x) f(x),
ol f est une application de G dans K.. Nous en déduisons, d’aprés ce qui
précéde :

glo, yy=J o) f ) fxy)".

K. est abélien, sans P, ,-torsion et P;,,-divisible. Il existe doncune application
déterminée /” de G dans K. telle que

S (ey=flx) ev gl ) f(xy) [ () (O) =1,
ce qui nous permet de choisir pour 3, un automorphisme de G.

4° Si B, coincide avec y sur K,, et si g(«, y)ne dépend que des classes mod K,
de x et de y, nous avons pour x€G, y€K, :

Bi(ey) =0Gi(x)Bi(»)g (@, ) =Bi(2)y(2)g(x, 1) =B ()7 ().

De méme :
Bi(yx) =v(y)B:(2).

Nous allons d’abord chercher & vérifier la premiére relation. Soit z € G, z g K.,;
choisissons arbitrairement {3,(x). Alors tout élément de K, s’écrit univoque-
mentsouslaforme zy,avecy €K,, etnous devrons prendre 3,(xy)=B,(x)y(y).
Nous aurons alors

Bi(ayy ) =Bi(x)r(3y) =B ()Y ()Y ()) = Bulxy)v (),

c¢’est-a-dire que la premiére relation sera vérifiée sur la classe «K,. Cherchons
si, de plus, la deuxiéme relation peut étre vérifiée : nous avons certainement

Bi(oe)=v()E (0)0(y),

ou § désigne une application de K, dans K. On voit immédiatement que 0 ne
dépend pas du choix de $,() [une modification de ce choix conduit & multi-
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plier tous les f,(x) par un méme élément de K. quand « parcourt la classe
modK, considérée]. De méme, 0(y) est indépendant du choix de x comme
représentant de la classe zK,, car

Pr(@y) =Bi(e)v () = (B (2)0()y () =1 ()i (2))8())  pour y, ) €K,.
Ainsi 0 ne dépend que de 3* et de v, et nous devons montrer que 6(y)=1.
Nous savons que 0 est un homomorphisme; en effet :
By @) =7 ()8 ()0 =1 () B (@) D) = ()7 () B ()03 0(0),
d’olr
0(y")=0()00").

Cherchons a calculer les homomorphismes f correspondant aux puissances 3.
Nous avons

Bl (@) =Bi(7(0)Bi(2)0(0)) =B (7(2)B1(2))0(0) =17 ()83 (@)0(7(1)) (1)
Par une récurrence évidente, nous parvenons a
BL () =7 (B (@) 0 (1 (1)0(v=2()) - 0.
Mais 'homomorphisme 6 associé a 3} et y* doit étre égal a 1, puisque le pro-
bléme qui nous occupe admet comme solution "automorphisme «. Ainsi .
Oy 000) =1

Supposons démontré 0(y) =1 pour y €K, ce qui est évident pour i =c, et
montrons que A(y)=1 pour y €K,. Nous avons pour tout entier »

00 (2)) =000 () =0(x),

puisque, pour y€K;, y 'y (y)€K:,. Ainsi, pour y€K;, O(y)'=1, ce qui
implique 6(y)=1. Finalement nous parvenons a 0(y)=1 pour tout y €K,,
et nous pouvons construire un automorphisme 3, de G, coincidant avec y
sur K,, et tel que 37= 0"

5° Formons maintenant 'automorphisme «37" de G. Si nous posons

o () = B (),

nous voyons que ¢(«)€K. pour tout z&€G, et que 6(x)=1 pour tout z€K,.
Alors
xy d(xy)=ad(z)yo(y) =zyd(z)d(y)-

Ainsi ¢ est un homomorphisme de G dans K.. Nous déterminons univoque-
ment 2'(x) par la condition

(0'())'=0(r),  d(r)eK.
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Alors B,(x) =3 (x) représente un automorphisme de G qui permute avec
’automorphisme §3,, car ¢'(x) =1 pour x €K, ; nous avons

Bu () :w(é’(w))”:l’ o(x) = af7" ().

Posons donc 3 =[3,8,;  est un automorphisme de G répondant a toutes les
conditions du lemme. Si (3’ est un autre automorphisme vérifiant ces condi-
tions, nous avons

B () =xd"(x),
ou &" représente un homomorphisme de G dans K., tel que 8"(x) =1 pour z €K..
Ainsi 3 et §’ permutent et

(B B—"(x)= .7'( 8”(.1‘))": @ pour tout x € G,

ce qui implique -
0" (x) =1 et B=0.

Remarque. — Si l'on suppose que o vérifie (A) et que 3 vérifie la condition
plus faible (B), on en déduit facilement que {3 vérifie la condition (A). De
méme, siy est un élément de G invariant par o, y est invariant par (3.

Lemye (3.9). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale (resp. N-suite) finie
dans G telle que K;/K,,, soit sans P-torsion pour tout i, et P;-divisible pouri>j—+1.
Sotent y €K;, p€P; tels qu'il n’existe pas d’élément x dans K; avec x'=y. Alors
il existe une extension ' de G et une suite centrale (resp. N-suite) finie (K)
dans G', les conditions suivantes étant vérifices :

1° K;nG=K; pour tout i;

2 K=K, pour i>~j+1;

3 K=KK; , pour 1 =i ~j—1;

4° Enfin, K; est engendré par K; et un élément x tel que "=y .

Démonstration. — Soit « 'automorphisme z — y~'zy de G; o vérifie la condi-
tion (B) de (3.8) dans le cas de la suite centrale, la condition (A) dans le cas
de la N-suite. Nous construisons, conformément a (3.8), I'automorphisme
de G vérifiant la méme condition que «, et tel que 3?=a. La relation «(y)=y
implique 3(y)=y. Cela nous permet de construire un groupe G’ contenant G
comme sous-groupe invariant, le quotient G'/G étant cyclique d’ordre p et
engendré par la classe modG de x€ G/, avec a*=y; de plus, pour z€G,
a~'zx=10(z). Il nous suffira pour cela de prendre sur I’ensemble des
couples (n, z), ot » parcourt I'ensemble des entiers et z parcourt G, la loi de
groupe (n, 5)(n', 3')=(n+n', $"(2)z’). Puis nous prendrons le quotient de
ce groupe par le sous-groupe central engendré par (p, y='). Nous identifie-
rons z€ G 4 la classe de (o, z), et nous définirons & comme la classe de (1,1).
Nous définirons dans G’ une suite de sous-groupes (K;) en posant K=K;
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pouri>j 1 et K.={K,, x} pour 1 1 j, {K;, x| désignant le sous-groupe
engendré par K; et .. Les conditions (1°a 4°) de I'énoncé se vérifient immédia-
tement. Il reste & montrer que (K;) est une suite centrale (resp. N-suite)
dans G'. Pour cela on remarquera que (K}) est en tout cas une suite de sous-
groupes invariants de G’, et 'on calculera le commutateur (x"z, x"z') en
s’appuyant, par exemple, sur la formule

(ab, cd) = (b, ¢)(a, ¢) (b, d)(a, d) [cf. (1.1), chap. 1]

et en tenant compte de ce (que 'automorphisme intérieur z - xzx—" vérifie la
condition (B) (resp. A).

Remarquons que, pour 1, K/K; , s’identifie a K;/K;,,, K/K, K; étant

i1 i+
réduit a I'élément neutre. Le quotient K/ /K;K  est cyclique, d’ordre p,
avec p€P;, et 'on démontre immédiatement que K /K, est une extension
cyclique, sans P;-torsion, de K;/K;.,.

Le lemme (3.9) établit précisément le résultat qui nous manquait pour
affirmer I’existence d’une (P;, K;)-complétion :

TuroriME (3.10). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale (resp. N-suite)
Jinie dans G telle que, pour tout i, K;/K;. , soit sans P-torsion. Alors, G admet
une (P, K;)-complétion, c’est-a-dire une extension G munie d’une suite centrale
(resp. N-suite) finie K; de telle sorte que, pour tout i, K.=K;nG, K;/K»H sott
sans P-torsion et Pi-divisible et que Ki/K,- K., soit un groupe de Pitorsion.
Cette (P;, K;)-complétion est unique a un isomorphisme prés conservant les élé-
ments de G (*°).

Démonstration. — Supposons que ’existence de la (P;, K;)-complétion ait
été démontrée lorsqu’on impose 4 G, (K;)la condition supplémentaire que K;/K;.,
est Pi-divisible pour > j (ce qui est évident pour j =1, le groupe G coincidant
avec sa complétion). Prenons un groupe G et une suite centrale (resp. N-suite)
finie (K;) dans G telle que K;/K;,, soit sans P;-torsion pour tout z, et P.-divi-
sible pour i+ 1. Alors le lemme (3.9) et les développements qui suivent
la définition (3.7) montrent I'existence d’une extension G’ de G munie d’une
suite centrale (resp. N-suite) finie (K;) telle que, pour tout 7, K;=GnK,
K//K,,, soit sans P;-torsion, K//K;K;,, soit un groupe de P;-torsion et qu’enfin,
pour tout >/, K//K;,, soit P;-divisible. La (P;, K;)-complétion de G', qui existe

d’aprés notre hypothése de récurrence, fournit la (P;, K;)-complétion de G

(2°) M. Serre m’a communiqué une nouvelle démonstration de ce théoréme, aprés avoir pris
connaissance de ma rédaction. La méthode de M. Serre revienl a remplacer le lemme (3.8) par
I'utilisation de la suite spectrale d’une extension de groupe (¢f. G. Hocuscuwn et J. P. Serre, Trans.
Amer. Math. Soc., t. T4, 1953, p. 110-134). Bien que M. Serre soit parvenu ainsi & un résultat plus
fort; j'ai préféré laisser & mon exposé son caractere ¢lémentaire en conservant ma démonstration
originale.
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cherchée. L’unicité de cette complétion, & un isomorphisme canonique prés
conservant les éléments de G, résulte du théoreme (3.6).

Remarque. — Dans la (P;, K;)-complétion G de G, chaque sous-groupe GKi.y
est invariant dans GK;. Par contre, G n’est pas, en général, un sous-groupe
invariant de G.

Extension des théorémes précédents aux N-groupes. — Nous allons indiquer
quelles modifications dans les énoncés introduit la substitution de suites sépa-
rantes de sous-groupes aux suites finies qui interviennent dans les théorémes
de ce paragraphe.

(3.11) Si, dans la démonstration du théoréme (3.2), on remplace (H;) par
une suite séparante, en conservant la définition des sous-groupes L;, la méme
démonstration montre que (L;) est une suite centrale (resp. une N-suite),
que L;/L;,, est sans P;-torsion que L; D> H; (pour tout ) et enfin que (L;) décroit
le plus vite parmi toutes les suites possédant cette propriété. Par contre :

nLi:nFi

est, en général, différent de (1). Si, par exemple, nous prenons pour chaque P;
I’ensemble de tous les nombres premiers et pour (H;) les groupes de dimen-
sion modp(G;,) d’un groupe libre G, L,= G pour tout 7, bien que (G ,) soit
séparante et chaque G, , sans torsion. Il faut donc poser comme condition sup-

plémentaire n Fi= (1) pour obtenir une suite séparante (L;).

TukorkME (3. 12). — Soit (v un groupe, G' un sous-groupe de G, (K;) une suite
centrale séparante dans telle que, pour tout i, K/)(K;nG")K.., soit un groupe
de P-torsion. Soient 0 un groupe, (L;) une suite centrale séparante dans H, telle
que W soit (L;)-complet et que, pour tout i, Li/Li.4 soit Pi-dicisible et sans P-tor-
ston. Soit enfin, [ un homorphisme de G' dansH tel que, pour touti, f(G' NK;)C L.
Alors, il existe un homomorphisme g et un seul de G dans H, prolongeant f et tel
que g(Ki) CL; pour tout 1.

Démonstration. — Par hypothése, H s’identifie a la limite projective de ses
quotients H/L;, munis de leurs homomorphismes naturels [puisque (L;) est
séparante et H(L;)-complet]; d’autre part, G s’identifie 4 un sous-groupe de la
limite projective de ses quotients G/K; munis de leurs homomorphismes natu-
rels [puisque (K;) est séparante]. Alors, le théoréme (3.6) montre qu’on peut,
pour tout i prolonger d’une seule maniére ’homomorphisme de G dans H/L;
ohtenu en composant avec f ’homomorphisme canonique de H sur H/L,.
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Plus précisément, on écrira le diagramme commutatif suivant (**) :

G/K, < G/K, << G/K; < G/K; <...<— G
1 1 1 ]

\ 0
G/G'nK, < G/G'nK, <...< G/GnK;, < G/GZnKy4 =<...« G
¥ v \ v v/

HL, < ML, <...« HL < HL, <...< 1

D’aprés le théoréeme (3.6), il est possible, d’'une maniére et d’une seule
d’introduire dans ce diagramme, sans détruire sa commutativité, des homo-
morphismes g;:G/K;— H/L;. L’existence et 'unicité des homomorphismes g;
entrainent immédiatement l'existence et I'unicité d’un homomorphisme g
de G, dans H répondant aux conditions de (3.12).

TatoriMe (3.13). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale (resp. N-suz’te')
séparante dans G telle que, pour tout i, K,[K,,, soit sans P-torsion. Alors, G admet
une (P;, K;)-complétion, c’est-a-dire une extension G munie d’une suite centrale
(resp. N-suite) séparante (K;) de telle sorte que G soit (Ki)—complet et que les
conditions sutvantes sotent vérifiées pour tout i; K;= K:nG, K/K,-H est Pi-divi-
stble sans P-torsion, et Kf,-/K,- K;.. est un groupe de P-torsion. Cette (P;, K;)-com-
plétion est déterminée a un isomorphisme canonique prés consereant les éléments

de G.

Démonstration. — G s’identifie 2 un sous-groupe de la limite projective de
ses quotients G/K;, munis de leurs homomorphismes naturels. Nous pouvons,
d’aprés (3.10) construire les (P; KiK;)-complétion des groupes G/K,.
D’aprés (3.6), il existe des homomorphismes de ces groupes les uns sur les
autres qui prolongent les homomorphismes naturels des groupes G/K;. Nous
pouvons donc construire la limite projective G des (P;, K;/K;)-complétion des
groupes G/K;, et introduire dans G la suite centrale (resp. N-suite) K; de telle
sorte que la (P, K;/K;)-complétion de G/K; s’identifie a G/K;- On vérifie alors
immédiatement que G muni de sa suite centrale (resp. N-suite) séparante (K;)
est une (P;, K;)-complétion de G. L’unicité de G & un isomorphisme canonique
prés résulte de I'unicité dans le cas d'une suite finie (3.10) ou encore du
théoréme (3.12).

4. GROUPES NILPOTENTS ET N-GROUPES DEFINIS PAR LA FORMULE DE HAusporrr. —
Nous conservons les notations antérieures; (V,) désignera, dans ce paragraphe,
la suite d’ensembles de nombres premiers obtenue en prenant pour V;I’ensemble
de tous les nombres premiers —Zi. Comme précédemment, Q; désigne I'anneau

(21) Pour la définition et I'usage de tels diagrammes, cf. EILENBERG-STEENROD, Fundations of alge-
~ braic Topology (Princeton).
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. r . , .
des nombres rationnels de la forme " (r entier, n/V;). V, désignera ’ensemble

de tous les nombres premiers; selon I'usage, nous parlerons de groupes sans
torsion, de torsion, divisibles, au lieu de groupes sans V_-torsion, de V_-tor-
sion, V,-divisibles. Par contre, pour éviter une équivoque, nous serons obligés
de parlerdela(V,, K;)-complétion lorsque, dans la définition (3.7), P;=V, pour
tout 7. :

(4.1). Caractérisation des anneaux de Lie L et M a partir du groupe libre G. —
Considérons, comme au paragraphe I, ’algébre de Lie libre complétée a coefti-
cients rationnels L, engendrée par les générateurs indépendants (x.),¢,. Nous
avons vu qu’en définissant sur L une structure de groupe par la formule de
Hausdorff, les («,) engendrent un groupe libre G. En posant G;=GNL; ou
L; désigne I'’ensemble des éléments de L d’ordre >~ 7, on obtient la suite cen-
trale descendante de G. Nous savons de plus que, pour tout 7, L;/G;L;., est un
groupe de torsion, que L;/L,, est divisible et sans torsion (c’est un espace vec-
toriel sur le corps Q) et que G;/G;., est sans torsion (c¢’est un groupe abélien
libre). Si nous appliquons le théoréme (3.13), nous voyons que L peut étre
défini, 4 un isomorphisme canonique prés conservant les éléments de G, comme
sa (V,, G;)-complétion.

Considérons maintenant, comme au paragraphe 2, 'anneau de Lie McCL.
En posant M;=MnL; (**), (M;) est une N-suite dans M, M est (M;)-complet,
M;/M;, est V;-divisible et sans V-torsion pour tout z. Enfin, pour tout Z,
M;/G;M;,, est un groupe de V-torsion. Toutes ces propriétés résultent immé-
diatement de la définition de M. Alors, d’aprés (3.13), M peut étre défini a un
isomorphisme canonique pres conservantles éléments de i commela(V;,G;)-com-
plétion de G.

Ces définitions de L et de M a partir d'un groupe libre G justifient les nota-
tions L(G) et M( () que nous utiliserons pour les désigner.

Soit, maintenant £ un anneau de Lie. Désignons par (£;) la suite centrale
descendante de 2, ¢’est-a-dire la suite d’idéaux définie par

Ri=£ et L= £, £;] pour tout i.
Tout comme dans le cas des groupes, on a
[£: £;]C£; pourtous i, j.

Nous pouvons, plus généralement, définir dans £ la notion de suite centrale
(resp. N-suite) d’idéaux, ainsi que la notion de suite finie ou séparante. Cher-
chons a déterminera quelles conditions doit satisfaire £ pour qu’il soit possible

(22) Signalons que (M;) n’est pas la suite centrale descendante de M, ni son adhérence.
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d’y définir, au moyen de la formule de Hausdorff, une loi de groupe. La diffi-
culté est double : d’une part, la formule de Hausdorff

I
my=rty+ e y] -

apparait comme une série infinie, qui devra donc converger dans L au sens
d’une certaine topologie; d’autre part, la formule de Hausdorff ne fait pas
seulement intervenir les opérations de I’anneau de Lie, mais aussi des multi-
plications x — rx, ol LEQ, xE L, qui n’ont aucun sens dans un anneau de
Lie quelconque. Nous allons seulement indiquer une catégorie d'anneaux de
Lie ou I'on peut appliquer la formule de Hausdorff, sans chercher a discuter ici
un probléme dont I’énoncé méme est trop imprécis.

TutoriME (4.2). — Soit &2 un anneau de Lie, (H;) une suite centrale séparante
d’idéaux dans 2, telle que £ soit (H;)-complet et que, pour tout i, H;/H.,,
soit Vi-divisible et sans V-torsion. Alors, il est possible de définir unicoquement
sur &2 une structure de groupe au moyen de la formule de Hausdorff, en convenant
de choisir dans H; les termes de degré total i en x et y ( pour tout i >x1). Avec cette
nouvelle structure de groupe, (H,) reste une suite centrale et les deux groupes H;[H,.,,
définis a partir de la structure de groupe abélien de 22 et de sa nouvelle structure
de groupe coincident (en tant que groupes de classes).

Démonstration. — D’apres (3.3), H; est V-divisible et sans V;-torsion pour
tout 7. Autrement dit, nous pouvons considérer H, comme un Q,-module, en
posant

y=- si sy =rax(x,yell;;s/V;,, re’).
Le produit d’un élément « de £ et d’'un nombre rationnel A se trouve ainsi bien
défini, & condition qu’il existe un indice 7 tel que A€ Q;, z € H;. Or, puisque (1)
est une suite centrale d’idéaux dans £2, tout alternant de degré total 7 appartient
a H;. Si nous prenons soin de représenter la composante homogéne de degré ¢
dans la formule de Hausdorff, comme une somme d’alternants de degré 7 mul-
tipliés par des éléments de Q;, nous voyons qu'on peut calculer univoquement

cette composante dans £’. La série zy = o +y + %[x, y]— ... converge quels

que soient x et y € £2, puique £ est supposé (H;)-complet. Il reste & montrer
que nous obtenons bien une structure de groupe. Nous pourrions, pour cela,
construire un homomorphisme de 'anneau de Lie M(G) sur 22, G désignant un
groupe libre convenable [¢/. la démonstration de (4.3)]. Mais nous pouvons
raisonner directement. Si z, y, z sont trois éléments quelconques de £, nous
calculons (xy)z—ax(yz), en remarquant que chaque H; est non seulement
un Q-module, mais une Q;-algebre de Lie : (xy)z — x(yz) se raméne ainsi &
une somme d’alternants en @, y, z multipliés par des scalaires rationnels. Or,
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nous pouvons choisir ces alternants parmi une certaine famille qui, au cas ou
le sous-anneau de Lie engendré par a, y et = serait libre, en constitucrait une
base (cf., par exemple, 'algorithme de M. Hall [ 7]). Mais, la propriété fonda-
mentale de la formule de ITausdorff nous montre que les coefficients des alter-
nants considérés sont alors tous nuls, puisque une Q-algébre de Lie libre
contient I’anneau de Lie libre engendré par ses générateurs indépendants
(autrement dit : un anneau de Lie libre est sans torsion). Nous avons donc
défini univoquement sur £ une structure de groupe, que nous notons multipli-
cativement. Les relations

(x, y)E| 2, ¥ ]+ Hipy stz ouyell,
rxy€x —+y —+ Hy, si zouyell,

s’établissent immédiatement, ainsi que la relation

aH;=x + H; pour tout rer et tout />x1,

ce qui achéve la démonstration.
L’intérét principal du théoréme (4.2) provient de I'existence de sa réci-
proque :

Tatorime (4.3). — Soit G un groupe, (H;) une suite centrale séparante dans G.
On suppose que G est (H;)-complet et que, pour tout i, H;/H; , est Vi-divisible et
sans N ~torsion. Alors, étant donné deux éléments quelconques x et y de G, il existe
une suite (a;) d’éléments de G et une seule telle que a; € W; pour tout i et que

bl —— gl 12 1
xhyl=—=aaly oooap

pour tout entier t, le produit consvergeant au sens de la (H;)-topologie. St U'on pose
Ty Ty, [,y =w3,

on définit sur G une structure d’anneau de Lie. On retrouve la structure de groupe
de G ¢en appliquant, dans ’anneau de Lie défini sur G, le procédé du théoréme (4.2)
avec la suite centrale (H;).

Démonstration. — Soit G' un groupe libre, f un homomorphisme de G’ sur G,
(G,) la suite centrale descendante de G'. Désignons par M une (V;, G;)-complé-
tion de G’ que nous considérons, d'aprés (4. 1) & la fois comme un groupe et
comme un anneau de Lie. Puisque (H;) est une suite centrale, f(G;)CH; pour
tout 2. D’apreés le théoréme (3.12), il existe un homomorphisme g et un seul
de M sur G, qui prolonge f et qui vérifie g(M;)CH,.

Soient @, y deux éléments quelconques de G, &, 7 des éléments de M tels
que (&) ==, g(n) =y. Alors, d’aprés (1.5), (2.4) et (2.6), il existe dans M
une suite d’éléments (=) telle que 2,&€ M; pour tout? et que, pour tout entier ¢ :

- 2 i
nt=alal . af L.
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De plus,
a=Ft+mn et o

[oe)

=z n).

Puisque g(M;)cH;, g(x;)=a;€l; pour tout i. Appliquons I'homomor-
phisme g : pour tout entier ¢, et pour tout t>>.1,

xtyl=auhal...af (modH,_,),

c’est-a-dire que .
dyt = al ool

D’aprés (1.6) et (1.7¢), la suite («;) est univoquement déterminée dans G
par la donnée de .z et y. Par conséquent, «, et a; sont des fonctions déterminées
de x et y, et nous pouvons poser

€AY = et |y | =}
Alors,
ge+n)=g@) +gln) et gL a])=[gE) g(n)],

pour tous £, y&€M. 1l est bien connu que toute structure algébrique quotient
d’une structure d’anneau de Lie par une relation d’équivalence compatible avec
les opérations, est une structure d’anneau de Lie. G devient ainsi un anneau
de Lie, et g est un homomorphisme de M sur G a la fois pour les structures de
groupe et d’anneau de Lie.

Dans 'anneau de Lie M les formules d’inversion (2.8) permettent de calculer
la somme et le crochet de deux éléments; aucune difficulté ne provient des
puissances fractionnaires qui sont univoquement déterminées dans M. Si ’on
utilise '’homomorphisme g de M sur (+, on voit que les mémes formules d’inver-
sion permettent de calculer la somme et le crochet de deux éléments de G.
Mais, il est nécessaire de faire une convention, analogue a celle du théo-
réme (4.2) : pour tout 7, le sous-groupe H; de G est Vi-divisible (3.3). Il faut
alors convenir que toute puissance z* intervenant dans les formules (2.8) [ou
dans des formules plus générales, cf. (2.9)] doit étre choisie dans H; si s€H;
(pour tout 7).

Au moyen des formules (2.8), on démontre immédiatement que (H,) est une
suite centrale d’idéaux dans I'anneau de Lie L. L’homomorphisme g montre
alors que la structure de groupe de G se reconstitue a partir de sa structure
d’anneau de Lie par le procédé (4.2), en utilisant la suite (H;).

La structure d’anneau de Lie définie sur G ne dépend évidemment que de la
structure de groupe de G et du choix de la suite centrale (H;).

COROLLARE (4. 4). — Sotent G et G’ deux groupes, (H;) et (H,) deux suites cen-
trales dans G et G' respectivement, vérifiant les conditions de (4.3). Alors, st f est
un_homomorphisme de G dans G' tel que f(H;)CH; pour tout i, f est en- méme
temps un homomorphisme pour les structures d’anneaux de Lie de G et G'.

La démonstration résulte immédiatement de I'énoncé de (4.3).
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Remarque. — Si nous appliquons le corollaire au cas ou G==G'et ou f est
I’identité, nous voyons que deux suites (H;) et (H)) satisfaisant aux conditions
de (4.3) définissent sur G la méme structure d’anneau de Lie, si, pour
tout 7, H;CH..

Nous allons appliquer cette remarque au cas des groupes de torsion et des
groupes sans torsion.

LemMe (4.5). — Pour qu'un groupe de torsion G posséde une suite (H;) vérifiant
les conditions (4.3), il faut et il suffit que G soit un produit direct de p-groupes,
chacun des p-groupes étant de classe strictement inférieure a p. Dans ce cas, la
suite centrale descendante de G répond a la question.

Démonstration. — Puisque (H;) est une suite centrale séparante, G doit étre
un N-groupe de torsion; G est donc le produit direct de ses p-sous-groupes de
Sylow. Si (G;) est la suite centrale descendante de G, G; doit étre sans V;-tor-
sion, puisque G;CH; (pour tout 7), d’apres (3.2) et (3.11). Or, il est évident,
que si G est un p-groupe, G; ne peut étre sans V-torsion pour un entier > p
que si G;=(1). La condition de (4.5) est donc nécessaire.

Si, réciproquement, elle est satisfaite, G;/G., est un groupe abélien de
torsion sans p-composantes, pour tout p premier =—z. On sait alors que G;/G;,,
est V-divisible et sans V-torsion.

Comme la suite centrale descendante de G décroit plus vite que toute autre
suite centrale, le corollaire (’ 4) montre que la structure d’anneau de Lie
définie sur G par une suite (H;) vérifiant les conditions de (4.3) coincide avec
la structure d’anneau de Lie définie par (G;). Par conséquent, cette structure
d’anneau de Lie est caractéristique, c’est-a-dire ne dépend que de la structure
de groupe. L’anneau de Lie G se décompose en un produit direct de p-anneaux
de Lie, c’est-a-dire d’anneaux de Lie, qui sont des p-groupes si on les considére
comme des groupes abéliens. Ces p-sous-anneaux de Lie de (i coincident avec
les p-sous-groupes de Sylow de G. Aussi allons-nous nous borner désormais a
la considération des p-groupes; les théorémes généraux sur les groupes de
torsion considérés s’en déduisent en formant des produits directs.

La somme et le crochet de deux éléments = et y d’un p-groupe G de classe
inférieure a p peuvent se calculer au moyen des formules d’inversion (2.8).
Les exposants fractionnaires qui interviennent appartlennent tous 4 Q,_,.

Soient x€G, "' =1, n/V,_,, r€Z; pour calculer z", ‘nous déterminons
deux entiers A et p. tels que An — p.p"=r, et nous posons .L‘"' = . Il en résulte
que z” est une puissance entiére de x. Pour avoir une formule indépendante

de 4, il nous suffit d’ ecrlre GQ,,_1 comme un entier p-adique :

r o .
n = leL 0(,[[,/’
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ou tous les coefficients @; sont des entiers. Alors, pour A donné, on peut

2::0‘1"’]

’ i
prendre A = ¥'Z14; p’, d’ou la notation "= = ". Ces remarques montrent
que, dans le cas d’un p-groupe de classe inférieure 3 p, tout sous-groupe est
en méme temps un sous-anneau (et réciproquement, comme le montrent les
mémes considérations appliquées a la formule de Hausdorff dans un p-anneau
de Lie). De plus, pour définir la structure d’anneau de Lie sur un p-groupe G,
il n’est pas nécessaire de supposer que G soit de classe inférieure a p : il suffit
que tout sous-groupe engendré par trois éléments de G soit de classe inférieure
a p. En effet, pour calculer la somme et le crochet de deux éléments x, y de G,
il nous suffit d’appliquer les formules d’inversion en supposant que x et y
engendrent un sous-groupe de classe inférieure a p. Pour vérifier que nous
obtenons bien un anneau de Lie, il nous suffit de montrer que les identités
génériques (distributivité, identité de Jacobi, etc.) sont satisfaites : or, elles
ne font intervenir que trois éléments génériques de G. Elles sont donc satis-
faites si tout sous-groupe a trois générateurs est de classe inférieure a p. Le
méme raisonnement montre la possibilité d’appliquer la formule de Hausdorff
dans tout p-anneau de Lie dont chaque sous-anneau a trois générateurs est de
classe inférieure a p.

La condition imposée aux sous-groupes a trois générateurs ne résulte pas
de la méme condition imposée aux sous-groupes 4 deux générateurs, qui suffit
pourtant pour calculer x 4 y et [z, y | ainsi que pour démontrer

x4+ y=y -+, [z vy, x| ' =1, |.1, x| =1

(c'est-a-dire les identités génériques a un ou deux éléments). Comme contre
exemple, on peut prendre le groupe générique a trois générateurs ou tout élé-
ment x vérifie x° =1 (cf. chap. I, § 1 et [20]). De méme, un p-groupe dont
tous les sous-groupes a trois générateurs sont de classe < p, n’est pas néces-
sairement de classe < p. Il suffit, d’apres ce qui précéde, de donner un exemple
pour les p-anneaux. Or, on peut construire une algébre de Lie, de dimension g1
sur le corps Z; des entiers modulo 5, qui est engendré par quatre générateurs,
qui est de classe 5, et dont toutes les sous-algébres a trois générateurs sont de
classe au plus égale a 4 (**).
Nous pouvons donc énoncer valablement le :

TutoriMe (1.6). — Chaque p-anneau de Lie, tel que tout sous-anneau d
trots générateurs soit de classe inférieure a p, est porteur d’une structure de
p-groupe, définie par la _formule de Hausdorff. Réciproquement, chaque p-groupe
tel que tout sous-groupe a trois générateurs soit de classe inférieure a p, est por-
teur d’une structure de p-anneau de Lie, définie au moyen des formules d’inver-
sion (2.8) de la formule de Hausdor(f. Pour les structures considérées, les notions

(2%) La construction, un peu longue, est exposée au paragraphe 5.
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de sous-groupe (resp. sous-groupe invariant) et de sous-anneau (resp. idéal) coin-
cident, ainsi que les notions d’homomorphisme de groupes et d’homomorphisme
d’anneaux de Lie (*").

Ce résultat constitue apparemment ’exemple le plus simple d’une corres-
pondance entre certaines structures de groupes et d’anneaux de Lie.

Nous allons maintenant étudier les groupes nilpotents sans torsion, et
retrouver les résultats de Malcev [26 ], [27].

Soit G un groupe nilpotent sans torsion, (G,) sa suite centrale descendante.
Alors, d’apres le théoréme (3.2), il existe dans G une N-suite finie (H;) dont
les quotients H;/H,., sont sans torsion, et qui décroit le plus vite parmi toutes
les suites centrales de - possédant cette propriété. La démonstration de (3.2)
se simplifie considérablement, et les sous-groupes H; peuvent étre ainsi définis :
Soit ze€ Gy alors, x€H,, si et seulement s’il existe un entier n>£o0, tel
que x"€G;. Nous appellerons (H;) la suite rectifiante de G. La suite recti-
fiante (H;) possede donc les propriétés suivantes : c’est une N-suite; si c est la
classe de G, H.,,= (1); H;/H;,, est sans torsion pour tout 7, et si (K;) est une
suite centrale dans G dont les quotients sont sans torsion, K; D H; pour tout z.
Si G et G’ sont deux groupes nilpotents sans torsion, (G;) et (G;) leurs suites
centrales descendantes, (H;) et (H;), leurs suites rectifiantes, et enfin, f un
homomorphisme de G dans G, alors, /(H;)CH; pour tout 2. Nous savons, en
effet, que f(G,)CG;; alorssizel;, n£0, 2" €,

flx)yr=f(am)e f(G;) G, d’ou f(x)yel,

Si G est un groupe nilpotent sans torsion et divisible, tous les sous-groupes
de sa suite rectifiante sont divisibles (3.34d).

Définition (4.7). — Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Nous appelle-
rons « complétion de Malcev » de G une extension G’ de G qui devra étre un
groupe nilpotent sans torsion et divisible, et vérifier la condition suivante :
si x € (¢, il existe un entier n = o tel que 2" €G.

On remarquera que cette définition ne fait pas intervenir de suites de sous-
groupes dans les groupes considérés. Sa légitimité va résulter du :

TukorkMe (4.8). — Un groupe nilpotent sans torsion G, posséde une complétion
de Malcev G', qui est déterminée a un isomorphisme canonique prés, conservant
les éléments de G.

Démonstration. — Soit (H;) la suite rectifiante de G. Construisons, confor-

(2*) L'exislence d’une correspondance biunivoque entre p-groupes finis de classe inférieure a p et
p-anneaux finis de classe inférieure & p avait été indiquée par Magnus [23] avec une esquisse de
démonstration plutot sommaire. J’ai abouti indépendamment au méme résultal que je n’ai pas vu
mentionné dans la littérature ultérieure.
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mément a (3.10), une (V,, H;)-complétion de G, soit G, (l:I,-). Alors G est un
groupe nilpotent (plus précisément un groupe de méme classe que G); il est
sans torsion (3.3b) et divisible (3.3a). Soit z€ G; supposons déja trouvé un
entier n3£o tel que x"=gy, ou g€G, y€ H,. Alors, puisque H;/H;H,,, est
un groupe de torsion, il existe n'>£o tel que y"'eH,-Hm. Mais y est central
modulo H,,,, ce qui montre que (gy)"'eg"’y“'ﬁm. Ainsi 2" € GH,.,, et I'on
voit que G est une complétion de Malcev de G.

Soit maintenant G’ une complétion de Malcev de G, H; la suite rectifiante
de G'. Alors, H;=Gn H,cGNH,, puisque (GNH;) est une suite centrale a
quotients sans torsion.

Les groupes H;/H; , sont divisibles et sans torsion. Nous pouvons donc appli-

quer (3.6), qui nous montre I'existence d’'un homomorphisme f de G dans G/
conservant les éléments de G [ et tel que £(H,)cH, pour tout  |. Montrons que

/ est un isomorphisme de G sur G', et que si g est un homomorphisme de G
dans G', conservant les éléments de G, il coincide nécessairement avec f.

Soit x€ G, x£1; alors il existe n5£ o tel que 2" € G. Puisque G est sans tor-
sion, "~ 1. Alors,
S =an=f(z)'#=1,

ce qui montre que f(x)<1; de plus, f(x)'= g(x)", ce qui implique
f(z)=g(=),

d’apres (3.3b). Enfin, si ye(, il existe n£o tel que y*€G; puisque G est
divisible, il existe x € G tel que 2= y". Alors,

flx)y= f(ar) = ax"= y",

ce qui montre que f()=y. Remarquons que si nous prenons G'=G, f est
I'identité, ce qui montre que H; est la suite rectifiante de G.

TukoreME (4.9). — Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Alors, toute exten-
ston G' de G qui est un groupe nilpotent sans torsion et vérifie la condition sui-
vante : « st x €G', il existe un entier n = o tel que x" € G », s'identifie (canoni-
quement) d un sous-groupe d’une complétion de Malcey de G.

Démonstration. — Soit G’ une complétion de Malcev de G'. Alors G’ est une

complétion de Malcev de G : il suffit de remarquer que, siz€ G/, il existe n £ o
tel que "€ G/, puis n'£ o tel que 2" €G.

TukoriMe (4.10). — Sotent G, G' deux groupes nilpotents sans torsion,
G, G' leurs complétions de Malcev, f un homomorphisme de G dans G'. Alors il
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 2. 18
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existe un homomorphisme g et un seul de G dans G' qui prolonge f. St f est un iso-
morphisme de G dans G' (resp. homomorphisme de G sur G'), il en est de méme
de g.

Démonstration. — Soient (1;), (H,) les suites rectifiantes de G et G'. Les
suites (GNH;) et (G'AH,) sont respectivement les suites rectifiantes de G
et G'. Par conséquent, f(GAH;)c6' NI, pour tout 7, et le prolongement g
de /4 G existe d’aprés (3.6). Son unicité, et la derniére partie du théoreme se
démontrent comme en (4.8). '

Remarque (4. 11). — Nous pouvons considérer les éléments de la complétion

de Malcev G d’un groupe nilpotent sans torsion, comme des puissances frac-
tionnaires des éléments de G (¢f. §1) en posant

y=a" st ar=y* (r,sel).

Cela nous permet d’obtenir directement ’ensemble G comme quotient du
produit cartésien Z < G par la relation d’équivalence

(n, z)=(n', x") si et seulement si 2= x",

1 Ja—
en associant a la classe de (n, @) 'élément 2 de G. Des difficultés notables
apparaissent si ’on veut expliciter la loi de groupe sur G. On se raméne, étant

donné x, yeG, n€Z, a calculer &G et n' €Z tels que " y"=2z". Dans le
cas abélien, il suffit de prendre z =y et n’=rn (alors, G=G® Q). Dans le
cas général, il est impossible de prendre pour z un mot en x et y (**) indé-
pendant de n. On peut établir le résultat suivant : si le groupe G est de

clc+1)

classe =Zc, on peut prendre n’=n * ; z est alors représenté par un mot en &
et y (qui dépend de P’entier n). Par exemple, pour

n(nd-—-1)

c=2, n'=n? et s=x"y"(y, x)

L’existence de ces formules se démontre de la maniére suivante : on considére
le groupe H engendré par deux générateurs indépendants @ et y, (H;) sa suite
centrale descendante, et enfin I’ le sous-groupe de H engendré par z" et y*,
n désignant un entier positif donné. Alors, on démontre, par récurrence sur ¢,

que
Qi)

(xyye * eWHy, (cf. chap.l, §2-9).

L’existence de ces formules nous permet de définir la complétion de Malcev et
de démontrer les théorémes (4.8) a (4.10) pour une catégorie de groupes sans

(%) Clest-a-dire un élément du groupe libre engendré par les symboles x et y.
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torsion plus étendue que les groupes nilpotents : la catégorie des groupes sans
torsion dont chaque sous-groupe a trots générateurs est nilpotent [ cf. (4.6)].

(4.12) Extension des résultats précédents aux N-groupes topologiques sans
torsion. — Soit G un N-groupe sans torsion. Nous pouvons définir, comme
précédemment; la suite rectifiante (H;) de G : ¢’est, parmi les suites centrales
de G dont les quotients sont sans torsion, celle qui décroit le plus vite. Mais
nous ne pouvons pas affirmer en général que la suite rectifiante soit sépa-
rante [cf. (3.11)]. Pour généraliser convenablement les résultats précédents,
nous introduirons une catégorie de groupes topologiques, que nous appellerons
N-groupes topologiques sans torsion. Par définition, un N-groupe topologique
sans torsion, sera un groupe dont la topologie est définie en prenant comme
systtme fondamental de voisinage de l'unité les sous-groupes d'une suite
centrale séparante dont les quotients sont sans torsion. Tous les homomor-
phismes de groupes de cette catégorie seront supposés continus; de méme,
une extension G’ d'un N-groupe topologique sans torsion G sera un groupe
topologique contenant G comme sous-groupe topologique.

Définition (4.13). — Nous appellerons suivant Malcev, R-groupe un N-groupe
topologique sans torsion qui sera supposé, de plus, divisible et complet (par
rapport a sa topologie). ,

TutoriME (4.14). — Soit G un N-groupe topologique sans torsion. Nous appel-
lerons complétion de Malcey de G une extension G qui devra étre un R-groupe et
vérifier dé plus la condition suivante : pour tout xz€G et tout voisinage H de
U'unité dans G, il existe un entier n £ o tel que "€ GH (**). La complétion de

v

Malcev d’un N-groupe topologique sans torsion existe, et est délerminée a un
isomorphisme canonique prés, conservant les éléments de G.

Démonstration. — Soit (H;) une suite centrale séparante dans G dont les
quotients sont sans torsion et qui définit sa topologie. Construisons, confor-
mément 4 (3.13) la (V,, H)-complétion de G, soit G, (H;). Alors, on démontre
comme en (4.8) que G, muni de sa (H,)-topologie, est une complétion de
Malcev de G. Soit G' une autre complétion de Malcev de G, (K;) une suite
centrale de G’ a quotients sans torsion et définissant sa topologie. Posons, pour
tout ¢, K,;=GnNK;, : alors G'/K; s’identifie & une :complétion de Malcev du
groupe nilpotent sans torsion G/K;, et G’ est la limite projective de ses guo-
tients G'/K;, puisqu’il est (K))-complet. Or, (K;) et (H;) définissent la méme
topologie dans G; donc, pour tout entier 7, il existe un entier j tel:que H;CK..

(26) Si Pon introduit une méirique convenable pour définir la topologie de G, cela revient & exiger
que la distance de G 4 I'ensemble des puissances positives d’un élément quelconque de G soit nulle.
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Alors 'homomorphisme naturel de G/H; sur G/K; se prolonge en un homomor-
phisme de la complétion de Malcev G/H; sur G'/K, (4.10). D’ou, par compo-
sition, un homomorphisme ¢; de G sur G'/K;, tel que ¢;(H;)CK. Les homomor-
phismes @; sont compatibles (c’est-a-dire forment un diagramme commutatif)
avec les homomorphismes naturels des quotients G'/K; dont G’ est la limite
projective; par conséquent, ¢; peut étre considéré comme le composé de I’homo-
morphisme naturel de G’ sur //K; avec un homomorphisme ¢ déterminé de G
dans G/, dont on vérifie immédiatement qu’il laisse invariant les éléments de G.
Jusqu’a présent, nous avons seulement utilisé le fait que la (H;)-topologie de G
est plus fine que sa (K;)-topologie. Nous pourrons construire de méme I’homo-
morphisme ¢ de G’ dans G conservant les éléments de G, en utilisant le fait que
la (K;)-topologie est plus fine que la (H;)-topologie. On démontre alors immé-
diatement, que ¢ et ¢ sont deux isomorphismes inverses 'un de l'autre, et
que o est enticrement déterminé par la condition de conserver les éléments
de G et d’étre un homomorphisme (continu) de G dans G'.

Les théoremes (4.9) et (4.10) s’étendent sans difficulté a la catégorie des
N-groupes topologiques sans torsion.

Remarquons que (4.14) nous permet de préciser la caractérisation (4.1) de
I'algébre de Lie libre complétéeé L(G) a partir du groupe libre G : L(G) est la
complétion de Malcev de G topologisé par sa suite centrale descendante.

TutoriME (4.15). — Tout R-groupe G est, canoniquement, porteur d’une struc-
ture d’algébre de Lie sur le corps Q) des nombres rationnels. La structure de groupe
de G s’obtient a partir de sa structure d’algebre de Lie par la formule de Hausdorf.

Démonstration. — Soit G un R-groupe, (H,;) une suite centrale séparante
dans G, dont les quotients sont sans torsion et qui définit sa topologie. Chaque
sous-groupe H; est divisible (3.3¢), et nous pouvons donc appliquer le
théoréme (4.3). 1l nous reste donc seulement & démontrer que les opérations
de l’algebre de Lie sont indépendantes du choix de (H;). Soit donc (K;) une
autre suite possédant les mémes propriétés. Alors, la suite (H;NK;) définit
encore la topologie de G; ses quotients sont sans torsion (six€H;NK;, n£o,
z'eH;,NnK.,, on a xeH;, et x€Ll;,) et, par conséquent, divisibles. La
remarque qui suit le corollaire (4.4) nous montre que les suites (H,) et (K;)
définissent toutes deux la méme structure d’algébre de Lie que la suite (H; nK).

Dans le cas des groupes nilpotents divisibles et sans torsion, on considére la
topologie discréte, et I'on obtient canoniquement une structure d’algébre de
Lie nilpotente (et de méme classe que le groupe).

Tout homomorphisme (continu) de R-groupes est en méme temps un homo-
morphisme pour leurs structures d’algébres de Lie (4.4). De méme, la notion
de sous-groupe (resp. sous-groupe invariant) fermeé divisible et de sous-algébre
de Lie (resp. idéal) fermée divisible coincident [¢f. (4.6)].



SUR LES GROUPES NILPOTENTS ET LES ANNEAUX DE LIE. 185

Grace a la complétion de Malcev, nous pouvons considérer tout N-groupe
topologique sans torsion et en particulier, tout groupe nilpotent sans torsion,
comme plongé canoniquement dans une algébre de Lie sur le corps Q.

L’application du théoréme (4.3) & des groupes nilpotents mixtes (c'est-
a-dire possédant des éléments d’ordre fini et des éléments d’ordre infini), se
heurte & une difficulté qui n’apparait pas dans le cas des groupes de torsion ou
des groupes sans torsion : on aboutit a différentes structures d’anneaux de Lie,
suivant la suite centrale considérée.

Nous pouvons toutefois caractériser les sous-groupes des groupes possédant
une suite centrale qui vérifie les propriétés établies en (4.3). Bornons-nous
aux groupes nilpotents.

TutoriME (4.16). — Pour qu'un groupe nilpotent G soit sous-groupe d’un
groupe G' possédant une suite centrale finie (H,) telle que, pour tout i, H/H,_

soit Vi-divisible et sans -V ~torsion, il faut et il suffit que, pour tout i, le 1" sous-
groupe G; de la suite centrale descendante de G soit sans V-torsion.

Démonstration. — Soit H;=H;nG. Alors, H; est sans V-torsion ainsi
que G;C H;. Réciproquement, si G, est sans V;-torsion, le théoréme (3.2) nous
permet de construire canoniquement une suite centrale finie (H;) dans G,
telle que H;/H;, soit sans Vi-torsion. Il nous suffit alors de former (3.6)
une (V;, H;)-complétion de G pour nous placer dans les conditions de
I’énoncé (4.3).

La difficulté indiquée provient de ce qu’il n’est pas possible de définir cano-
niquement une suite centrale finie (K;) dont les quotients sont non seulement
sans V;-torsion, mais aussi V;-divisibles, méme en postulant I’existence d’une
telle suite.

Exemple. — Prenons le groupe G défini sur le produit cartésien Z><Z><Q, T,
par la multiplication

(Pr @ 72 ) (P s 7 S) = (p s g 77— Pl gy s+ 8);

Z désigne comme précédemment I'anneau des entiers rationnels, Q, I’anneau
des nombres rationnels de la forme gf, (m, n€l), et enfin, T, le groupe additif
quotient Q,/Z. Nous désignons par 7 'image de 7€ Q, par 'homomorphisme
canonique de Q, sur T,.

G est un groupe nilpotent de classe 2. Posons H,=G, et prenons pour H,
I’ensemble des éléments de la forme (o, 0, r,0). Alors, toutes les conditions du

théoréme (4.3) sont remplies pour la suite (H;). La structure d’algebre de Lie
ainsi définie est la suivante :

sioaw=(p gy s) A =(ph g ),
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alors
[x 1’]— (@, x')= (0, 0, pq'— qp’, 0)
et
x+x’:<p P g — ﬂiffp—) c+s’>,-

Or, nous définissons un automorphisme ¢ de G en posant
’ o(x)y=(p,q, r,s+7).

Si nous posons donc K, = G, K,=o(H,), la suite (K;) vérifie tout comme (H;)
les propriétés de (4.3). Mais cela nous conduit 2 une nouvelle addition sur G :

Ce@a=o (v (@) 9 (a))

— (1) +pLg+q.rir— (]——”/’_L_ (/]7'>, s+ 8 — (p——————ql_;_ (/]7')>.
On a bien @ B ' £ x + «' si pg'+ qp’ est un entier impair.

Dans le cas général, j'ignore si deux structures d’anneaux de Lie définies sur
un groupe nilpotent G par le procédé du théoréme (/4.3) sont toujours trans-
formées ['une en Iautre par un automorphisme de G (comme dans ’exemple
précédent).

(4.17) Complétion de Malcey des groupes sans P-torsion. — La théorie de la -
complétion de Malcev que nous avons exposée dans le cas le plus important,
celui des groupes sans torsion, peut s’étendre i des catégories plus vastes de
groupes nilpotents ou de N-groupes topologiques. Nos démonstrations reposent
en effet, sur les résultats ‘du paragraphe 3, et particulierement sur le
lemme (3.3d). Nous pouvons donc considérer la catégorie des groupes
mlpotents sans P-torsion, P désignant un ensemble quelconque de nombres
premiers. Nous définirons la suite P-rectifiante d’un groupe nilpotent sans
P-torsion comme la suite centrale décroissant le plus vite parmi celles dont les
quotients successifs sont sans P-torsion. Une P-complétion de Malcey d’un
groupe nilpotent sans P-torsion G, sera une extension G de G possédant les
propriétés suivantes : G est un groupe nilpotent sans P-torsion et P-divisible -
et, pour tout z € G, il existe un entier n/P tel que "€ G. On définira de méme
la P-complétion de Malcev d’un N-groupe topologique complet dont la topologie
est définie par une suite centrale séparante dont les quotients successifs sont
sans P-torsion. Les théorémes (4.8) a (4.14) s’étendent alors sans modification -
notable des démonstrations. Les résultats nouveaux ainsi démontrés ne
semblent pas présenter pour l'instant beaucoup d’intérét, mais ils montrent
tout au moins I’avantage que présente I'exposé de la complétion de Malcev sans
faire appel a la théorie des groupes de Lie.

Remarque (%4.18). — 1l est possible d’exposer plus simplement que nous ne
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I’avons fait la théorie de I'inversion de la formule de Hausdorff pour des caté-
gories de groupes plus restreintes : les groupes nilpotents de classe —Zn,
sans V,-torsion et V,-divisibles. La variante (1.7b) du lemme (1.6) correspond
a ce cas. La simplification annoncée provient de ce qu’on peut alors éviter
I'usage du théoréme (3.6). Considérons, en effet, un groupe libre G, de géné-
rateurs indépendants (,),;, et sa complétion de Malcev L(G) lorsqu’on consi-
dére G comme un N-groupe sans torsion topologisé par sa suite centrale
descendante (4.1). Considérons les sous-groupes I';y de L(G) engendrés par
les éléments z"'""; alors, tous les I'; sont des groupes libres engendrés par les
générateurs indépendants x*'', et leur réunion I' est une V,-complétion de
Malcev de G, considéré comme N-groupe sans V,-torsion topologisé par sasuite
centrale descendante (4.17). On voit ainsi comment tout homomorphisme f
de G dans un groupe nilpotent H, V,-divisible et sans V,-torsion peut se pro-
longer en un homomorphisme unique g de I' dans H : il suffira de prolonger
- successivement faux groupes I' ;. Si 'on suppose de plus que H est de classe n
au plus, un homomorphisme g de I' sur H permet d’établir la structure
de Q,-algebre de Lie de H [c¢f. (4.5)].

5. CONSTRUCTION D'UN GROUPE PARTICULIER. — Nous voulons construire une
algébre de Lie sur le corps Z; des entiers modb, qui soit de classe 5 et dont
toutes les sous-algébres a trois générateurs soient de classe = 4.

Considérons d’abord I’algebre de Lie libre L, engendrée sur le corps Z; par
les cinq générateurs indépendants z,, x,, ,, «,, ;. Nous noterons généra-
lement [y,, ys, ..., y,] I'alternant par rapport a y,, ..., y,€L, défini par la
relation de récurrence : :

Lo s e sl =1 e D )

Nous savons que L, est une algébre de Lie graduée, et méme multigraduée, si
I'on considére les degrés par rapport 4 chacun des générateurs.

Les éléments multilinéaires de degré total 5 (c’est-a-dire homogénes de
degré 1 par rapport a chacun des générateurs) constituent, d’apres les formules
de Witt [33], un Z,-module de dimension 24. Or, chacun d’eux est égal a une
combinaison linéaire des éléments [z, x;, ), @, 2], ou (1, j, k, [) désigne
I'une des 24 permutations des indices (2, 3, 4, 5). Ces éléments sont donc
linéairement indépendants sur Z;.

Nous allons maintenant prendre le quotient L de L, par I'idéal engendré par :

1° tous les éléments de degré total . 6;

2°.tous les éléments de degré total 5 qui sont de degré au moins égal a 2 par
rapport a I’'un des générateurs x;;

3° tous les éléments multilinéaires de degré total 5 qui sont de la forme

[xh Loy X3y Ty x;] — Sa[xu Zg(2)y La(3)y La(i)y xc(s)]a

ol o désigne une permutation des indices 2, 3, 4, 5, et ¢, sa signature.
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‘Pour ne pas alourdir les notations, nous désignerons désormais par a; 'image
canonique dans L du générateur précédemment noté x; de I'; (qui n’inter-
viendra plus). :

On voit facilement que L est encore une algebre multigraduée par rapport
aux générateurs x;. C’est une algebre de classe 5, puisque

[, 2y, 5, x4, ~T5] =XZo;

de plus, tout alternant de degré 5 est un multiple de X. Pour calculer
(Y1 Y2y Yoy ¥4y ¥s ] o0 y: €L, nous pouvons remplacer chaque y; par sa compo-
sante homogéne de degré total 1. Posons donc ‘

Yi— E;

i jr; (1Z0Z55 ay;,€15)5

le calcul de [y, Y2y ¥s» ¥4 5] se raméne alors au calcul des alternants
[z, @, @k @1, xw], o0 (i, j, k, I, m) représente une permutation des
indices (1, 2, 3, 4, 5). D’apres la construction de L, nous avons :

(5.1) [@1, @y 2y 20y 21] = €X,

ou ¢ désigne la signature de la permutation (z, j, £, I) des indices (2, 3, 4, 5).
Nous obtenons ensuite :

[.T,‘, Lyy Xjy Thy 'Tl_] _— [17'17 iy Ljy Thy .I‘[] _—— EXv
(5.2) [ )y 1y Xpy X)) =— [ 204, [ 24y ) ), Zpy 21| =— 26X,
[-Z'ia Ljy Ly Loy J‘/]:—— [J"la ['l'l'v X'y x/{]v 1‘1] — 0,

et de méme :
['Th Ljy Ly Tly Xy ] —= 0.

Lesformules (5.1) et(5.2)nous permettent de calculer |y, ys, vs, 7.,y |=2X,
le coefficient A € Z; étant égal au déterminant :

(2731 Uy Uy Uy Uy
sy Uyy Uy Uy Uy
(5‘3) —2ay @y Gy Ay Ay | = A
o Uy Uy gy Uy
o (o Uy Uy, gy

Pour montrer que toute sous-algébre i trois générateurs z,, 5., 3, est de
classe<Z4, il suffit de montrer que tous les alternantsde laforme|s;, 5, 54, 545 5],
ou les indices ¢, j, k, {, m prennent indépendamment les valeurs 1, 2, 3, sont
nuls. Or, dans ce cas, le déterminant (5.3) est nul, puisque, si on le développe
suivant les éléments de la premiére colonne, chaque mineur a au moins deux
lignes égales. Par contre, il existe des sous-algébres de L & quatre générateurs
qui sont de classe 5 : ainsi

L&y &gy T3, Xy~ Xy, Zyy Xy ] =— 3X 52 0.
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Il est facile de calculer la dimension (sur Z;) de la sous-algébre engendrée
par x,+ x,, x;, x,, ;. Le module de ses ¢léments de degré 5 a (comme
pour L) la dimension 1. Quant aux éléments de degré =4, ils constituent des
modules dont les dimensions sont les mémes que pour une algébre de Lie libre
4 quatre générateurs, c’est-a-dire (pour les degrés 1, 2, 3, 4 respectivement) :
4, 6, 20, 6o0.

Sinous définissons sur cette sous-algébre de Lie une structure de groupe au
moyen de la formule de Hausdorff, nous voyons que nous avons construit un
groupe a quatre générateurs, d’ordre 5°*, de classe 5, et tel que chacun de ses
sous-groupes a trois générateurs soit de classe 4 au plus ('ordre de chaque
élément du groupe, sauf I'élément neutre, est 5). L’énoncé du théoréme (4.6)
se trouve ainsi légitimé.
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