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SUR

LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ZEROS

DE

CERTAINES FONCTIONS D’APPROXIMATION

Par M. Smarik DOSS.

INTRODUCTION.

Soient les fonctions f,(z), holomorphes dans la région R et convergeant
uniformément dans R vers la fonction f(z), nécessairement continue dans R
et holomorphe a I'intérieur de R.

D’aprés un théoreme de Hurwitz (*), si f(z) est différent de zéro sur la fron-
tiere de R, le nombre des zéros de f,(z) qui sont intérieurs a R est pour n suffi-
samment grand, exactement égal au nombre des zéros de f(z) intéricurs a R; les
zéros étant comptés avec leurs ordres de multiplicité.

En particulier, st /(=) a, au point { intérieur a R, un zéro d’ordre de multipli-
cité k>~ 1, pour nassez grand, /,(z) aura, dans tout voisinage de { qui ne contient
aucun zéro de f(z) différent de {, exactement k zéros. Si lon ordonne les zéros
Gi(i=1, 2, ...) de f,(5) suivant les valeurs croissantes de | Gui—C, les k zéros
Cui(1 =1 k) tendront vers { quand n croit indéfiniment.

L’objet du présent travail est ’étude du comportement asymptotique de
L.i— ¢ pour quelques classes de fonctions f(z) et quelques classes de fonctions
d’approximation associées, f,(z). Les notations ci-dessus seront conservées
dans la suite.

(*) A. Hunwirz, Ueber die Nullstellen der Bessel'schen Function (Math. Annalen, 33, 1889,
p. 246 et suiv.).
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Les premiers résultats sur ce sujet paraissent avoir été obtenus en 1930 par
M. Fekete, dans ses lecons de I'Université Hébraique de Jérusalem (*). 1l nous
communiqua quelques-uns de ses résultats en juillet 1943 et nous proposa
I’étude de cette question.

Jf (=) désignera dans les Chapitres I, II, IIl et V la série entiére Zavz". Les
formules (1), (3), (4a), (46), (5) et (6) sont dues a M. Fekete. Elles sont

inédites et nous furent communiquées sans démonstrations.

Voici un résumé du présent travail :

Dans le Chapitre I, nous considérons une série entiére f/(z) dont le rayon
de convergence est g(o < p < = ) et ses sommes partielles /,(z). Nousdémon-
trons la formule suivante :

k

(1) B (Gu—tfi=Lh (=i k).
ny e P

Nous examinons ensuite /e cas oii ¢ est infini; et la série entiére représente
une fonction entiére d’ordre fini » et nous complétons le résultat (1) par le

sulvant :
k 1

(2) Tim | Gu— (T8 ==e 7 (1=iz k) (%)
ny»

Dans le Chapitre II, nous considérons une série entiére dont le rayon de
convergence est p(o< o) et les Moyennes de Cesaro f,"'(5) d’ordre
entier 7>~ 1 qui lui sont associées. Nous démontrons le résultat suivant :

Sir> 4, ona

(3) ]imn<1——§->_—:ai (1= k),
n>w an'

ou a; désigne 'un des zéros | tous réels et positifs (*) et ordonnés suivant
leurs modules croissants] du polynome

Loa() :é‘(— 1)<f) <;‘>sz shes,

§=0

(1) Il avait déja obtenu, en 1913, dans certains cas particuliers, des résultats d’un caractére topo-
logique pour la distribution des £,; dans le voisinage de . Cf. C. R. Ac. Sc., t. 187, octobre 1913
et t. 158, mai 1914.

(%) On observera que les formules (1) et (2) donnent théoriquement un moyen d’évaluer le rayon
de convergence d’une série entiére ou 'ordre d’une fonction entiére.

(3) Ces propriétés des o; ont permis a M. Fekete de compléter un résultal obtenu antérieurement
dans le cas ou ¢ et les a, sont réels, voir la Remarque & la fin du Chapitre II.
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Sit—Zr—k—r1,ona

.

(4 ) |imn<1~yi->_—_o (1=i=k—r),
n>» Sni

(40) ]imn(l—;—c'—f>:“/ (1=j=r),
n>=» Sn k—r+j

ol a; désigne le /™ zéro du polynome

”

Lin(3) = (— 1)<;> (ls‘)sv =,

§=0

Le premier groupe de zéros [ qui vérifie (4 a)| satisfait a la loi plus précise
hk—r
¢

(5) lim|gu—¢| " =20 (1Zisk—r1),
n>w P

qui peut étre considérée comme une généralisation de (1).
Nous avons de plus déduit des résultats de M. Fekete le degré d’approxima-
tion par les Moyennes de Cesaro en un point intérieur au cercle de convergence.

[

Dans le Chapitre I1I, nous considérons les polynomes de Jensen
. . I 1 2
=g+ A5 (32 ——\) - @y 51— — I— —
,/n(,/) 0+ 2 (I n, -+ a3 <I ﬂ>< ’2>+

1 2 n—i1
“+ @1 — — I— — )|l 1 — >
n n n

associés par M. Fekete (') a la série entiere f(z) dont le rayon de convergence
est positif et nous démontrons le résultat suivant :

(6) lim (i (=) =2 zizh),

n > ¢

ol o; désigne le 7™ zéro du polynome d’Hermite de degré 4 (*).

Dans le Chapitre IV, nous associons, suivant un procédé de M. Fekete, & toute
suite ¢,(z) de fonctions holomorphes convergeant uniformément vers o(z)
dans un domaine (@), une autre suite o (z) que nous appellerons suite de
Fekete d’ordre r>>1.

La relation entre !’

nn

(s)eto,(s)estla méme que la relation

N ST dr( f(s))
jﬁzl('“’)—( [> <n_}_r>rI ({;11 Zh+1 \

r

(1) M. Feketg, C. R. Acad. Sc., t. 1538, p. 1256; JENSEN, Acta Math., t. 36, p. 184.
(2) M. Fekete a pu, grice & sa formule (6), compléter un résultat obtenu antérieurement dans le
cas ol { et les a, sont réels; voir la Remarque & la fin du Chapitre I11.

Ann. Ec. Norm., (3), LXIV. — Fasc. 2. 19
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qui lieles moyennesde Cesaro /,"(3)(r>x1) aux sommes partielles f,(z) d’une
série entiere /().
Les 9" () tendent uniformément vers ¢(z) dans (®). Nous démontrons que
. ’ . . / .
si le degré d’approximation de ¢,(5) vers o(z) est ob}k), les lois asympto-

tiques (3), (1a) et (40b) restent vraies pour les suites de Fekete associées a la
suite ©,(z).

Dans le Chapitre V, nous considérons les Moyennes de Holder k' d’ordre
entier 7> 2, associées a une série entiere f(z) dont le rayon de convergence
est positif. '

Ici, on doit distinguer entre les zéros simples et les zéros multiples de /().

Pour un zéro simple { £ o, le zéro {, de A\ satisfait a la loi

lim(—r———iz<c~”—1>:l.

nyw» (logn) =t \ ¢

Pour un zéro { = o, d’ordre de multiplicité £>~ 2, on ala loi

1

. (r—=2)ln 4 G\ . . -
lim ey (7 1) =w (=ish),

ol «; désigne I'un des zéros du binome
9 (2) + (= 1) g e (0),
avec
S(2)= (5 —0¢(z) = (s — )* "o (z),

"‘"@(Z)Zf s—No(t)dt (s>1).

Les zéros «; étant ordonnés suivant les valeurs croissantes de leurs
arguments, les (,; seront ordonnés suivant les valeurs croissantes de

:ni - C

arg = (1ZiZk), (a'exception possible de {,, quand «, > o).

Nous avons obtenu, a la fin de ce Chapitre, le degré d’approximation par les
Moyennes de Holder en un point intérieur au cercle de convergence de f(z).

Dans le Chapitre VI, nous considérons une classe de polynomes f,(z) conver-
geant maximalement, au sens de Walsh ('), vers la fonction f(z), holomorphe
dans I'ensemble fermé et borné C dont le complémentaire est connexe et
régulier (*).

(") J. L. Wavsu, Interpolation and Approximation by rational functions in the complex domain;
New-York, 1935, p. 8o.

(2) WaLsH, loc. cit. p. 65 et suiv.
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Désignant par w = 9(z) la fonction qui représente conformément le complé-
mentaire de C sur 'extérieurdu cercle | o | <15 par C; lacourbe |¢(z)|=R >1;
par ¢, la borne supérieure, nécessairement ~>1, des valeurs de R pour
lesquelles f(z) est holomorphe a I'intériéur de C;, nous démontrons la loi
asymptotique

120

mlCm’—Cuf”Z—— (Iél‘_ék%
ny w P

ou , intérieur a C,, n’appartient pas a C.
Enfin, dans le Chapitre VII et dernier, nous étudions un probléme inverse.

Etant donnée la loi asymptotique a laquelle obéissent les (,,;, en déduire des
renseignements sur ['ordre d’approximation de /(3) par /,(z).

(’est pour moi un agréable devoir d’exprimer ici ma reconnaissance a
M. Fekete, Recteur de I'Université Hébraique de Jérusalem, qui m’a indiqué le
sujet de ce mémoire et a bien voulu diriger mon travail.

CHAPITRE 1.

SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ZEROS DES SOMMES PARTIELLES
D'UNE SERIE ENTIERE.

Soit
Jf(=) :2 ays’
V=0

une série entiére dont le rayon de convergence est p(0< g < ) et {£ 0, un
zéro de f(z) d’ordre de multiplicité £, intérieur au cercle de convergence.
Désignons par {,; les zéros de

’ ./;,L(:) :Z a!,z“.

Nous nous proposons d’établir la formule

k1t

g (= (1ZiZh)
ny> =
Posons
9" (z) = (5 — )9 (5) (15 k)
avec

99 (z) =/ (5),

9(s) =D (rZs k),

V=0
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Posons aussi
E -2 B (1Zs=h).
v=0
Les séries o'(5) ont un rayon de convergence égal a ¢ et ¢ ({)s£ o.
On obtient immédiatement par identification
o (5) = (s =)W (s) — =B (1Zs=k)

et, par suite,

fa(5) = (5 — Do (= >—-~+1$‘ B (5 — £)t,

s=1
k

(I) (chi_ ) an (tlll == t;éflxﬁm(tm 5—-1
s=1
Or, ¢°(Z,;) a pour limite " ({)5£0 car on a
o (Zni) — @ F1(L) | £ 90 (Zut) — 0% (Lni) | = | 0% (Lni) — 9P (2) |

et le premier module du second membre tend vers zéro en vertu de la conver-
gence uniforme de ¢/"(z) vers 9% (z), tandis que le second tend vers zéro en
vertu de la continuité de ¢!V (z) et de la convergence de {,; vers (.

On a done

k n.

.
m ni v'_l: Fﬂ—l (,:) Cni— )1
Tim (g — g =g Tim | 3B (6u—0)

§=1

On doit avoir

1
mlt_m’~C[”éI;
ny»»

car, a partir d’un certain rang, |{,;— | <1.
Si-’on suppose
1

fm | Gu—g ) =1,

ny =%
comine
1 I
lim By "= (1=s=h)
nyw y
on aurait
1 s—l I
llm | @(‘)(Z"i_ 7)"—‘1 |’L4 llm @()) !” hm [Cm - 7‘ B - (;‘
)

n>»

et 3 (L,;—0)~" pourrait étre considéré comme le coefficient du (7 + 1)
terme d’une série entiére dont le rayon de convergence serait > p, et par suite

k
38 (Gu— o)

s=1
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serait aussi le coefficient du (n 4 1)*™ terme d’une série entiére dont le rayon
de convergence est o, > ¢ et 'on aurait
1
i k n
i (Gu— ¢ = ¢ Tim | 3060 (Gu— gyt | =
ny>w» n>o

sl

s==1

ce qui est contraire a I’hypothése.

On doit donc avoir
,

lim | g, — 1" <1
n>»

et par suite
1

lim | 507 (Cu— )1 " <

! (2 Zs k).
"> » AO

La série entiere dont le (n 1) terme a pour coefficient 3({,,— )" a
donc, pour s >~ 2, un rayon de convergence >¢

De plus, la série 2(3(””5” a le rayon de convergence ¢, de sorte que

k
ZBT(ZH;——Z)-"—’ est le coefficient du (n 1) terme d’une série dont le

s=1
rayon de convergence est ¢.
On a done
1
k b
Iim 2(5) (5 et | 1
m n (h.ni_\.) -_—
n> = P
s=1
et, par suite,
.
T [ Zu— g [P ol (1),
n>w P

(1) Voici une autre démonstration qui nous a 616 communiquée par M. Montel.
Soit :

— 1
J(B)=((z—0o(z)= (=0 (bo+biz—+...+byzn+...), lim; b, " =

O | o

On a,
fn<Z)=(Z_c)(b()+ [)1:+.--+ b,lzl')~[)”:’”"1,
(ZM_C>(bU+b1§IL+'~~+ bn?;ﬁ =bnt.ﬁ+l
et par suite
(ll) (Zn"‘c)k'{‘(tn :};Z-H[bn—"‘(};u—‘t.)(bn—t»l—"]/n—-"_':u‘*'--o)]

qui remplace notre formule (r1).
Or,

b 12 ¢ M 18| < 18]+ 2

o — 5)n+/; ’
et par suite
1 M

P
Jl)u+1+/)n+‘_>\=n+---|< (p——E)“ P—\C[“‘li’
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La formule
k
(1) (Cni— 4 (5ua) = L3 2 B (Lt — 0)°,

s=1

peut servir a étudier le comportement des zéros {,; quand, lé rayon de conver-
gence de la série /() étant infini, /(=) est une fonction entiére d’ordre fini'r.

On sait que (")
I
log(‘anl > I

Hhm ———= 7 — _.

s nlogn r

ou
. 1
llm \ a, \[n logn — e
n>»

1
r

/() étant d’ordre r, 0 (2)(1 s k) est aussi d’ordre r, de sorte que

1
2 hm (s) |n logn —e
n
ny»e»

1
s

(1Zs k).

Nous ferons usage du lemme suivant :
Sott

I
U, = E o0,

i=1

ot k est un nombre fize, et { .}, une suite de nombres positifs qui tendent vers
Uinfint, alors

1 1
lim | «, ]P‘"émax% lim | ¢ |¥n t
n>w j n>wm s
En effet, posons
1
lim o) [n=1; (1) k),
n>»

et soit 7,, par exemple, tel que 7,>x <;(1==j =<). Etant donné = >0, on peut
trouver N tel que pour » >N

Lo | Z (m+ o) (1£7 £Kk)

d’ot 'on tire
1

lim I bnar=+bpialun+. .. n = 3

O |-

et Pon déduit successivement de la formule (17)

. 1 _ & 1Z]
lim| ¢, —C]n<1, lim|¢{,—Cln= ;

(1) Poir par exemple Trrcamarsu, The Theory of Functions, »¢ édition, p. 253, Oxford.
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et par suite,
k
|t _/__Z (tj+ &) Z k (Ty+ ¢ )P,

j=1

— L

him |u, |¥»Z7) + e,
n>»

- B

Silona~, >r;(2j-k),

1

lim | w, |#»
>

—T

Tye

Il n’y a en effet qu’a appliquer le lemme &

k
al .
ol )= u, — Z V(,{).

j=2

Nous pouvons maintenant montrer que ’on a

— _k 1
llm 1 Clli — C \!l log n —e .
ny»
En effet, si 'on suppose
: 1
lim | g — |18 =1,
ny»n

le lemme appliqué & (1) donnera, en tenant compte de (2),

k 1
hm | zni— C‘li logn :/:e r < I,
n>»

ce qui est contraire a 'hypothése.

On a donc
1
lLim l C”i_ C ln log n <1
n>
et par suite
1 1
lim | B (G — Q) rlen < e ” (2252 k)
n>=»
tandis que
1 1
m | B(ﬂ“ ]n logn — 6_ ;:.
ny>»
Appliquant le lemme, on obtient
k 1
nlogn — ¢ 7,

]—i-r; ‘ Cni— C V
n»»

Remarque. — On peut évidemment appliquer cette méthode au cas d’une

série entiére ayant un rayon de convergence fini.
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CHAPITRE 11.

ETUDE DES MOYENNES DE CESARO D’ORDRE ENTIER 7 ASSOCIEES
A UNE SERIE ENTIERE.

Nous ferons usage de la formule suivante, mise en évidence par M. Fekete ().

s . gl dr .f’l(:)l
([) nl(”‘)‘“(——l) <n_|__].>r! EZ—;% o+t s’

7

ou la 7" moyenne de Cesaro /'(s) est définie par

n

D (N VAT
S

S (z) = =0 <n+r> E (r>r).
r

Coaservons les notations du Chapitre 1 mais posons, pour simplifier,

9" (z)=29(s).
Les f.'(z), qui convergent uniformément vers f(z) dans toute région

n

intérieure au cercle de convergence de/f(z) auront exactement £ zéros {,; qui

tendent vers . On a

3

Ji(2)= (5 = O gu(3) — &1 Y B (s — 1)

et, si r>k,

R
W(5) = (— ’T_‘_,—'_C{’_} -7 £ 9n(3)
w(5) = ( 1)< . )"d:f'l(“ 2) |
k

. . ghtr+t r k . s dr—s ?n(z) ' .
=(=1) ‘n—+r 2<s><s>s'(~_5) dzr=s | g+ ()

)

ou, en faisant encore usage de la formule (1),

(2) jE{'(:):é(I)sﬁ(\;»(f)s!(::)“0,[{"” 5

§=0
. sl o s
=k f r\ [k 7\ k—s 2 " ‘*')”a,
:_.12(_1)5 sifr—2 nk=s fn4+r
n s s 5 s!
§=0 S

(1) C. R. Acad. Sc. t. 137, octobre 1913.
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ou
nk
(2") =0 (=) =L (%),
avec
p
ly r /ﬁ (r—s
L (7, :}_‘(_1)5(\s><.>u7} A
N0
.
Z:n(l-—-\'—) ou T C,
s/ ( L)
I— — .
n
et
=3y -
'/ \( )__ ~‘I’n ("')” (oés/,/.)

Considérons le polynome,
.

L.i(7) :Z (—1) ( > </‘>sz 7h—s.

80

Dans toute région finie R du plan des Z, les fonctions ®;“(Z) tendent uni-

formément vers la constante ¢({) £ o. En effet, il correspond a R, par la trans-

>
=

(r=2)
— 2~

n
point {, de plus, les ®(Z)(0oZs-_k) sont, & un facteur numérique pres qui
tend vers 1, égaux aux ¢, '(z) et I'on a

formation z = s une suite de régions du plan des z qui tendent vers le

o N(E) — e (O | L el () — e () T+ e (z) — (D) ]

le premier module du second membre tend vers zéro et le second aussi car z
tend vers { et la fonction ¢(z) est continue.

Cela étant, si I'on considére une région R du plan des Z qui contient tous les
zéros o;(1=_i k) du polynome L,,(Z), qui sont tous distincts et positifs (*),
on peut afirmer que les fonctions LY)(Z) qui, pour » assez grand, sont holo-
morphes dans R, tendront uniformement dans R, quand » tend vers l'infini,
vers le polynome 2({)L,.(Z). On en déduit que pour n assez grand les L{)(Z)
auront, dans R, exactement & zéros Z,(1=i=_Fk) qui tendront vers les
k zéros a; du polynome L,.(Z); les Z,; et les a; étant ordonnés selon leurs
modules croissants.

On déduit de (2) que, & tout zéro Z,; de L};/(Z) correspond, par la transfor-

mation z = ,—:—L—, un zéro z,; de f1'(2) qui tendra évidemment vers { quand

(1) Poir par exemple PoLva und SzEcd, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, L. 2, p. 94
pour Pétude de ces polynomes qui sont des po:vnomes généralisés de Laguerre.

Ann. Ec. Norm., (3), LXIV. — Fasc. 2. 20



150 5. DOSS.

7. tend vers «;. La relation

donne alors

(3) lim n,<l— _:jf—’h (r=—d k).

">z ~ni /

On peut observer que (3) implique que les z,; sont ordonnés suivant les
valeurs croissantes de | z,,— (| et 'on a par suite, avec les notations introduites
précédemment, z,,—C,; et

,
(1) |imn<[—- (-:r);:zi (1 =i ).

">z wiiy

Pour le cas ot 1/ —1, revenons a la formule

fu(s)= (s —)0,(s)— '”“2{3“)

\7'1
On aura
) - ghtr+l d" ’ .Q/L(;) ( ‘
(=) e (V7 RatliD N AV I -
./// (‘>_‘( [) n -7 y :,-)\(\ :) s+l \ J"(‘)
oll
p-IL+I {) l
nls)=(—1y (n+l " 245 - ‘
\ B ) s=1

On en déduit

”

] ° S
s )

Si I'on effectue la transformation introduite précédemment et que 'on pose
N.(Z)=v,(z), on aura

AL
B k y =
i P n N,I(L)(I z>

__;w(.):Z m,)»( )(é) 1 L5 ) (7,) — »r-%:l—,}l_:\;x%(x).

N0

Considérons maintenant le polynome de degré 4

\/,(Z\) — Z/\.—"Idﬁl' (Z)

et une région finie R du plan des Z qui contient tous les zéros du polynome
Aw(Z), €'est-a-dire ao=o0 de multiplicité &—r et o;(1=—7-_r) ordonnés
suivant leurs modules croissants; alors, pourvu que

VA
KN (7 _k
nAiN,(Z) (1 /z> ‘

rk
&
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tende uniformément vers zéro dans la région R, on peut, comme précé-
demment, affirmer que A})(Z) posséde k zéros Z,,(1=7 k) qui, ordonnés
suivant leurs modules croissants, vérifient

lim Z,;= 2y== 0 (=i Zk—1)
">z 0

lim 7, gy == 25 (r=1i-~<r),

n> » o o

et par suite, pour les zéros correspondants {,; de /'!'(s), on aura

lim 7 ( —
. b
n> = \

/

() lim 7| 1+ —
n>»

Vi

/1"X,I(Z) kl —_

Il reste & montrer que tend uniformément vers zéro dans la

rh

région R. Pour établir ce fait, considérons v,(3)=N,(Z). On a

fe-=r—1 k—r
=i il N o) !
- ) .5 O (P8 L , .
()  wla)=(— 1y e B A e e Ny,

n—1\ s,
't s n=1
,

/

ou les ¥ sont des combinaisons linéaires, a coefficients indépendants de n,

n
(r+s+1)

n
n -+ 1'>
I‘ /

des » pour lesquels on a par suite

1
lim " = Op= 0
"y = P/;

On en déduit que, dans toute région intérieure au cercle de convergence
de f(z), v,(z) tend vers zéro comme 0"(o<0< 1) et I'on a par suite,
uniformément dans R,

Z k
ING(Z) (12
N ( )(1 n>

1 — 0.
lim —
">z =

Quant aux k& — r zéros {, du polynome /)'(3) quitendentvers {suivant la loi

. / 4
lim n( 1— ) =o,
n>w \ sn

on peut montrer qu’ils satisfont, plus précisément, a la loi

(6") lim [ Z,— 7| = e
]
n=p» V
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Pour cela, on considére I'identité

7

()=o) = B (D) (1) sz,

N==0

.

_ . 4

s={, ou Ti=nl1— ;~>,
Sn

2 (— I)S<‘:> </:>SV Lr—s ®U= (1)

N=0

tend vers (— 1)"<l;l>r! o({) =~ o et par suite

k—r 1
hm |2, —¢] * = hm |v,(g,) "
n> = n> %

Pour

De plus,

k—r—1
n+r+1 N o) !
X O (r+s)! .
‘Jn(\:n)———(_l)l = < 2 1 )— 165:’ Hl)(@l"’\f)ﬁ

n-r ' S
' 5=
r

et 'on peat répéter ici le raisonnement du Chapitre I pour I'étude de
i
<y o . - . . .
2‘ YL, —Zy". On obtient ainsi
s—1
— kor 7]
lim |, —¢| " ==
">z P

Dans le cas ou f(z) est une fonction entiere d’ordre s par exemple, on peut
obtenir une précision analogue a celle du Chapitre I.

Remarque. — Le fait que les zéros du polynome L,.(Z)(r>x k) sont positifs
et distincts permet de déduire de (4) une information complémentaire intéres-
sante, dans le cas ou et les a, sont réels. Dans ce cas, les k zéros {,; de /(=)
sont, pour n>x n,, réels, et distincts, séparés de I'origine par (.

La réalité des {,,(1 == ¢ =Zk), pour nassez grand, est évidente pour £ =1.

Pour £>~2, la négation de la réalité des {,; pour 1-=7¢k entrainerait
I’existence d’une suite infinie de nombres conjugués {,; et , .. Ceci implique,
d’aprés (4), que o; et «; soient conjugués; ce qui contredit le fait qu’ils sont
réels et distincts.

Si maintenant on fait usage de (4) sous la forme

ﬁl(.g;:——§21;>(» (r=i 1),

">z -

on voit que, { sépare, pour n assez grand, les zérvo {,;(1=/1k) de l'originc.
La réalité des zéros {,;, dans les conditions précédentes, a été établie par
M. Fekete dans sa Note aux Comptes rendus de 1913, d’une facon élémentaire ct



LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ZEROS DE CERTAINES FONCTIONS D’APPROXIMATION. 153

sans faire usage de la formule (4), qui lui a permls de reconnaitre les inégalités

o [T Gul.

On peut, dans les mémes hvpothéses établir pour r =~k —1, la réalité des »
26r0s (i ri(1—1 1) de f'(z) qui satisfont a (5) et aussi le fait qu’ils sont
séparés de I’ omgme par C. En particulier, pourr =k —1, le seul zéro de [, (z)
qui tend vers ¢, suivant la loi (6") est réel. Mais on ne peut rien dire au sujet des
positions respectives des trois points o, , ,,

Degré d’approximation en un point par les moyennes de Cesaro.

On peut déduire des formules (2) et (7) le degré d’approximation par les
Moyennes de Cesaro, en un point { intérieur au cercle de convergence.
Pour un zéro { de f(z), d’ordre de multiplicité £ r, intérieur a ce cercle,
on a, d’apres (2),
I I
—_— N = '\";o —k|
(==t (j )o@
(")
et par suite
lim ik fi0(0) = (— 1) wk( )/M(r),

ny=
ou f"(z) désigne la dérivée £ de f(z).
De méme, pour un zéro { d’ordre de multiplicité £>r, on a par la for-
mule (7)

Si(€) =—va(%)
et par suite, d’apres (6)
— el
l 4 "A_
Hl;‘ilf (s)i 0

Si maintenant { est un point quelconque du cercle de convergence de f(z) et si

l'on pose
h(z)=f(z) = J(©),
{ sera un zéro de ~2(z) et 'on aura
W' () =[x (5) = S (Z)
Si L est un zéro d’ordre & pour A(s),
SO=/0)= .=/ SE(E)F o,

on aura, pour k —r,

i {(0) = £(0) = (= 0 () S40)
n>»
et, pour k >r,

T | /500 — /(o) = 2L

n->»

l |
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CHAPITRE 1.

POLYNOMES DE JENSEN (') ASSOCIES A UNE SERIE ENTIERE.

itant donnée la série enticre f(z), associons-lui le polynome de Jensen
d’ordre n

. ‘ ) oy, -
Jul )= 2Py 2Py + d S e AP g,

ol

¥ D
() = (1) — ,rm_.l I _ 2 6~k
2y =a{V=1, af = <| n) (r»ZhkZn).

Si'on observe que

on voit que le polynome de Jensen associé¢ a f's’écrit

n
. IO v
GETDNEAS
k=1
Aa(u)

kol cep
Posant 3,,= n" ‘et observant que les (3, sont positifs et que

. Q 7]
lim B,:== o, 24 Pur=1,
n> % y

on, voit que l'on est dans les conditions d’application du théoreme de
Teeplitz (*), et 'on peut affirmer que /,(f), dans les mémes conditions que f,.
tend uniformément vers /.

Jayant au point {5£ 0, intérieur au cercle de convergence, un zéro d’ordre
de multiplicité £, nous nous proposons de montrer que l'on a

(1) lim \.';i<c7'”—1>:15 (r==(=1h),
n> =z

2

ou, les a; sont les zéros du polynome d’Hermite H,(z) d’ordre 4 défini par les
formules
Ho=1,

N (Z)=2ZH,_ (Z)— W, (Z)  (s=1).

(*) Introduits par M. Fekete (C. R. Acad.i Sc., L. 158, mai 1914), ou leurs zéros sont étudiés

dans le voisinage d’'un zéro réel { de la fonction f(z) représentée par une série entiére 4 coeffi-
cienls réels.

(2) Poir par exemple KNopp. Z%heory and application of infinite series, p. 391 (Blackie and Son.)






