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SUR

L'ARITHMÉTIQUE DES QUATERNIONS
ET DES

BIQUATERNIONS

PAR M. G A S T O N B E N N E T O N .

PRÉFACE.

Ce Mémoire comprend deux parties, dont on trouvera le résumé en plusieurs
Notes dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences [ 17].

La première partie é tudie les propriétés des qua te rn ions entiers. On connaît
les résultats essentiels obtenus dans ce domaine par Hurwitz [«11] : son arith-
métique des quaternions, dont l 'ordonnance s'inspire de la théorie des corps
de nombres algébriques, est basée sur l'existence d'un plus grand commun
diviseur valable dans tous les cas; à cet effet sont considérés comme entiers
non seulement les quaternions à composantes entières mais ceux dont les
composantes sont des moitiés de nombres impairs . Nous suivons ici une
méthode différente : nous définissons a priori les quaternions entiers comme
ayant les composantes entières, puis nous construisons leur arithmétique en
prenant pour base l 'existence même des diviseurs premiers. L'étude des
facteurs premiers y précède donc la théorie du plus grand commun diviseur.

Pour décomposer les quaternions en facteurs premiers, nous indiquons deux
procédés de calcul effectif. Le premier, analogue au raisonnement de Lagrange
[2] sur les sommes de quatre carrés, équivaut à la recherche, par divisions
successives, des diviseurs communs à deux quaternions dont l 'un est premier
scalaire. Le second procédé, obtenu par i tération, est d'ordre plus général et
s'étend aisément au cas des facteurs non premiers.

Des résultats complémentaires seront publiés ultérieurement concernant la
théorie des diviseurs et du plus grand commun diviseur, ainsi que l'application
des quaternions à l 'étude des matrices orthogonales d'ordre 4 à termes entiers.
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La deuxième partie traite de Farithniétique des biquaternions, nombres
hypercomplexes d'ordre 8 comprenant les quaternions comme cas particulier.
La multiplication n'y est pas associative et, dans la division par un nombre
entier naturel , la notion de reste doit être sensiblement modifiée. La décompo-
sition en facteurs premiers, généralement possible, s'obtient par un algo-
rithme simple tout à fait semblable au second procédé des quaternions, qui ne
suppose pas Fassociativité du produit. Enfin le théorème de la décomposition
des biquaternions permet de retrouver les énoncés de Jacobi sur la représenta-
tion des nombres entiers par une somme de huit carrés.

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici mes sentiments de vive gratitude à
mon maître M. Paul Montel et à M. A. Châtelet, dont les suggestions et les
conseils m'ont été d 'une aide précieuse.
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PREMIÈRE PARTIE.
LES Q U A T E R N I O N S ENTIERS.

CHAPITRE I.
G É N É R A L I T É S .

1. Définitions et formules. — Les quaternions sont des nombres complexes
d'ordre 4? c'est-à-dire dés expressions linéaires de trois symboles i,j\ k

A == XQ + x\ i 4- x.^j -4- ^-3 À",

dont les composantes x^ ou coordonnées, seront dans cette étude des nombres
entiers (éventuellement des fractions de dénominateur 2). L'addition et la
multiplication se font comme celles de polynômes en i,j\ k^ compte tenu de la
table de multiplication suivante

j k == — kj = i,

/^y^Â^^—i, ki ==—ik =zj,

V==—,/ Ï==Â\

Rappelons quelques définit ions et propriétés usuelles de l'algèbre de ces
nombres.

La multiplication des quaternions est associative, distributive par rapport à
l'addition, mais non commutative. Toutefois un nombre naturel XQ peut être
considéré comme un quaternion, dit scalaire^ dont le produit avec tout autre
quaternion est commutatif.

Deux quaternions ayant même première composante (partie scalaire) et dont
les autres composantes sont opposées deux à deux sont dits conjugués :

A == x^ -+- x^ i + x » j 4- :̂{ k, A == XQ — x^ i — x^j — x; k ;

leur produit est un nombre scalaire positif, qui est leur norme commune

N ( A ) ==:N(A)=:AA=AA =x^ -+- x\ 4- x\ -4-^.

Le conjugué d'un produit est le produit des conjugués changés d'ordre

AB==B"A.

La norme d'un produit se calcule immédiatement : elle vaut le produit des
normes, comme il résulte aussi de l ' identité de Lagrange

N ( A B ) = N ( B A ) = N ( A ) N ( B ) .
Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , LX. — FASC. 3. 23
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Ceci montre qu'un produit est nul seulement si l'un des facteurs est nul, de
sorte que, par exemple,

AB^AB 7 (A ̂ o) entraîne B =z B'.

Notons que la division à droite ou à gauche est possible, sauf par zéro ; elle
donne en général des quaternions à composantes fractionnaires.

Il y a huit quaternions J entiers de norme i
-4-1 -4-7 -+- / -+- ^
—

 L ) —

 L) —J 1 —

 A ?

dont les inverses sont aussi des quaternions entiers (égaux ou opposés); ils
constituent le groupe des unités. Multiplier par une unité ne change pas la
norme.

Signalons enfin qu'on ne change pas la partie scalaire d'un produit en
faisant une permutation circulaire des facteurs.

C'est essentiellement la propriété multiplicative de la norme qui justifie
l'introduction des quaternions en arithmétique : décomposer un nombre entier a
en une somme de quatre carrés équivaut à trouver deux quaternions conjugués dont
ce nombre est le produit

a = A Â = N ( A ) ;

pour décomposer un produit ab en une somme de quatre carrés, on peut décomposer
chaque facteur et composer les résultats obtenus^bit par l'identité de Lagrange^
soit par le produit des quaternions

a ^ = = N ( A ) N ( B ) .

cotations. — En principe nous désignons des quaternions de même norme
par une même majuscule diversement accentuée, et la norme commune par la
minuscule correspondante

a=^(A)=^(^)=•N(A'f)....

2. Points de vue. — Comme nous venons de le dire, l 'arithmétique des
quaternions est étroitement liée à la représentation des nombres par une
somme de quatre carrés, et on peut étudier l'une afin de compléter l'autre.

En ce qui concerne l'étude des quaternions entiers; il existe plusieurs points
de vue, d'ailleurs peu différents les uns des autres :

a. Définition a priori du quaternion entier en tant que quaternion à compo-
santes entières. Pour de tels quaternions la théorie des diviseurs etdu p. g. c. d.
n'est pas valable dans tous les cas, et il faut étudier spécialement certaine
classe où le facteur 2 joue un rôle particulier.

Cette défini t ion, la première en date est celle de Lipschitz [10]. Elle a été
reprise par L. E. Dickson [15].

6. Construction d'une ari thmétique des quaternions basée, comme l'arith-
métique élémentaire, sur l'existence d'un p. g. c. d. toujours valable. Ainsi
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procède Hurwitz [11]; à cet effet il nomme quaternions entiers non seulement
les quaternions à composantes entières mais encore ceux dont les composantes
sont des moitiés de nombres impairs.

c. Étude d'un système de pseudo-quaternions, où la défini t ion de base des
produits unitaires est par exemple

ï i = — i ï = i , ^-==1, j k =—/:/=/,

où i, /, k désignent trois unités permutables circulairement. Une telle défini-
tion donne à la mul t ip l ica t ion la presque-commutativité que ne possèdent pas
les qaaternions, BA == ABi. L'associativité par contre n'existe plus. L'arithmé-
tique obtenue est presque identique à celle des quaternions; l'étude des
produits de deux facteurs y est un peu plus simple [16].

rf. Étude des quaternions d'après les vues de Cayley sur la théorie des
matrices [6]. Les quaternions entiers sont représentés par des matrices carrées
d'ordre [\ et correspondent à des substitutions linéaires orthogonales de quatre
variables à coefficients entiers.

Nous choisissons le premier point de vue. D'ailleurs nous aurons recours aux
considérations b et d pour étendre ou préciser certains résultats.

3. Divisibilité des quaternions. — La not ion de divisibilité de l'arithmétique
s'étend évidemment aux quaternions entiers à condition de distinguer les
diviseurs à droite ou à gauche. On obtient ainsi les défini t ions et propriétés
suivantes :

Un quaternion A est divisible par un scalaire entier m, à la fois à droite et à
gauche, s'il existe un quaternion X tel que

A == m X == X m.

Pour cela il faut et il suffit que les quatre composantes de A soient divisibles
par m.

Un quaternion A est divisible à gauche par un quaternion B (ou à droite par
un quatern ion C) s'il existe un quaternion X (ou Y), qui est alors déterminé,
tel que

A==BX ou A=YC.

Pour cela il faut et il suffit que
BA == N ( B ) X ou BA divisible par b,
AC = Y N ( C ) ou AC divisible par c.

En particulier, comme il a été dit, tout quaternion divise sa norme, et divise
un multiple quelconque de sa norme. Pour quun scalaire m soit divisible par un
quaternion A, à droite ou à gauche^ il faut et il suffit que m soit divisible par la
norme de A :

m = aq équ ivau t à m =: A(^A) == (^A)A.
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Tout diviseur à droite d'un diviseur à droite est un diviseur à droite. De
même à gauche. La divisibilité est unilatéralement transitive,

Les diviseurs scalaires jouant un rôle particulier, nous allons en indiquer
quelques propriétés. Mais d'abord introduisons deux locutions (analogues à
celles de l 'arithmétique des polynômes) :

un quaternion est primitif si ses composantes sont premières entre elles
dans leur ensemble;

tout quaternion est le produit d'un quaternion primitif par un entier positif
qui est son plus grand diviseur (p. g. d. ) scalaire.

Ceci posé :
les diviseurs scalaires d'un quaternion sont les diviseurs de son p. g. d. scalaire.
Si un nombre m divise le produit de deux quaternions AB et s'il est premier

avec la norme de l'un, il divise l'autre. En effet m doit diviser

Â A B = = N ( A ) ( p . ^. d. scalaire B ) B i ,

B, étant un quaternion primitif; donc m divise le p. g. d. scalaire de B.
De cet énoncé résulte que :
si deux quaternions ont des normes premières entre elles, le p. g. d. scalaire de

leur produit est le produit des p. g. d. scalaires des facteurs.

En particulier, le produit de deux quaternions primitifs dont les normes sont
premières entre elles est primit if . Il est aisé de voir sur des exemples que la
propriété n^est plus vraie si les normes ne sont pas premières entre elles.

4. Quaternions associés. Facteurs. — 1° Un diviseur scalaire d 'un quaternion
est défini au produit près par db T . Un diviseur à gauche B (ou à droite C) est
défini au produit près à droite (ou à gauche) par les huit unités J :

BJ (ou JC).

Suivant une locution usuelle d'arithmétique générale, ces huit quaternions
seront dits associés à gauche (ou à droite).

En particulier tout diviseur A admet comme diviseurs impropres (ou
triviaux) :

des deux côtés, les huit unités J;
à gauche, les huit associés a gauche AJ;
à droite, les huit associés à droite JA.

Tout autre diviseur dont la norme est comprise entre i et N(A), est diviseur
propre.

2° Plus généralement appelons quaternions associés à A tous les produits de
la forme JA.T, les uni tés pouvant être multipliées à droite et à gauche.



SUR L'ARITHMÉTIQUE DES QUATERNIONS ET DES BIQUATERNIONS. 179

Si B est diviseur de A (à droite ou à gauche), tous les quaternions associés
à B sont diviseurs d'un quaternion associé à A. En effet

A=BC équivaut à JAJ'^JBJ^J'CJ').

On peut donc se borner à étudier la divisibi l i té d'un quaternion défini à la
multiplication près par une unité à droite ou à gauche. Un tel quaternion joint
à tous ses associés sera appelé un facteur. Ainsi les quaternions JA.F, qui sont
au nombre de 32 distincts ou non {cf. n° 18), constituent le facteur OL associé
à A. L'égalité ci-dessus devient

a == tôe,

où les facteurs d3 et G ne sont d'ailleurs pas complètement indépendants.
Les huit unités forment le facteur unité J. Tout autre facteur a pour

diviseurs impropres lui-même et le facteur uni té . Tout facteur dont la norme
est un nombre premier ne possède aucun diviseur propre.

Si deux quaternions A et A sont conjugués, tous leurs associés sont conju-
gués deux à deux; ils définissent deux facteurs (X et (SI, encore appelés
conjugués et tels que

a0L=; <2j.

5. Restes des quaternions (modm). — Selon une locution usuelle, deux
quaternions A et B sont congrus ou appartiennent à une même classe suivant
le module scalaire m (entier positif), si leur différence est divisible par m :

A EEE B (modm) équivaut à A — B = = m U .

Les classes ainsi définies s 'ajoutent, se retranchent et se multiplient (produit
non-commutatif). La propriété dont nous ferons surtout usage est :

Tous les quaternions d'une même classe (mod m) ont les mêmes diviseurs de
norme m, à droite ou à gauche, si toutefois il en existe.

En effet, avec les précédentes notations
A = = M X entraîne B = : M ( X — M U ) ,
A^X'IVT entraîne B = (X'~ DM^M^.

La classe nulle, contenant zéro, est l'ensemble des quaternions multiples
de m.

D'importantes démonstrations de l'arithmétique élémentaire sont basées sur
le fait que, dans toute classe d'entiers (modm), il existe un entier (reste)
compris entre zéro et m, ou encore compris entre —p- et -^ (reste absolu
minimum). Pour les quaternions la propriété analogue est celle-ci :

Dans une classe de quaternions (modm), il existe au moins un quaternion B,
que nous ap.pelons reste^ dont la norme est au plus égale à m2, l'égalité n'ayant
lieu que si m est pair.
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En effet, parmi tous les quaternions congrus à A (modm), considérons le
quaternion R dont les composantes sont les restes minima absolus de celles
de A : chaque composante de R a une valeur absolue au plus égale à m ' La norme
de R est au plus égale à m2 ; elle n'égale m2 que si A est de la forme

A === — G (m pair)»

les composantes de G étant toutes impaires.

CHAPITRE II.
DÉCOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS.

6. Méthode de décomposition en facteurs premiers. — Nous disons qu'un
quaternion est premier si sa norme est un nombre plumier. Il est nécessairement
primit if et n'a pas de diviseur propre.

Dans ce Chapitre nous étudions d'abord la décomposition des quatern ions
primitifs. Nous montrons que tout quaternion primitif A est un produit de
quaternions premiers P dont les normes sont les facteurs premiers de la norme
de A, et nous indiquons le moyen de calculer les diviseurs P à partir de A.
Puis nous étudions les quaternions scalaires et nous montrons qu'ils sont
toujours décomposables en produit de quaternions premiers. De là nous
passons aux quaternions quelconques, eux aussi décomposables.

Il en résulte alors que les quaternions premiers sont les seuls à n'avoir pas
de diviseur propre, ce qui justifie leur nom. Quant à la propriété d'arithmé-
tique élémentaire, à savoir qu^un nombre premier ne peut diviser un produit
de deux entiers sans diviser l'un d'eux, elle n^a pas d'équivalent pour les
quaternions en raison de la non-commutativité de la mult ipl icat ion.

En fin de Chapitre nous recherchons les quaternions primitifs de norme
donnée, et nous donnons une démonstration du théorème de Jacobi sur les
sommes de quatre carrés.

Bien entendu la notion de facteur (ensemble de quaternions associés) permet
de simplifier la plupart dfts énoncés.

Pour étudier la décomposition d'un quaternion primitif A, nous en calcu-
lerons d'abord un diviseur premier à gauche P dont la norme divise celle de A,
c'est-à-dire que nous résoudrons l'égalité

A=PQ; N(A)=/^, N ( P ) = p .

Examinons en premier lieu le cas dejo=2 qui présente des anomalies.

7. Existence d'un diviseur de norme 2. — Si N(A) est double de nombre
impair, A est divisible à gauche Cou à droite) par un seul des trois quaternions
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de norme 2
i4- î , 14-y, I4-À-,

^ par ses associés.
Si N(A) est multiple de ^ A est divisible à droite et à gauche par tous les

quaternions de norme 2.

Remarquons d'abord qu'^7 ny a pas de quaternion primitifde norme divisible
par 8.

Le quaternion primitif A et son reste Ao (mod2) ont les mêmes diviseurs à
gauche de norme 2. Mais leurs normes sont congrues entre elles (mod4) de
sorte que, suivant le cas, la norme de Ao, au plus égale à 4 et non nulle, est 2
ou 4-

Dans le premier cas Ao est la somme de deux unités, c'est donc l'associé d'un
seul des trois quaternions i + ?, i ~{-j\ i 4- k.

Dans le second cas les composantes de Ao sont ± i, et suivant le module 2,
on peut les prendre positives. Ao s'écrit alors

14-?'+./ '4-^==(l4-0 ( i 4 - y ) = ( l 4 - y ) ( i 4 - Â - ) = : ( l 4 - Â - ) ( l 4 -Q .

En résumé, si la norme de A est paire :
N ( A ) ^ o (mod4), A = ( i 4 - O Q ou (î-^-j)^ ou ( i4-^)Q' ,
N (A) := o (mod4), A = ( i 4- 0 Q = ( i 4-7 ) Q' == ( i 4- k ) Q'.

Notons que si un quaternion a pour norme 2, chacun de ses associés est
simultanément associé à droite et à gauche. Tout diviseur à gauche de norme 2
est aussi diviseur à droite, et inversement.

8. Existence d^un diviseur premier de norme impaire. — Un quaternion pri-
mitif h. dont la norme est multiple d'un nombre premier impair p a un diviseur
à gauche Cou à droite) P de norme p et un seul^ défini au produit près à droite
Cou à gauche) par une unité.

Remplaçons A par son reste Ao suivant le module p . La norme de Ao, qui est
encore multiple dep, est inférieure à/?2 et non nulle puisque A est primitif

A = = p Q o + A o , N(Ao)=:p^i , o<çi<p.

Formons le reste R| de Ao suivant le module y, ; sa norme est un multiple q^q^
au plus égal à q\. Mais le quaternion ç^Ao est divisible à droite par R^ puisque
(n°3)

^sAoHi^ 7 .2AoAo== qiq\p ̂  o (mod^^).

D'où, en rassemblant les résultats
N(Ao)==7^i ,

D A / ^ \ A t T) \ N ( A i ) = = M o ,R i = A o (mod^i) , ^ A o = = A i R i , \ v 1/ l ' - ?

{ ^^S^i.
N(RO=^.
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Faisons la même opération sur A, . Nous en déduisons des quaternions R2,
Aa, et un nombre ^3 au plus égal à ^2. Ainsi de suite. Après h opérations nous
obtenons

^{\k-ï)==pqh,
c 4 / /i \ A A n ( N(A/,)==p^iR^^AA-I (mod^/0. ^iAÂ-i=AÀR^ ^ Jl ï

( oS^A+iS^Â.
N(R/,)=:y/,^+i.

Arrêtons le calcul lorsque pour la première fois q^+\ est égal à l 'une de ses
limites, ce qu ia lieu notamment si ^==1, car le reste de A/,_i suivant le
module ï est nul.

i° Si y/,-n est nul, R/, est nul. A/,_i est divisible par y/, et sa norme pqj, est
divisible par q\. Le nombre p étant premier, il s^ensuit

qn^i, A^=P, N(P)=/?.

Éliminons les Ai entre les A — i premières égalités
^y • .ç/î- iAo==PRA-i. . . R a R i .

Le scalaire ^3^3. . .ç^-i, produit de nombres inférieurs à p , est premier avec
la norme de P; il divise donc le produit des R( de sorte que

Ao=PRS A==P(R /4-PQo).

Nous avons construit un diviseur de A, à gauche, P de norme jo.
Ce diviseur P est unique, au produit près par une unité à droite. En effet A

et Ao ont les mêmes diviseurs à gauche de norme p , et il en est ainsi pour deux
quaternions successifs quelconques A,_i et A,, à partir de Ao. Pour cela
comparons les divisibilités parp des produits XA,_( et XA, :

ç^(XA,_0 == (XA,)R,, N ( R Q = qiq^.

y,+i et la norme de Ri sont des nombres premiers avec? : la divisibil i té par p est
bien identique pour les deux produits.

2° Si q^ était égal à q^ ces nombres seraient pairs et R^ serait le produit
de leur moitié par un quaternion C de norme 4; de sorte que A/,_i serait divi-
sible par <7À et sa norme pqjz le serait par q1-' Ceci entraînerait, p étant premier,

^==4, A/^==2P, P -C (mod2), N(P )=p .

Mais P admettrait, comme C, un diviseur de norme 2 et la norme p serait
paire. L'hypothèse envisagée est impossible.

Note. — La démonstration, basée sur la construction de nombres entiers
décroissants q^ est inspirée du raisonnement fait par Lagrange [2], par une
méthode de descente, pour démontrer le théorème de Bachet. Nous établissons
plus loin ce théorème, en prouvant que tout scalaire est la norme d'un
quaternion entier.
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9. Deuxième procédé. — Supposons la norme de A égale àjoy, et formons le
reste R, de A suivant le module q\ ; la norme de R, est un multiple de ^, au plus
égal à q\

R i ^ A (mod.^i) , N ( R i ) = = ^ i < 7 2 , o^q^qr

La recherche des diviseurs de A à gauche de norme p équivaut à la recherche
des diviseurs (complémentaires) de A à droite de norme ̂ , qui sont eux-mêmes
les conjugués de diyiseurs à gauche de R i . Renouvelons l'opération en
considérant

Ro.EEERi (mod^), N ( R 2 ) = = ^ , ^ , o^q^q-,

et ainsi de suite. Après h opérations nous obtenons
RA=RT,-I (modç/,), N(R/0==^/<+i, o^qh^iqh,

où il suffit d'étudier les diviseurs de R^ à gauche de norme qn pour montrer
l'existence des diviseurs de A de norme p.

Cessons le calcul lorsque pour la première foi$ q^^^ est égal à Fune de ses
limites. Ceci correspond à (n° 5)

R/^===ç ou — G , ^+i==o ou q / i ,
2

la norme de C étant égale à 4-
D'une manière générale supposons

R^^C^ ^+IE=^E=EO (modm)

et montrons que ces conditions s'étendent à l'indice i— i :

R^^C.+^X, ^R^O^^RO+^^XQ+QX^+^X),
3« 2

X étant entier; ce qui entraîne bien

R,_i== -^C,-!. qi-\'== qi+i-+- partie scalaire (/nXC;) 4- ^ z N ( X ) === o (modm) ,

les normes de C; et de C,_i étant multiples de 4-
Or R/» est de la forme ^C, et g^,, qn sont divisibles par m=q^ En raison-

nant de proche en proche sur R/,_i, . . . , R^, Ri , A, nous voyons que qn doit
diviser en même temps 2A,p et q^ ; il vaut nécessairement i si l'on suppose A
primitif etp premier impair. Donc

qh=ï, q/^=:o.

Les diviseurs de R/i_, à gauche de norme q^ existent : ce sont les associés
à gauche. Par conséquent A possède des diviseurs à gauche de norme p. Il en
résulte des égalités de la forme

A=PQ,, Ri==Q,Q^ . . . , R/^==Q,-J,
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