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SUR

QUELQUES PROBLEMES

DE

LA THEORIE DES FONCTIONS
DE DEUX VARIABLES COMPLEXES

Par M. Pierre LELONG.

—oe

INTRODUCTION.

Une fonction analytique f(x, y) supposée holomorphe dans un
domaine de I’espace a quatre dimensions qui contient & son intérieur
la région plane xCd, y =y,, peut y étre développée sous la forme

(1) Fz, y)=ZA(2) (y — yo)™

ct la série écrite lui fait correspondre une suite A,(«) de fonctions
holomorphes dans d dont les propriétés sont liées a cellesde f(x, y).
Cette remarque est a 'origine de la méthode suivie; toutefois ce n’est
pas la suite A,(«) elle-méme que nous avons fait intervenir, mais
certaines suites de fonctions sous-harmoniques qui s’en déduisent et
sont de la forme -
Un(@) = s log | An() |,

ou o(n) est une fonction choisie dans chaque cas étudié¢ de maniere
que la suite U,(«) soit bornée dans son ensemble & I'intérieur de d.

Un lien qui nous semble intime entre la théorie des fonctions sous-
harmoniques de variables réelles et celle des fonctions analytiques de

Ann. Ec. Norm., (3), LVIII, — Fasc. 2. 12
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deux variables complexes, nous a permis de traiter par une méme
méthode des problémes en apparence éloignés. Les uns sont relatifs &
la description de certaines singularités situées & distance finie,
pour laquelle les fonctions sous-harmoniques sont un instrument
commode et précis. Les autres constituent une étude des fonctions
entieres f(x, y) etde leur croissance. Cette étude nous est d’ailleurs
apparue comme un cas particulier d’'un probléme plus général qui est
I’examen du comportement d’une fonction analytique au voisinage des
différents points d’une variété caractéristique singuliére, et I’ensemble
des théorémes obtenus au Chapitre III exprime, quant 4 la croissance,
un principe comparable & la continuité des singularités a distance
finie, quoique d’expression plus complexe.

Sommaire. — Aprés quelques préliminaires destinés a relier ce
mémoire aux importants travaux que Hartogs a consacrés aux
séries (1), le Chapitre I étudie la fonetion, en général complétement

discontinue, U(z)=IimU,(z) et la fonction semi-continue supé-
rieurement V(z)=1im U(2'). D’aprés Hartogs lorsque o (n)=n, la fonc-
x>

tion V() détermine le domaine H de convergence uniforme de (1) :
H est un domaine semi-cerclé défini par z € d, |y —y,| < R(x). La
fonction V(ax)= —logR(x) est sous-harmonique. Nous établissons
ce dernier résultat, qui doit étre considéré comme déja acquis par le
mémoire de Hartogs ('), d’'une maniére valable pour une suite de
fonctions sous-harmoniques de forme quelconque. Les points x;, ou
P'onaU(x;) < V(x;), sontles projections de couronnes planes (épines)
appartenant a 'ensemble des variétés caractéristiques sur lesquelles
JS(x, y) peut étre prolongée a travers son ensemble singulier comme
fonction analytique d’une seule variable. Si les masses des U,(z)
convergent vers une fonction limite d’ensemble, ces points forment
un ensemble de capacité intérieure nulle. Dans le cas général, il en
est encore ainsi des épines de longueur infinie correspondant aux
valeurs @;, pour lesquelles f(x;, ¥) est une fonction entiére en y.

(Y) Math. Annalen, 62, p. 1. De ce fait, le mémoire se trouve contenir des exemples
remarquables de singularités compatibles avec la sous-harmonicité d’une fonction, singu-
larités dont 1'étude systématique est toute récente.
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Le Chapitre II montre que la classe des fonctions sous-harmoniques
de variables réelles est un instrument analytique adapté a I’étude de
’ensemble singulier S de f(x, y). Partant d’'un domaine H indiqué
plus haut et défini & partir d’une fonction sous-harmonique donnée
quelconque V(x), nous construisons une série (1) dont H est le
domaine de convergence uniforme. Le développement obtenu est
lacunaire (et peut, du reste, I’¢tre autant qu’on le désire), de sorte
que f(x, y) n’est pas prolongeable hors de H : la sous-harmonicité de
—logR(«) suffit pour que H soit domaine d’holomorphie et méme
de méromorphie, a4 l'exclusion des conditions auxiliaires (telles
que D'existence d’un laplacien continu) admises dans les travaux
antérieurs. L’emploi d’une classe de fonctions semi-continues
est d’ailleurs une conséquence naturelle du fait que S est un
ensemble fermé. Signalons que le passage d’un domaine de conver-
gence H & un domaine d’holomorphie, qui s’effectue dans notre travail
grace aux propriétés des séries lacunaires d’une variable, reléeve éga-
lement d’un théoréme général établi par d’autres méthodes dans un
mémoire de MM. H. Cartan et P. Thullen (). Les résultats établis
nous montrent ensuite comment toute précision descriptive apportée
a la eonnaissance de certains ensembles plans permet de préciser le
principe de continuité des singularités de f(x, y).

L’étude se poursuit par 'examen de cas d’harmonicité en x de la
fonction logR(x, y) obtenue en faisant varier la valeur centrale y, du
développement (1). Dans un cas tres général les régions F, a travers
lesquelles f(x, y) est prolongeable, sont limitées par des variétés
définies par des fonctions analytiques des coordonnées réelles de E,.
Dans un cas plus restreint, si § est 'argument du premier point singu-
lier de f(@, y) rencontré sur chacun des cercles |y —y,|=R(x) a
partir d’'un point d’argument constant supposé point de régularité, la
fonction 0(z) est de plus sous-harmonique de x. Précisant encore les
hypothéses, nous envisageons le cas ou la fonction logR (z, y) est
doublement harmonique en x et en y dans un domaine de E,; cette
hypothése entraine sa biharmonicité. Elle ne peut étre réalisée que
dans un domaine portant sur sa frontiére une variété caractéristique W

(1) Math. Annalen, t. 106, 1932, p. 638, théoréme 10.
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de ponts singuliers en position d’aréte saillante par rapport aux
points singuliers voisins. L’équation de W se calcule effectivement.
On sait inversement qu’une variété W, qui est I'intersection de deux
hypersurfaces non tangentes d’équations ¢ =o, ¢ =o, 9 et ¢ étant
deux fois continiment dérivables, est une variété caractéristique dés
qu’elle appartient a S et que dans son voisinage les trois régions, ou
'on a soit ¢ < 0, soit ¢ < o, ne contiennent que des points réguliers.
Revenant sur cette question, nous avons considéré le probleme des
arétes comme la recherche des conditions minima et géométriques
portant sur W et S pour que ce résultat soit acquis. Nous appelons
ensemble des arétes le sous-ensemble de S en lequel la partie bilaté-
rale du faisceau dérivé laisse échapper un plan caractéristique et nous
montrons, en établissant la biharmonicité de logR (; y), qu’une res-
triction, également de nature géométrique, suffit pour que les variétés
en infinité dénombrable, dont se compose cet ensemble, soient des
variétés caractéristiques.

Le Chapitre III revient sur le cas, laissé de coté, ou f(a, y) n’a
aucune singularité a distance finie au-dessus de d@, ¢’est-a-dire dans le
domaine x € d, |y|< . Alarecherche de singularités se substitue
I'étude des croissances comparées de la classe de fonctions entiéres
en y obtenues en laissant x constant. Nous avons montré 'intérét de
ce probléme en le rattachant a d’autres questions : le théoréme de
continuité nous apprend que la présence d’un seul point singulier M
sur une variété caractéristique W entraine que tous les points de W
soient singuliers, tant que cette variété reste plongée dans un domaine
dont tous les points étrangers a W sont des points de régularité. Le
théoréme de continuité a-t-il un équivalent en ce qui concerne la
croissance, et le comportement de f(z, y) demeure-t-il sensiblement
le méme au voisinage des différents points de W? Nous montrons
I’équivalence entre le probléme indiqué plus haut et celui-ci; la
réponse a la question est positive, si toutefois on élimine certaines
particularités bien définies qui n’apparaissent que pour un ensemble
de points de capacité intérieare nulle sur W. _

Les fonctions entiéres de deux variables possédent 'ensemble S le
plus simple possible, puisqu’il se compose des deux variétés & = o,
Yy = .
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Les paragraphes 3, 4 et 5 de ce Chapitre sont consacrés a I’étude de
leur croissance. La méthode employée dans ce travail nous a permis
d’obtenir des résultats tres complets.

Nous donnons, chemin faisant, une définition générale et de carac-
tere géométrique de la croissance totale introduite par M. E. Borel.
Une classe assez particuliére de fonctions d’ordre total fini avait été
étudiée par M. J. Sire : en fait 'étude de la croissance de f(z,y)eny
peut étre, dans ce cas, poussée jusqu’au type qui reste constant, sauf
sur un ensemble de valeurs données a x, qui est de capacité intérieure
nulle.

Nous avons limité en fonction de la croissance I'aire des variétés
d’équation f(x, y) — a = o dans un dicylindre, en utilisant une pro-
priété des projections de cette aire sur les plans des deux variables
complexes.

Nous terminons ce travail par une application au probléme suivant :
sur quel ensemble de valeurs x;dans le plan, I’équation f(x;, y)=o,
ou y est I'inconnue, peut-elle n’avoir aucune racine? D’un résultat
antérieur découle presque immédiatement qu’un tel ensemble est de
capacité intérieure nulle, ce qui précise une question posée par
M. G. Julia concernant le type de cet ensemble. D’autre part, appelant
n(x;, r')lenombre des racines de I'équation f(x;, y) = o, qui sont de
modules inférieurs a 7/, nous avons constaté que n(x, r') peut étre,
pour la plupart des points x;, d’un ordre de croissance (supposé fini)
égale a ¢ et seulement d’ordre p — a sur un ensemble exceptionnel de
capacité intérieure nulle, mais ayant la puissance du continu. Ce
résultat montre quelles difficultés nouvelles séparent 'étude d'une
relation entiére de type général de celle d’une relation linéaire ou
méme algébrique, mais de degré déterminé en .

Yapporte icil’expression de ma respectueuse et profonde reconnais-
sance M. Paul Montel pour I'intérét trés bienveillant qu’il n’a cessé
de porter & mes recherches. Je remercie trés vivement M. Arnaud
Denjoy pour la sympathie qu’il a bien voulu me témoigner. M. Georges
Valiron m’a apporté a différentes reprises de précieux encouragements
dans la préparation de ce travail. Qu’il veuille bien trouver ici I'expres-
sion de toute ma gratitude.



88 PIERRE LELONG.

CHAPITRE L.

SUITE DE FONCTIONS SOUS-HARMONIQUES DEDUITE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE f(z, ¥).

Soient x et y deux variables complexes

(1) = Uy LUy, Y =u,+ iu,,

u,, uy, uy, u, sont les coordonnées réelles d’un espace euclidien E, a
quatre dimensions. Les formules (1) nous imposent d’établir un
ordre bien déterminé entre elles pour passer aux valeurs x et y que
nous considérons comme les coordonnées complexes d'un pointde E,.

Ladistance de deux points A[x, y] et A’'[«/, y'] de E, est définie par

i=r

d2:2]ui— uiP=|ax—x' P+ |y —y %
i=1

Une fonction analytique f(x, y) des variables x, y est donnée au
voisinage d’un point P[x,, y, ] par un développement de Taylor

(2) J(@, 7)) =, anal@ — 20)" (¥ — o)

m, n

Ce développement est assujetti a une condition de convergence :
la série double obtenue en remplacant dans (2) chaque terme par
son module, doit converger pour |z —x,| =r,>o0,|y —y,|=r>o.
Cette condition assure la convergence uniforme de (2) par rapport a
I'ensemble des variables x, y, tant que le point P[w, y] demeure
a l'intérieur d’un dicylindre de centre P, défini par les inéga-
lites | & — , | <F,, |y — ¥, |<7,, les nombres 7, et #, étant inférieurs
respectivement aux nombres r, et r,. Les dérivés partiellesde f(x, y)
sont alors définies dans le méme domaine par les séries dérivées
de (2) et permettent d’exprimer les coefficients a,,,.

On passe, par prolongement analytique le long d’une ligne poly-
gonale de E,, de I’élément de centre P, a une infinité d’éléments de
méme forme : 'opération poursuivie tant qu’elle est possible définit
d’une maniére théorique en méme temps la fonction f(z, y) et un
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domaine D qui est son domaine d’existence dans E,. Le domaine D est
univalent si deux éléments différents ont toujours des supports
différents dans E,; sinon, le domaine d’existence de f(x, y) est dit
multivalent. Nous n’aurons a utiliser dans la suite que des domaines
univalents. De plus, tous les domaines seront supposés bornés, sauf
indication contraire. Nous appellerons S I’ensemble complémentaire
de D, c’est-a-dire I’ensemble des points en lesquels f(x, y) est ou
singuliére ou non définie.

Les propriétés des séries doubles absolument convergentes per-
mettent d’ordonner le développement de Taylor (2) suivant les puis-

sances croissantes de y — y, sous la forme
(3) f(@, y)=2Au(@, y0) (¥ = yo)

Ce nouveau développement, auquel nous donnerons le nom de
série de Hartogs, de la fonction f(z, y), est, comme le précédent,
uniformément convergent en x, y dans le dicylindre de centre P,,
de rayons 7|, r,.

‘Soit y le cercle [z =, |y —y,|=p <7,]

f('x7 ) 1 d’lf(x,l,_yo).

(4) A (xu}’o 2l7l' (y y )n+1 .y_ n dyn_

Les coefficients du développement (3) obtenus tout d’abord a
partir de (2) sont donnés par (4); ils sont donc indépendants de x,.
Ils constituent, si 'on donne & y, une valeur constante, une famille
de fonctions analytiques définies dans chacun des domaines ouverts
dont se compose l'intersection du domaine D avec le plan y = y,.

d f(xly

Notations. — Nous noterons ¢,(z, y) = —5—"" 2) Yes derivées

partielles en y de la fonction f(z, y), avec
An(@, )= ron(@ y) et Un(@, y)=~log| An(, y) .

Nous écrirons encore A,(x), U.(x)ala place de A,(x,y,), U.(z,y,)
quand nous étudierons ces fonctions dans un plan y =y,.

De (4), découlent deux propriétés remarquables tres simples de la
suite des dérivées partielles de f(x, y) prises par rapport a I'une des
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variables lorsque I’on considére ces dérivées dans un domaine d’holo-
morphie de la fonction.

TutoreME 1. — ST f(@, y) est holomorphe dans le domaine ouvert et
borné D de E, dans tout domaine fermé A intérieur a D, les fonctions
U.(#, y) sont bornées dans leur ensemble par un nombre qui ne dépend

que de f(x, y) et de A.

La démonstration résulte d’une majoration uniforme par rapport
a x déduite de (4). Toutefois, il nous faut choisir pour chaque valeur
de x le contour d’intégration de maniére que sa longueur demeure
bornée uniformément quel que soit .

Soit 3, la plus courte distance de A alafrontiére de D et soit s, = 1—86-

Etablissons dans E, un réseau constitué partir d’'un sommet arbi-
traire en menant les variétés planes paralléles aux variétés coordon-
nées et distantes de J,. Soient D’ le domaine constitué par tous les
parallélotopes du réseau qui sont entiérement.contenus dans D, et -
dont les contigus le sont aussi, G(«x) l'intersection de D’ par un
plan P(x) d’équation @ = const., I'(x) l'intersection de A par le
méme plan : I'(x) est contenu dans C(x) et la distance d’un point
de T'(x) a la frontiére de C(2)est au moins 102, —48,=62,. Un
domaine de I'(x) porté par P(x) est donc contenu dans un domaine
de C(x) et séparé de la frontiére de celui-ci par une chaine de carrés
traces des parallélotopes du réseau sur P(x); dans le domaine
C(x) —TI'(«x), on peut donc construire, en empruntant seulement des
cotés de ces carrés, des lignes polygonales fermées C, qui restent a
distance 3, au moins & la fois de T'(z) et de la frontiére de C(x)
et enferment & leur intérieur chacun des domaines de I'().
L’intégrale
() Mo )= 5= [
Ca

20T

Sz, £)dg :
(E—y)+t

ou y appartient & I'(x) nous donne la majoration cherchée. La
longueur totale des contours C, est en effet au plus 4N¢,; le nombre
total N des carrés contenus dans P(«) et contenant un point de D est

au plus égal a <65>2’ K étant une borne du diamétre de D. Si M(3,)
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désigne une borne de | f(2, y)| sur le sous-domaine D’ de D, on aura,
quand le point [z, y] sera contenu dans A,

4k* M(3,)

< J
2md;  of

| An(z, y) | <

A
(3) Un(x:,)’><—‘10g61+ )’

avec
A =1logM(d,) + 2 log2aK — log(2m 0%),

ce qui démontre I’énoncé.

Remarque. — Si au lieu de poser 6 =103,, on posed=(p +10)3,,
¢ > o, on obtient

14

Un(2; y) <—log(1+¢p) 0+ )\;,

avec
10

ep=1 -+ ik V=log2k>+ 2log(1+ ¢,) + logM(9;) — logm 2.
On en conclut, en prenant p suffisamment grand, que, quel que
soit ¢ > o, I'inégalité
(6) Un(z, y) <—logd —¢

est vérifiee a partir d’une certaine valeur de n, quand [z, y] est
intérieur 2 A. Dans ces conditions, la borne de I’énoncé pourra étre
prise aussi voisine qu’on le voudra de —loge, ¢ étant la distance
de A a I'ensemble S des points ou f(x, y) est singuliére ou non
définie. c

La propriété peut encore étre énoncée :

Dans un domaine intérieur au domaine d’holomorphie les dérivées
partielles o,(x, v) de la fonction vérifient une inégalité de la forme

(7) | on(2, ¥)| < n!ABn~,

A peut étre pris aussi voisin de 1, B aussi voisin de é, qu’on le veut,
. pourvu que n soit assez grand.

En particulier, pour y =y,, les coefficients du développement (3)
vérifient la condition

(7") | A (z)| < ABn.
Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 2. 13
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Réciproque. — Donnons-nous une suite de fonctions holomorphes
A,(x) définies dans un domaine x C d et y satisfaisant & une condi-
tion (7'). Le développement (3) converge uniformément par rapport
4 I’ensemble des variables #, y quand le point [«, y¥] reste contenu
dans un domaine intérieur au domaine A produit topologique du

domaine x C d par |y — y, | < IE; il est en effet majoré, dans ce cas,

par une série convergente i termes positifs. 1l représente donc une
fonction analytique des deux variables complexes dans le domaine A,
dont les dérivées o,(x, y) pour y =y, « Cd se réduisent aux
fonctions n! A, («). Nous pouvons énoncer :

TrEoREME 2. — Pour que les fonctions holomorphes f.()=n!A, (x)
représentent les dérivées successives 9,(x, y) d’une fonction f(x, y)
prises pour y =y,, il faut et il suffit que, dans tout domaine fermé du

plan y =y, ou elles sont définies, la suite U,(x)= %log |A.(x)] soit

uniformément bornée.

2. Les fonctions U,(x, y) qui s’introduisent dans cette étude sont
en x, comme en y, des fonctions sous-harmoniques continues. Par
fonction sous-harmonique U(P), P étant un point variable dans un
plan (représenté soit par la variable complexe 2, soit par le couple
réel u,, u,) nous entendons une fonction réelle satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

a. elle est égale en tous points P a sa limite supérieure en ce
point; ,

b. a I'intérieur d’un contour C, elle est inférieure ou égale a toute
fonction harmonique dans C qui la majore sur C.

Les fonctions U,(x, y) déduites de la suite des dérivées ¢.(z, y)
constituent dans tout domaine fermé d’holomorphie de f(x, y), une
famille de fonctions sous-harmoniques bornées, qu'on les considére
comme fonctions de  ou comme fonctions de y variant seuls.

Une fonction sous-harmonique U(x) bornée, définie dans un
domaine d, peut dans un sous-domaine d, de d se décomposer sous
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la forme

(8) U(z)=H(x)+ [ dp(a)log|z—al,
d,
H(x) est une fonction harmonique a l'intérieur de d,, l'intégrale
représente un potentiel da a des masses dont la distribution est
définie dans d, par une fonction positive d’ensemble borélien p.(e).
Nous appellerons cette fonction d’ensemble la masse de la fonction
sous-harmonique considérée. Cette appellation est justifiée par le fait
que si ’'on remplace d, par un domaine analogue d;, les deux distri-
butions obtenues coincident sur la partie commune de d, et de .
La décomposition d’une fonction de la suite particuliere

Un(2) = ~log | An()]

s’obtienten posant A,(x) =B,.(x) H(x — a}), les a} étant tous les zéros
de An(‘x) dans d, et
U,(z)= %log | Br(2) | —|-Z l.oﬁl_‘xT__ai_l.

La fonction de masse p,(e) est définie en localisant la masse % au

point af, p étant I'ordre de multiplicité du zéro a}. L’étude des
masses des fonctions U,(x) dans d équivaut donc a celle des zéros
des dérivées o,(x, y) situés sur la région plane [x C d, y — y, |-

Le théoréme 1 entraine une conséquence relative aux masses
totales ,(d) contenues dans un domaine fermé. Enongons la pro-
priété pour une suite de fonctions sous-harmoniques de forme

quelconque :

Tutorime 3. — Soit U,(x) une suite de fonctions sous-harmoniques
uniformément bornées dans le domaine fermé d. A tout domaine d,
complétement intérieur a d correspondent deux nombres o et {3 tels que
Uon ait
(9) Un(z) S — ot pa(dy) + B,

pour x contenu dans d,; o et 3 ne dépendent que de d, et de la borne M
des U,(x) dans d.






