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SUR
LES DOMAINES COUVERTS

PAR

LES VALEURS D’UNE FONCTION
MEROMORPHE OU ALGEBROIDE

Par M. Jacoues DUFRESNOY.

INTRODUCTION.

En 1879, M. E. Picard publiait son célébre théoréme fixant 4 deux
le nombre maximum des valeurs non prises par une fonction analytique
au voisinage d’un point singulier essentiel isolé. Ce résultat ne devait
étre rattaché a aucun autre pendant plus de vingt ans. Mais,
comme suite aux travaux fondamentaux de M. E. Borel, MM.E.Landau
et G. Schottky établissaient leurs théorémes précisés ensuite par
M. C. Carathéodory. Puis M. P. Montel donnait sa puissante méthode
des familles normales conduisant 2 de nombreux résultats qualitatifs.
M. G. Julia, en utilisant les résultats précédents, donnait au théoreme
de M. Picard un complément important qui engageait la théorie dans
une voie nouvelle (). Par ailleurs le théoréme de M. A. Denjoy sur les

(1) G. Juria, Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entiéres ou méromorphes
(Annales de I’Ecole Normale, t. 36, 1919, p. 93-125; t. 37, 1920, p. 165-218, t. 38, 1921
bl

p. 165-181). )

Ann. Ec. Norm., (3), LVIII. — Fasc. 3. - 24
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valeurs asymptothues (') recevait de M. Carleman sa premiére

démonstration qui basée sur des méthodes enticrement nouvelles,
que M. Valiron avait soupconnées dans des travaux antérieurs, faisait
apparaitre une méthode d’étude dont M. R. Nevanlinna allait moptrer
la fécondité. L’étude de la distribution des valeurs d’une fonction
méromorphe semblait alors terminée. Mais, 4 la méme époque,
M. A. Bloch énoncait le théoréeme auquel on a donné son nom, puis
il le précisait en 1925 (théoréeme des trois cercles). Huit ans plus
tard, M. L. Ahlfors généralisait, dans une certaine mesure, ces
résultats sans toutefois parvenir a retrouver. par ses méthodes, le
théoréeme des trois cercles.

Enfin, dans un Mémoire paru en 1935 (), il a montré qu’'une étude
essentiellement topologique des surfaces de Riemann permet d’obtenir
un théoréme général sur les fonctions méromorphes, qui généralise, en
un certain sens, le second théoréme fondamental de R. Nevanlinna .
Ce Mémoire constitue le point de départ de notre travail.

Avant d’énoncer le théoréeme de L. Ahlfors, il convient de préciser
la terminologie. Nous étudierons uniquement les surfaces de Riemann
décrites par des fonctions w= f(3), méromorphes dans le cercle
Sermé |z|<r, lorsque z décrit ce cercle. Rappelons briévement la
définition de la caractéristique g d’une surface dont 'idée premiére
est due a Euler (étude des polyédres). Faisons un pavage de la surface
a I'aide de triangles (ou plus exactement de pavés topologiquement
équivalents a des triangles). La surface apparait alors comme une
sorte de polyédre ayant ffaces (triangles), a arétes (cotés des triangles),
s sommets (sommets des triangles). La quantité p = — s 4 a — f, qui,
par“définition, est la caractéristique de la surface, est indépendante
du pavage choisi. En effet, si dans un pavage donné on sépare un
triangle en deux il en est bien ainsi, car f'a cra d’une unité, s de deux

(1) A. DENOY, Sur les fonctions entiéres de genre /mL (C. R. Acad. Sc., t. 148, 1907,
p. 106-108).

(?) Acta mathematica, 63, p. 157-194. Ce Mémoire sera désigné dans la suite par [A].

(3) Cf. par exemple, R. NeVANLINNA. Eindeutige analytische Funktionen (Julius
Springer, a Berlin, 1936). On trouvera dans cet. Quvrage un exposé de la théorie
d’Ahlfors. On pourra consulter également R. NEVANLINNA. Le Théoréme de Picard-Borel
et la théorie des fonctions méromorphes (Gauthier-Villars, 1929).
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unités et a de trois; la propriété est donc vérifiée lorsqu’on remplace
un pavage par un autre plus fin; elle est encore vraie pour deux
pavages quelconques, comme on s’en assure aussitot en prenant un
troisieme pavage auxiliaire plus fin que les deux premiers et dont
I’ensemble des arétes est constitué par la réunion des ensembles des
arétes des deux premiers. En particulier, une surface fermée du type
topologique de la spherea, comme le tétraédre, pour caractéristique
o =—2; nous retrouvons ainsi le théoreme d’Euler relatif aux
polyédres. Une surface simplement connexe ,a, comme un triangle,
pour caractéristique ¢ = —1.

Sur la sphére unitaire X,, nous considérons maintenant ¢23
domaines D; simplement connexes et disjoints. Soit X une surface de
recouvrement de X,, ayant un contour I' de longueur L et une aire
égale & 4nS. Les portions connexes de la surface X situées sur le
domaine D; sont de deux sortes : ou bien elles n’ont aucune frontiere
relative par rapport & D; (c’est-a-dire que toute leur frontiére a pour
trace la frontiere de D;), ce sont par définition des disques (Inseln dans
la terminologie d’Ahlfors); ou bien elles ont une frontiére relative par
rapport 4 D; (frontiére relative qui appartient nécessairement a '), ce
sont par définition des langues.

Nous appellerons enfin multiplicité d’'un disque le nombre de ses
feuillets et multiplicité simple p d’un disque I'opposé — ¢ de sa carac-
téristique. Nous aurons donc p=1 pour les disques simplement
connexes et p<o pour les autres disques. Ahlfors a établi le théoréme
suivant :

TreoriME b’ AnLFORs. — Etant donnés, sur la sphére unitaire X,
q 23 domaines D; simplement connexes et disjoints, on peut déterminer
une constante h telle que toute surface de recousrement X de X,
simplement connexe, présente sur les domaines D; des disques dont la
somme Xp(D;) des multiplicités simples satisfait a

T

EIJ(Di)i(q—z)S_hL,

i=1

ou 4SS désigne I'aire de X et L la longueur de son contour.
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Cette relation s’applique encore lorsque les domaines D;se réduisent
a des points a;; on a alors

=

(@) (g —2)S — AL,

i=1

Il

en appelant n(a;) le nombre de points distincts de la surface X situés
sur le point a;.

Enfin, si tous les disques situés sur le domaine D; ont une multiplicité
au moins égale a ;, on a

7

O 1 L
2(—g) e

i=1

ol h est une nouvelle constante ne dépendant que des domaines D;. Cette
inégalité est encore valable lorsque certains domaines D; se réduisent
a des points.

Appliquant ces théoremes a la surface de Riemann X(r) décrite par
la fonction w = f(z), méromorphe dans |z|< R<w, lorsque z
décrit le cercle |z|<r< R, Ahlfors obtient des propriétés des fonc-

tions w= f(z) lorsque R=cc ou lorsque R < ccavec lim S(r) (R—r) =co.
r>R

Ce sont le théoréme du défaut et le théoreme des domaines
(Scheibensatz) qui comprennent, comme cas particuliers, le théoréme
de Valiron et Bloch et les théorémes classiques sur les valeurs comple-
tement ramifiées.

Dans le premier Chapitre de ce travail, nous donnerons une
~démonstration nouvelle du théoréme d’Ahlfors, qui présente ’avan-
tage de permettre 'estimation de la constante A; nous verrons que
cette démonstration peut étre simplifiée dans le cas particulier ou tous
les domaines D; sont réduits a des points. Enfin, nous étendrons le
théoréeme aux surfaces multiplement connexes. Dans le Chapitre II
nous exposerons les théorémes asymptotiques d’Ahlfors pour les
fonctions méromorphes et nous apporterons a ces théorémes des
précisions nouvelles; nous montrerons que 'on retrouve le théoréme
du défaut de Nevanlinna. Le Chapitre I1I sera consacré a des théoremes
en termes finis qui comprennent, comme cas particuliers, lesthéorémes
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de Landau, Schottky, Bloch, ..., et qui généralisent des théoremes
qu’avait obtenus Ahlfors par une méthode trés différente ('). Enfin
dans le Chapitre IV nous étendrons ces résultats aux fonctions algé-
broides; nous obtiendrons ainsi de nouvelles propriétés, certaines
étant asymptotiques, d’autres en termes finis. Nous terminerons en
donnant quelques conséquences pour les algébroides a deux branches,
d’ott nous déduirons une extension, pour des domaines D; plus
généraux que ceux envisagés au début de cette étude, des théoremes
relatifs aux fonctions méromorphes; on peut espérer parvenir a des
résultats analogues, pour les algébroides & un nombre quelconque de
branches et pour des domaines D; encore plus généraux.

Pour rendre cet exposé cohérent et intelligible, nous serons
obligés de faire, a plusieurs reprises, des emprunts au Mémoire
~d’Ahlfors. Nous signalerons les passages correspondants par I'indi-
cation « d’aprés [A] ...» mise en note; les références données sous
une autre forme indiquant simplement des rapprochements et des
comparaisons de résultats.

Qu’il me soit maintenant permis d’exprimer ma respectueuse
reconnaissance a M. Georges Valiron qui m’a incité a I'étude des
remarquables Mémoires d’Ahlfors, m’a suggéré d’entreprendre ce
travail et n’a cessé de me prodiguer eonseils et encouragements. Je
tiens & adresser également mes remerciements a M. G. Julia qui a bien”
voulu présenter & I'Académie des Sciences des Notes résumant les
principaux résultats de cette étude et 2 M. A. Denjoy qui a accepté de
se joindre 2 MM. Julia et Valiron pour constituer le jury.

Je prie M. E. Picard, qui a bien voulu publier cet article dans les
Annales de I’Ecole Normale supérieure, de trouver ici 'expression de
toute ma gratitude. '

() Sur les domaines dans lesquels une fonction méromorphe prend des valeurs appar-
tenant a une région donnée. Acta Soc. Scient. Fennica, Nova Series A, t. II, n° 2, (1933).
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CHAPITRE 1.

LE THEOREME FONDAMENTAL.

1. Soit, sur la sphére unitaire X,, une surface de recouvrement X
d’aire 4 7S et ayant un contour de longueur L. On considére les points
de X, sur lesquels se trouve au moins un point de X; ils constituent
un ou plusieurs domaines X,. On définit de méme X,, X;, .. .; X, est
formé par 'ensemble des points de X, sur lesquels se trouvent au
moins v points de X. Les surfaces X,, X,, ..., Z,, ... sont les
différents feuillets (') de la surface X; on reconstitue cette derniére
a partir des feuillets en reliant ceux-ci entre eux de facon convenable.
Nous désignerons par 4=, I'aire du feuillet X, et par L, la longueur
de son contour. Il est clair que I'on a

S:E S, et L:Z L,.

Nous aurons besoin, au cours des démonstrations suivantes,
d’utiliser deux propriétés (*) de la caractéristique d’une surface.
Etablissons-les rapidement.

2. Faisons un pavage de la sphére X, tel que le contour I' de la
surface X se projette sur des cotés des triangles du pavage, et que les
points de ramification se projettent tous en des sommets. Cela entraine
un pavage de chaque feuillet X,, d’ott un pavage de la surface X elle-
méme. Les caractéristiques des feuillets et de la surface totale sont
données par les relations

Oy=—3Sy+ a, —f\,,

p=—s+a—f

(1) Dapres [A], p. 162.
(%) Daprés [A], p. 166-168.
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Onaa=2ZXa,et f=2Xf,; par contre, on a, en général, s < Xs,, car un
point de ramification d’ordre w (réunissant w1 feuillets) donne
un sommet a la surface £ d’une part, et d’autre part un sommet a
chacun de p.+ 1 feuillets; on a donc

Sos=Sn

Et, en introduisant 'ordre de ramification total v = X . de la surface X,
nous obtenons la premieére des relations que nous voulions établir

9;2 Oy+ .

On démontre aussi facilement la propriété suivante. Si n trans-
versales et un nombre quelconque de rétrosections sans points
communs séparent la surface X en surfaces X', on a

p:Zp’-{— n.

En effet, on peut toujours supposer que le pavage effectué sur X est
tel que ‘transversales et rétrosections soient formées de cotés de
triangles du pavage. Et la propriété énoncée est une conséquence de
ce qu'une rétrosection dédouble le méme nombre d’arctes et de
sommets, tandis qu'une transversale dédouble une aréte de plus.

Nous allons maintenant démontrer deux cas particuliers du théoréme
fondamental.

Premier cas particulier.

3. Nous supposerons que trois points distincts a,, a, et a, de £, ne
sont pas recouverts par la surface ¥ simplement connexe et nous
désignerons par ¢, la plus petite des distances sphériques de ces trois
points pris deux a deux. Nous allons montrer que

L>§6OS.

A cet effet, décomposons la surface en feuillets et étudions le
vieme feuillet de caractéristique o,. Deux cas peuvent se présenter :
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a. S,<-; dans cette hypothése on a

!
2
LvZ 47fsv7

car le minimum de la longueur L, est obtenu, pour S, donné, lorsque
le feuillet a la forme d’une calotte, auquel cas on a

3=167S, (1 —S,);

d’oti I'inégalité précédente puisque S,(1—S,)=S;.

b. S,> ;, alors L,>3¢, si ov=—1 (feuillet simplement connexe)
et L,>23, si ov=o0 (feuillet doublement connexe).

En résumé, que I'on soit dans 'un ou l'autre cas, si p,<o, on a
toujours

£

L,224,S,.
D’autre part

S _— Q-E—OLZE(\S‘,_. 2g()Lv).

Chaque terme de cette somme étant inférieur a 1, il y a n feuillets Z,

> L :
avecn2S 75; Ly pour lesquels on a
I
SV~— 2—-6—0Lv> 0.
Chacun de ces feuillets vérifie donc I'inégalité p,> o.

De la relation
p=\ st ¥

nous déduisons

pzn-+v¢—N,
ou N est le nombre de feuillets simplement connexes (g,=-—1); soit
encore
. I

ou N, est le nombre de feuillets simplement connexes et non ramifiés.
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La propriété est établie s’il n’existe pas de tel feuillet. S’il en existe,
on les détache de la surface X par m transversales; la surface Z
se décompose ainsi en surfaces X;, en nombre au plus égal a m +1,

et auxquelles on peut appliquer la relation précédente (') oul'on a
fait N, = o; soit ’

1
p/;';}— Iz S/C— -2——60 L/

Nous allons additionner ces relations membre 8 membre en remarquant
que, d’une part

p zzpk—%— m entraine o+1 ZE(PIH— 0
et que, d’autre part
I 1 2
3 (5 550> — gt 5 2

cette derniére somme étant étendue aux feuillets simplement connexes,
non ramifiés; donc étant inférieure a L. Il vient finalement

3 .
P+I>S—2—6:)L.

Dans le cas particulier ou la surface X est simplement connexe
(p =—1), on trouve bien la propriété annoncée.

St la surface X simplement connexe ne recouvre pas trois points a; de
la sphére X, on a

2
L> 3 %S,
en désignant par 3, la distance sphérique minima de ces trois potnts pris
deux a deux.

De cette proposition on déduit facilement le théoréme de Picard (*)
ainsi que les théorémes de Landau et de Schottky (*). ‘

(1) Valable pour les feuillets simplement connexes eux—mémes.
(2) Cf. § 21.
(3) Cf.§30 et 31.

Ann. Ec. Norm., (3), LVIIl. — Fasc. 3. 20
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Deuxiéme cas particulier.

4. Considérons ¢>3 domaines D;, simplement connexes et disjoints,
situés sur la sphére X,. Désignons par ¢, ladistance sphérique minima
2T
‘?’
car le maximum de ¢, est obtenu pour ¢=13, lorsque les domaines

sont réduits a des points. Nous allons démontrer le lemme suivant :

de ces domaines pris deux 4 deux. Remarquons, en passant, que g, <

St la sphére L, est recouverte d’une surface connexe X a un seul
feuillet, de caractéristique p, d’aire 4SS, ayant un contour I' de

longueur L et telle que
L

20,

S —

> o,

la surface X présente sur les domaines D; un nombre p2o de disques
satisfaisant a
p+p2g—2

En effet, si L=o, lafrontiére de X est formée de points en nombre m
arbitraire. On a p =— 24 m et p>q—m; la relation est satisfaite.
Reste donc a examiner le cas 0 < L < 28,S. Le contour I' se compose
de p + 2 courbes ferméesI';; chacune d’elles a une longueur inférieure
a L<28,S<2n; elle découpe X, en deux domaines simplement
connexes dont I'un A, a une aire inférieure & 2, et 'autre A} une aire
supérieure a 2. Montrons d’abord que X est nécessairement contenue
dans tous les domaines A ; s’il n’en était pas ainsi, X aurait une aire
inférieure a 2w, d’ou 'inégalité L > 4 =S, ce qui est contraire a ’hypo-
thése puisque ,<m. D’autre part chaque courbe I';, ayant une
longueur inférieure 4 29,, ne peut rencontrer ou contenir dans son
intérieur A, qu’un domaine D; au plus. La surface X s’obtient donc, &
partir de X, en retirant les domaines A, et chaque retrait supprime un
disque au plus. Puisque X, comprend ¢ disques, il en résulte que £
comprend un nombre p>o de disques satisfaisant a p>2g— (p + 2);
c’est la relation annoncée.

5. Soit alors X une surface de recouvrement de la sphére Z,;
désignons par v(D;) le nombre de feuillets de cette surface qui
recouvrent complétement le domaine D;, par v, (D;) 'ordre de ramilfi-
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cation entre elles des portions de ces feuillets intérieures A D;, et enfin

par (D)) la quantité v(D;) —v,(D;); celle-ci satisfait au théoréme
suivant :

.

Tatorime A. — Si¢ la sphére I, est recouverte d’une surface de
Riemann X de caractéristique o, d’aire 4nS et ayant un contour de
longueur L, la somme Xr(D;) étendue aux q domaines D; vérifie
I'inégalité

<

FrD)2(g—2) ( 25(;“L) —(p+1).

i—=1

En effet, décomposons la surface X en feuillets X, d’aire 478, et
ayant un contour de longueur L,. Nous avons

S— oy Ll= Z<S~———L>

Chaque terme de cette somme étant inférieur ou égal & 1, il y a
n feuillets X, pour lesquels on a

S, — ! L,>o0 avec - n>S—-——L

20, 20,

Appliquons le lemme a chacun de ces n feuillets et sommons en
remarquant que
9:2 py+ ¥,

et que p,~+p,>2—1, l'égalité n’ayant lieu que pour les feuillets
simplement connexes ne contenant aucun disque. Soit N le nombre
de ces feuillets; il vient

-

Zv(D,-)gn(q—a)+v—N_p.
Tenant compte de I’ordre ¢ de ramification, on arrive a
I
N r0)2(g—2) (s — 2—60L> =N,

ou N, désigne le nombre de feuillets simplement connexes, non
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ramifiés, ne contenant aucun disque. Le théoréme est donc établi s’il
n'existe pas de tel feuillet. S’il en existe, on les détache de la
surface X par m transversales, la surface X se décompose ainsi en
surfaces X;, en nombre au plus égal a m -1, auxquelles on peut
appliquer la relation précédente ol 'on a fait N, = o. En sommant on

obtient
Dr®zig =% (S 55 L) = (o 1)

puisque o = Xp,—+ m entraine ¢ +12X(p,~+ 1).
D’autre part

I 1 2 v
Z<Sk—;—0Lk>>S— L= o Dl

cette derniére somme étant étendue aux feuillets simplement connexes
non ramifiés, donc étant inférieure 4 L. Le théoréme est ainsi
démontré.

6. Dans le cas particulier ou les domaines D; se réduisent a des
points, le théoréme A devient

TueoriME A,. — On considére q2> 3 points a; de la sphére X,. St cette
sphére est recouverte d’une surface de Riemann X, de caractéristique o,
d’aire 47S et ayant un contour de longueur L, on a

q .
22(@,-)2(9-—2) <s — ;%L)—(pﬁ),

ou 8, désigne la distance minima des points a; pris deux a deux et n(a;)le
nombre des points de la surface X situés sur le point a;, chacun de ces.
points étant compté une seule fois.

Ce théoréme a été obtenu par Ahlfors (') pour les surfaces simple-
ment connexes; toutefois la méthode d’Ahlfors ne permettait pas
Iestimation du coefficient de- L. Ce théoréme contient le résultat
de I’étude du premier cas particulier.

(1) [A], p- 181; inégalité (B,).
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Le théoréme fondamental.

7. Soient toujours, sur la sphére X,, >3 domaines D; simplement
connexes et disjoints; et soit ¢, la distance (sphérique) minima des
domaines D; pris deux a deux. Nous allons définir a priori une
constante k£ dépendant de ces domaines, et qui jouera dans la suite un
role important.

Si nous ajoutons au domaine D; I’ensemble des points de X, dont la
distance a D; est inférieure 4 /<2, on obtient un nouveau domaine
D;(1) qui satisfait a I'une des propriétés suivantes :

a. Il est simplement connexe;

B. 11 est multiplement connexe mais ne sépare pas I'un de 'autre
deux quelconques des domaines D; (j £1);

Y; Il est multiplement connexe et sépare les uns des autres certains
des domaines D;. ’

Il existe un nombre /; au plus égal a ¢, et tel que pour I <C/; on soit
dans I'un des cas « ou 3 et que pour [;<C 1< 3, on soit dans le cas y.
Par définition, la distance d’isolement [, de’ensemble des domaines D;
sera le plus petit des nombres /;. Enfin, nous désignerons par 55(10) le
domaine D;({,) s’il appartient au cas «, le domaine D;(/,) complété de
ceux de ses frous qui ne contiennent pas de domaine D, s’il appartient
au cas f3.

Soit X; la portion de la sphére X, extérieure aux domaines D,.
Considérons sur X, un domaine A d’aire 4nc et dont le contour relatif
a une longueur A <2/, (par contour relatif, nous désignons les
portions du contour de A qui sont ¢intérieures a X). ‘

Si le contour ne touche aucun domaine D; et si 'on suppose de

plus o < —;—: on a
o< ,LK.
4T

Si le contour touche un domaine D; (et il n’en peut toucher qu’'un
seul puisque A < 27,<238,) et si 'on suppose de plus que le domaine A






