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SIR

LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES
A VARIÉTÉS LINKAIRES LACUNAIRES

ET

LEURS APPLICATIONS

P A K M . H E N R I CA.RTAN

Introduction.

1. Emile Borel a démontré [B| ( ' ) en 1897 l ' impossibilité d\ine
identité

X, (.r) -4- X^f» -+-... 4- X^(.r) E= o,

entre des fonctions ent ières, sans zéros, de la variable complexe x,
Voici; plus précisément, la forme que l'on peut donner à son théo-
rème : AÏ l\}n a une telle identité, ou bien les rapports mutuels des fonc-
tions sont des constantes, — ou bien les fonctions se partagent en
plusieurs groupes^ la somme des fonctions d'un même groupe est iden-
tiquement nulle^ et leurs rapports mutuels sont des constantes.

Lorsque p = 3, ce théorème équivaul( 2 ) au théorème de E. Picard :
« une fonct ion entière ne peut admettre deux valeurs exceptionnelles
finies ». Or, on a complété, le théorème de Picard en le « traduisant en
termes finis », suivant uae expression de A. Bloch, c'est-à-dire en éta-
blissant des propositions relatives aux fonctions holomorphes qui

( 1 ) Les lettres placées entre crochets renvoient à l'Index bibliographique.
( 2 ) En effet, si Pon avait

X i + X â + X . - o ,

la fonction— — ? par exemple, serait entière et ne prendrait aucune des valeurs zéro
Ag

et un,
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admettent deux valeurs exceptionnelles, et sont définies non plus dans
tout le plaiiy mais dans le cercle-unité : je veux parler principalement
du théorème de Schottky et du théorème de Landau. Ces derniers
peuvent être établis, soit en partant de la fonction modulaire, soit en
s'appuyant, conformément au point de vue de E. Borel, sur la théorie
de la croissance des fonctions. Enfin P. Montel a démontré qu 'une
famille de fonctions holomorphes, admettant deux valeurs exception-
nelles fixes f in ies^ est normale ( ' ) ; ce théorème, d'où peuvent se
déduire tous les précédents, au moins du point de vue qualitatif,
sera désigné, au cours de ce travail, sous le nom de critère de
P. Montel.

2. La « traduction en termes f inis » du théorème de E. Borel, dans
le cas d'un nombre quelconque de fonctions, a été abordée en 1926
par A. Bloch dans un Mémoire paru dans les Annales de l'École
Normale supérieure [A]. Ce géomètre est arrivé à vaincre en grande
partie les réelles difficultés que présente cette question, et il a obtenu
un théorème qui est une généralisation immédiate du théorème de
Schottky y mais qui se complique du fait de l'existence de cas singu-
liers; ces derniers n'ont été que partiellement éclaircis. Voici du
moins le théorème obtenu par A. Bloch si l'on fait abstraction des cas
singuliers ( 2 ) : Soient

f{x} =ao-4-a^-4~. . .; ff{^)=b'o^- b^v-{~. . .; . . .;

k {x} = CQ 4- <?i X -h..^

n fonctions d'une variable x^ holomorphes dans le cercle \x\ <^ î, ne s'y
annulant pas^ et dont la somme ny devient pas égale à l'unité. Les
termes constants a^y &o, . . ., e^ sont supposés différents de V unité, et tels

( 1 ) Rappelons qu'une famille de fonctions holorïiorphes dans un domaine I) est dite
normale dans ce domaine, si, de toute suite infinie de fonctions delà famille, on peut
extraire une suite infinie qui converge uniformément dans tout domaine fermé inté-
rieur à D, la fonction limite étant; soit une fonction holomorphe, soit la constante
infinie.

(2) [A], théorème VIJÏ, p. 809.
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que la somme d^un nombre quelconque d'} entre eux diffère de zéro et de
l " unité. Alors les coefficients a\, &,, ..., e^ (^, d''iine manière générale,,
les coefficients des termes de degré i^ a^ bi, . * . , 01} admettent une borne
supérieure dépendant uniquement de a^y &o? • * - ? eQ (et ^€ l)'

Cette proposition' est d'ailleurs une conséquence du fait suivant,
qui constitue, à proprement parler, la généralisation du théorème de
Schottky : dans tout cercle \x\ <; p, les fonctions admettent une borne
supérieure qui dépend uniquement de p, a^ & o » • • • •? ^o-

3. Après' ces travaux de A. Bloch, il manquait encore, dans le cas
d 'une identité de Borel (') àjo termes, un théorème analogue au critère
de P. Montel dans le cas d'une identité à trois termes. C'est un théo- ^
rème de ce genre que j'ai cherché à établir, sans d'ailleurs m'appuyer
sur les résultats de A. Bloch, qui ne me paraissaient pas démon^e-i''"
de façon certaine. J'ai jugé utile de reprendre la quest ion dès le dé|%-t.
Si je n'ai pas fait subir de grandes modifications à la marche géteale^
des idées, qui était, en quelque sorte, conforme a la natu^^ès^ ̂J- ' A A x^'^^.^"y,f9% ,-<*'
choses, j 'ai par contre orienté ma démonstration dans un sens uà^^&^">/

différent, puisque A. Bloch s'était borné à considérer des systèmes
de p fonctions prenant des valeurs données à Forigine. En m'affranchis-
sant de cette restriction, j'ai obtenu une sorte de critère de famille
complexe normale (2), qui laisse encore des questions en suspens
lorsque p^>^; au contraire, le cas p == 4 se trouve complètement
éclairci ( : t).

Ce n'est là, bien entendu, qu'un résultat d'ordre purement quali-
tatif, obtenu en somme grâce à une étude de la croissance des fonc-
tions envisagées. Pour arriver à des résultats d'ordre quantitatif, il
faudrait construire certains systèmes de fonctions automorphes de plu-

( J ) Je nomme ainsi une identité de la forme

Xi ~i- Xs 4-... -J- X^ FS o,

entre des fonctions holotiiorphes dans un certain domaine, sans zéros dans ce domaine.
f 2 ) P. Montel nomme famille complexe une famille de systèmes de k fonctions/f,

/a, ..., />^., le symbole a servant à désigner le système de la famille considéré. La
famille complexe est dite normale si chacune des k familles/a,/?, .-•;/? est nor"
mâle.

(^) Voir Chap. IV, § .fâ.
/ '"> °Aim. Ec. A'orm., (3), XLV. — SEPTEMBRE 1928. <>0
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sieurs variables, généralisant convenablement Sa fonction modulaire,
et l'on n'en a pas encore trouvé ( ' ) .

4. Dans le Chapitre premier^ je rappelle brièvement quelques.
points fondamentaux de la théorie des fonctions méromorphes, et je
fais une première étude de la croissance des fondions satisfaisant à
une ident i té de Borel^ en. vue de la démonstrat ion future du cri-
tère de famille complexe normale. Ce Chapitre ne contient rien
cressentiellement nouveau.

Dans le Chapitre II, j 'établis un lernme énoncé sans démonstration
par A. Bloch; il convenai t de le démontrer , d 'autant plus qu^i l joue
ensuite un rôle capital. Il est susceptible de diverses généralisations.

Le Chapitre III cont ient la démonstrat ion du résultat fondamental :
l'existence du critère de famille complexe normale dont j'ai déjà parlé.
Dans le Chapitre suivant, je donne quelques exemples des appli-
cations dont il est susceptible.

Enfin, le Chapitre V est consacré à la résolution de divers pro-
blèmes d'unicité dans la théorie des fonctions méromorphes; cette
résolution est étroitement liée à l'étude de certaines identités de
.Borel. J'indique, en terminant , une applicat ion du critère de famille
complexe normale aux quest ions d'unicité.

Qu'il me soit permis de remercier M. Paul Montel de l'intérêt qu'il
m'a toujours témoigné; j 'espère avoir tiré profil, dans la rédaction de
ce travail, de ses conseils et de ses critiques amicales, et je lui.
exprime ici toute ma respectueuse reconnaissance.

Index bibliographique.

[AJ , A. BLOCH. — Sur les systèmes de fonctions hol.omorph.es à variétés
linéaires lacunaires ÇAnn. de V École Normale, 3e série, L 43, 19-26,
P. 809 -302).

[ -BJ. L. BOREL. — Sur les zéros des fonctions entières {Acia rnathematica^
t. 20, 1897, p. 337-396).

[LJ . G. JULIA. — a. Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs
variables [Acta maUlematica, t. ^7, rg26, p. 5 3 " r ï C > ) .

( î ) Ce problème semble lié à celui de l'uniformisation pour les systèmes de p fonc-
tions de p 'variables complexes.
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b. Sur queiclues propriétés nouvelle? des fon-ctions entières on méro-
uiorphes {Ami. clé r École Normale, 3e série, t. 36, 1919 . p. 93.
et t. 37, 1920, p. î.65).

S. .SVUNDELBROJT. —Les suites de fonctions holomorphes. Fonctions entières
(C. ]L de rAcad. des Se.. t. 185. 1927, p. 1098).

P. MONTEL. — Leçons sur les familles normales de fonctions aîiairtirfues
et leurs applications (Paris, Gauthier-Yillars, 19-27).

ROLF NEYANLINNA. — a\ Zur Théorie der meromorphen Funktionen ( Af'fcf
inathemaUca. t. ^6, 1925. p. 1-99).

b. .Einige Eindeutig'keitssâtze. in der Théorie der meroiriorphen Funk-
(ionen {Acta. matli.ematica^ î . 4-8, iq'-îô, p. 36""--3qi).

c. Siir les valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes dans un
cercle { B u l . de la Soc. rnatfi. de France^ l. o^, 1927, p. cp).

d. Lin théorème d'unicité relatif aux fonctions uniformes dans le voi-
sinage d'un point sin^idier essentiel ((7. .R. de l^Acad. des Se.. t. 181,
1920, p. 90.).

G. PÔLYA. — Bestiinniun^' einer ^anzen Funktion endtichen Geschlechts
dlirch viererlei Stellen (Mat. ^ridsskfift B, Copenha^iie, 1 9 3 1 , ? . i6-3i).

G. VALIRON. — Lectures on thé général theor}' of intégral fimetions
( Ton louse, j 928 ).

CHAPITRE 1.
PRÉLIMINAIRES.

I. — Rappel de quelques propositions fondamentales.

5. Nous aurons constamment à utiliser les résultats fondamentaux
de la théorie des valeurs moyennes logarithmiques, fondée par
F. et K. Nevanlinna ( ' ) . Rappelons-les brièvement.

Soit f{x) une fonction méromorphe dans le cercle |< r |<< ï . La
formule de Jensen s'écrit

( , ) log|/(o)|=^y"log[/(7^)|^^!og^+

en supposant/"(o) fini et différent de zéro; le premier terme du

( î ) Voir^ par exemple, l'exposé complet de la théorie dans [F; a].
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second membre représente la valeur moyenne de log |/(^) | sur la cir-
conférence, de rayon r<i , ayant pour centre l'origine. Quant aux
sommes qui figurent au second membre, elles sont étendues, respec-
tivement, aux zéros ̂  et aux pôles &ade modules inférieurs à r, chaque
zéro et chaque pôle étant compté autant de fois qu' i l y a d 'unités dans
son ordre de multiplicité.

Si l'on p o s e ( ^ )
^(^/)-^ ( ^ogi/(/^)[^,

- ^ t/O

N(/-, /)==yiog——r,
j Un j

(A

la relation (i) peut s'écrire
(2) ^(r,/)+N(r,/)=m(r~^+NYr,^+log|/(o)I,

ou encore
(^ • T(r,/)=Tfr,^+log|/(o)i,

après avoir posé
T(/',/)=m(r,/)+N(r,/).

La quantité T(r, /) caractérise la croissance de la fonction /(^). On
montre que c'est une fonction convexe de logr, et, par suite (2), une
fonction croissante de r.

6. F. et R. Nevanlinna ont démontré la relation suivante, qui géné-

( ' ) a étant un nombre positif, on pose
-+-

] o g œ = = l o g < a s i a ^ ï ,
.4-

log<^ == o si a ̂ l .

( 2 ) Car si une fonction 9(7'), définie pour / '^o, est finie pour r = o, et convexe
en logr, elle est croissante. Soit en effet o< r\ < /'a, et prenons ro compris entre o
et ri. On a par hypothèse

• y f / ' o ) iogro l
o ( / - t ) logri J ^o.
o(r./) logra ï

li suffit, de faire tendre ry vers zéro pour conclure

P^i)^?^)*
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ralise la relation (i) :

261

(3) log/(^)-^J"TCIo§1/(^|^I€l6

-2-. r-— a^x x-^ , r'2 — ^UL^ • ,.y IQO. ————t-— -4- ^ x cou st.
^ '"' / - (^— ^n)to 7-(.2?-•-ay) ^ '"'/"(^—^p.)

p.

Cette nouvelle formule, qu'ils ont appelée formule de Poisson'Jensen,
est valable pour tout nombre x de module inférieur à r. Selon l'usage,
^ désigne le nombre complexe conjugué de a,,.

On peut en tirer l'inégalité {cf. [A], Lemme 4, p. 320)

. r -4- p /"••- '———• //(• i= / - — p
'V i-^log

,. ^ /'-' ^ • i i /.+
/'* — a.̂  as

r[3C — ci^)

0 [ 1
Tî') \ î'' / i \ • 5 j*p v y ^

^s108)
r2 — bn,x
r(x-b^)

log|/(,z1)(4)

| /-(d;- — Cl,,)

(H ==?</•)
Pour l'obtenir, il suffit de remplacer, dans la relation (3), a; par se'3,
et de prendre les parties réelles des deux membres; il vient

(5) iog\f(pe'V)\g\f(peif)\=— f log|/(rc'
- 7l i/n

I- / lo-\f(re^)
r—p3

y"2_^_ p2—— Q^-p COS(9 —— t?)
-^0

r- — a>) x
0 | /• (^ —— û^ ) -2loa r2 — ^p.^

- (^— 6p.)

et cette relation conduit à l'inégalité (4)- Les logarithmes qui figurent
au second membre de (4) et (5) sont tous positifs, puisque \x , |a,|
et b^\ sont inférieurs àr. _

Si, en particulier, f(x) est holomorphe, le terme ̂  log ^-^-y
ij.

disparaît, et l'on tire de (4)

(6 ) " -(.,J.)<^)-^/)-^^1A-) '

et a fortiori

(6') ^jM^)-^)-^/•+p/^-p-0 /(a.)
7. Limitation de m(r, f—'} • - Supposons/(a?) holomorplie etsans
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zéros. La. relat ion ( 3 ) se simplif ie; si on là difTérentie, on trouve

^^--'-r^ ^°)f^) '^j, ' i ' ^re^dB
~^~z~^ ••

et, d 'une façon générale,

d^ ff^\^ ,̂ ^ir.
^ f lo^[/(/ï /6
t' </(>â^-1 \f(^) ) 27!:.

par suite, en. posant \x\ == ?,

2 re^ dO
} ( r e ^ - ~ x Y -

f'W
fW

tlr \ r f «M^^^(,,/)-./^/,^)J,

^~1 r f'W} , n\ïï' r . ,- / i\]^[j^i ^^T^r^-
En développant le prernier membre de cette dernière inégalité, et en
posant, pour abréger,

m [ r , f ) ^ - m . ( i 1 , ̂  =r X (/- , /) ,

on trouve immédiatement, par récurrence, une inégalité de la forme

./'"(^)
/«)

^P/{r,^.Xf/,/)],

P/, étant un polynôme de trois arguments , dont les coefficients sont
des constantes positives ne dépendant que de n.

8. Rappelons enfin le théorème fondamental suivant :

Une famille de fonctions f{x )^ holornorphes dans le cercle \x\ < i, et
pour laquelle m{r, f) est inférieur à un nombre fixe M quel que soit le
nombre positif r inférieur à un, et quelle que soit la fonction f de la
famille, est normale.

P. Montel ( ' ) a donné de ce théorème une démonstrat ion basée sur
la propriété que possèdent ces fonctions de pouvoir se mettre sous la
forme du quot ien t de deux fonc t ions bornées C) ( N e v a n l i n n a ) .

n [ E L p - 4 4 .
( 2 ) On sait qu'une famille de fonctiorts bornées est normale.
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Plaçons-nous dans le-cas où les fonctions nont pas de zéros; c'est
précisément le cas où nous nous servirons du théorème. Nous allons
indiquer effectivement une borne supérieure de \f{x) |. Désignons en
effet par w(î,/) la limite vers laquelle tend m(r, /) lorsque r tend
vers nn'^ cette limite existe, puisque m{r, f) croît avec r en restant
borné. Appliquons l ' inégali té (4), en y permutant les lettres r et p ,
puis en faisant tendre p vers un; i l vient à la. limite

.. , ., i -4- /• , .. 2 — /" /' i •
^ I./ (x ) 1 ^ -——;. ̂  (.. ï - . / ) - -——-, w i i • 7. ;1 -— / I -r- / \ J '

r désigne x\.
Remplaçons / par 1,:; il vient,

'^l./^) ê7^ / /? ( I-/ i-7±7m(• l-7)•

Puisque N(/', /') et N(r , i ) sont nu l s , la relation (2) permet d'écrire^
après un passage à la, limite,

m ( i , l. ̂  m ( \ , / ) — l.ôg [ f( u ) .

11 vient en défini t ive

( ̂  ; - Y^ m ( ï - 1 ) -!- ̂ ^]0^ ! f^ ° ) '

^ iog |/( x ) j ^ —^^, m. ( \, / ) -..- î "..̂  log ^ /f o :} 1 ,

et, si rn(ï,f) est infér ieur au nombre fixe M,

........ -^ M1 -4- •î-t^ I og s /( 0 ) 1 $ iog i /( x ) | ̂  -4.-/^ M + -I^-^ log 1 /( o ) | .

On en déduit que les fonctions/'^) forment une famille normale. En
effet, si |/ïo)| admet une borne supérieure valable pour toutes les
fonctions de la famille, l ' inégalité de droite montre que \f{x}\ admet
une borne supérieure qui ne dépend que de r; dans le cas contraire,
on peut extraire de la famille une suite inf inie de fonctions, telle
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que les valeurs à l 'origine des fonctions de cette suite tendent vers
l ' infini, et finég'alité de gauche montre alors que ces fonctions con-
vergent uniformément vers l ' infini dans tout cercle x <^/*o? quel que
soit le nombre positif/ 'o inférieur à un,

Si/ '(o)==ï, l'inégalité (8) prend la forme suivante :

l^^fW^-^^^Çl.f),

on obtient ainsi, pour log|/(;r)[, une limitation intéressante, car elle
est effectivement atteinte avec la fonction

/(^):=^-^

un calcul facile montre en effet que l'on a

/n(i , /):=:!
pour cette fonction.

II. — Étude de la croissance de p fonctions holomorphes, sans zéros,
dont la somme est identique à un.

9. L'étude que nous allons faire ici servira ensui te à la démonstra-
tion du critère de fami l le complexe normale exposée au Chapitre III.

Soient, dans le cercle-unité,? fonctions F,, (x), T ^ ( x ) , . . . » V p ( x ) ,
holomorphes, sans zéros, vérifiant l 'identité

( 9 ) Fi + F^ -4-.. . -+• Vp == i.

Reprenant une méthode de démonstration ( ' ) qui, dans le cas où les
fonctions F/ sont définies dans tout le plan, conduit au théorème de
E. Borel {cf. § i), mais l 'appliquant à des fonctions définies seule-
ment dans le cercle-unité, nous trouverons une borne supérieure
pour mÇr, F/).

( l) Je m'inspirerai d*une démonstration du théorème de E. Borel donnée par R. Nevan-
l inna ([F, b], p. 38i)
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Supposons que l'on ait

D(^)^

F,
d¥,
dx

dP-^\
dx!^

F,
d¥.,
~d~x

df^ F,
dx^-1 • • •

F.
^
^r

dP-^^
dx'P-^

autrement d i ty supposons que les fonctions F.i, F^, . . ., îp ne soient
liées par aucune relation linéaire homogène à coefficients constants
non tous nuls (1).

Différentions p—i fois l'identité (9); nous obtenons un système
de relations qu'on peut écrire

FI-+- _ F^+...-+- ^ F/,^ï,
^ F,+ ^ F,+...^ F^ F^o,
j 1, i 2 r //

p(/^-l) p (//-!) pi7^-l)
—— F, + ——— F, +. .. + —— F/, .= o,

A .1 l 2 1. p

et qu'on peut considérer comme un système de p équations linéaires
par rapport aux p inconnues t\, F.j, . . ., F/,. Le déterminant des coef-
ficients n^est autre que

i
F,
F^

•p(p-\ )
F,

i
F;
K

py-i)
y.

. . . i
F;,
^

F/r"
F/-

D
--F.Fs ..F/,AO) ̂

I

'"""F "̂ 'F, -" ¥,

En appl iquant la règle de Cramer, on trouve
F / ^ A , ( , r )/ v ^ — A ^ y 5

en désignant par A,(.r) le mineur du déterminant A, relatif au ^ i c m < î élé-
ment, de la première ligne.

( 1 ) Si î)(x) était identiquement nul, on se ramènerait à une identité, de la même
forme que (9), entre un nombre moindre de fonctions.

Aan. Éc. Norm., (3), XLV. — SEPTEMBRE 1928. 34
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Or^ a et b étant deux nombres positifs, on a l 'inégalité évidente

io^{ab) ̂  io^a 4- io^^.

Par suite, /'i(^) et /y (*r) étant deux fonctions méromorphes, on a

1^ i/i(^)^(^)J^1^ i/i(^)l+1^ 1 / 2 ( ^ ) 1 -

ety en prenant la valeur moyenne sur la circonférence \x = r,

w ( r, /J^ ) ^ w ( /^ /i ) + /" ( r, fî ) '
On a donc ici

m ( /•, F, ) <, m ( /\ AQ -h m ( r, -

Faisons successivement i == i , '2,. . . ,j?y et ajoutons membre à membre;
il vient

/, /,

S^^'5 F^ ̂ 2m(/ ' 'A/) -^^^v^ 5) ï

ety en désignant, pour chaque valeur de /', la plus grande desp quan-
tités m (î\ F/) par m(r),

p
( i o ) /// ( /• ) ̂ ^ m ( r , à/ ) + />/// (̂  A\ - ) •

i

Cette inégalité va permettre de limiter m(r). L'idée de la démonstra-
tion est, en gros, de faire voir que le second membre est comparable
à log^î(r).

10. Une difficulté provient d'abord de la présence de m (r, - ] , au
lieu de m(r, A). Mais appliquons la relation (2) à la fonct ion A(.z?);
comme elle est holomorphe, on a

• N C / 1 - , A )=o,

et, par suite» n'A(o) nesî pas nul,

ni ( r. A) -^ M (r\ ̂  -^ N (r, JJ 4- log ] A ( o ) l.
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On en déduit, puisque N (r, — ) est positif ou nul ,

( 1 1 ) rn ( r, — ) ̂  m ( /', A ) — lo^ | A( o ) |,

et, en portant dans (10),

( i9. ) m ( r ) ̂ 'V ni ( r, A,;-) -4- pm ( r, A ) — p log i A ( o ) I.
/

p/ p// p(^-"sî
A,-(.r) et A(;y) sont des polynômes en —5 —y • - - 5 --L—? A prenant les
valeurs i, 2, . . ., p; d'autre part, nous pouvons appliquer l'inéga-

F' p^-'i;'lité (7) à —' ? • • • ? —,— ; de sorte que, désignant \£c\ parr, et per-
. . ., ^ ,

^ ... ^JL.
^ h ^ II

mutant dans r'inégalité ( 7 ) les lettres /• et p, nous trouvons des inéga-
lités de la forme

SA/ (^ ) | ^QJp , ^-^X(p, F,), ..., X(p ,F / , ) j ,

|A(. r ) |<R[p, ———, X(p, Fj, .... X(p, F,)1,
L P """ ' J

Q, et R désignant des polynômes dejo+2 arguments, dont les coeffi-
cients sont des constantes positives ne dépendant que dep.

Prenons les log des deux membres dans chacune des inégalités pré-
cédentes., et servons-nous de l 'inégalité presque évidente

..„;- . 4- -4- -+-

( 13 ) l og ( a i -l- a.i 4- .. . "+- a\ ) ^ 1 og a, -1- 1 og eu 4-. . . -i- log 0}, 4- 1 og' À,

les ( i , étant positifs. On trouve

l o g i A , ( ^ ) ^ u J l . o ^ p , log-——^.. 1ogX(p FJ, . . . , logX(p, F/,)J,

So^Af^ ) |^v[ îosû, los -.-î—, lo^XCp, F,), .'.., IogX(p, ¥p) ,
• - . • L " P '— / ' • -"

\], et V désignant des fonctions linéaires dep + 2 arguments, dont les
coefficients sont des constantes positives ne dépendant que de p. On
peut d'ailleurs supprimer le terme en logp qui est nul, pétant plus
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petit que un', on a, en outre^

, - 1 , iio^ ———— z= lo^ ———— .
- p — /• l ? — /••

Prenons enfin, la valeur moyenne sur la circonférence \x\ ==r, et
revenons à (12); il vient

(14 ) m(r)^a+b log^-^ + c^ bgX(p, F , ) — p l o ^ i A ( o ) | ,
/

a, b et c étant des constantes positives qui dépendent seulement de
l'entier p .

Mais on a . . '
X(p , F/-) •==. / n ( p , F,) ~\- m ( p , — j ,

et, en vertu de la relation (2),

(15) X(p, F,)=o./n(p, F,)- Iog!F,(o) |,

de sorte que l/inégalité (i4) prend la forme

^(r^a'+Mog-—^ ^c^loS\/H(p^ F'-) -- lloë'! ¥ i { ( - ) ' ) | — ^ ï o g ' | A ( o ) ! .' "S10^^^1 F^)""l~' ^^i ' / '
;

C'est au moyen de cette inégal i té qu'il faut conclure. Or, nous
sommes gênés par la présence, au second membre, d e A ( o ) et de F/(o ).

Soit alors a un nombre posi t i f fixe infér ieur à [ A ( o ) | et à chacune
des quantités |F/(o)[ . L' inégalité précédente peut s'écrire, en fa isant
usage de l'inégalité (i3),

m ( r ) ̂  a11 + b 10^. —ï— H- c V lo^ m.. ( p, F/ ),p — / ^i
i

a" dépendant dejp et de a seulement. On a donc en définit ive

m ( r) ̂  À -^ B lo^ —I— + G log/n C p ),
" P — r

B et G ne dépendant que dep, et A dépendant dep et de a.

: 11. 11 reste maintenant à introduire, au second membre, m(r) au
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l ieu de m(p) . On y arrive grâce à une méthode classique'de E. Borel,
qui s'applique aux fonctions croissantes d'une variable réelle, en par-
culier à m(r). On vérifie aisément la proposition suivante :

Les valeurs de r, supérieures à R, pour lesquelles on a, h étant un
nombre positif^ l'inégalité

r _"^1
m L7' -T" e h \ '> m { r ') -"T~ ^ îo^a,

peuvent être enfermées dans des intervalles^ en nombre fini ou en infinité
' rn ( R )

dénombrable^ dont la somme des longueurs est au plus égale à le /i .

Si donc on a ici; R étant plus petit que un,

rn (R)

•îe'~~^<î—R,
c'est-à-dire

m(R)>/lios^LR-

i l existe certainement une valeur de r, comprise entre R et i, pour
laquelle on a

r ^^^'j
m \r 4- e /t J ̂  m ( r ) + À lo '̂ 2.

Prenons alors
m{r)

p=r+e h ,

et portons dans (16). Il vient
g 4-

m(r)•^A./-}- -.-m(r) -hC Io^-/7?.(/'),

R
A' dépendant de /z. On peut choisir h assez grand pour que y- soit plus
petit que un; ce choix de h dépend uniquement de Rentier p^
puisque B est une constante qui ne dépend que de p . On peut alors
écrire

m(/-)^A/^-C7fog-7'n(r),

d'où l'on conclut aisément
• m(r)^M,

M étant un nombre positif, qui ne dépend que de A'7 et C", donc de p
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et a seulement . Puisque R est inférieur à /', on a a forîlon
/ ; 7 ( R ) ^ M .

De l'étude précédente, il résulte f ina lement que l 'une des deux
inégalités suivantes est vériûée

w-(R)^M, " . ,

m.(R)^h.\.o^^^

quel que soit le nombre R inférieur à (in,

12. Nous en tirons deux propositions fondamentales, correspondant
respectivement au cas d'un système un ique dep fonct ions F/, et au cas
d'une famille de tels systèmes.

THÉORÈME I. —- Étant donné un système de p fonctions F/, on a

-— , m ( ' / • ) ,,,
h m ————- ^ A.

i / • •> i ) i .. . . î

A étant une constante positive /i.x'e (] ni ne dépend que de p.

En effet, A log——; finit par être supérieur à M lorsque r tend. vers i.
On a donc, d'après (17)9 si /" est assez voisin de un,

m ( r ) ^ ̂  ^°s ——?
i — /*

h étant une constante positive fixe qui ne dépend que de p ; on en
déduit immédiatement le théorème (^ ).

Rappelons que, pour établir ce théorème, on a supposé A^o et
A^)^?^. Nous verrons dans un instant qu'on peut s 'affranchir de
cette dernière hypothèse.

( ) ) Dans le cas p = •-> (fonctions holomorphes ayant deux vuleur.s exceptionnelles
zéro et UH)^ remploi de la fonction modulaire pennet de montrer [F, cj que l^on a
•p— ?n( r) / ., . , ,, . , n t. m( r }lini ——.—i— = i ; il existe en outre des fonctions pour lesquelles on a Iim ——'•—"— == ï.

log -—— ^ ' - ; , Ïoff ———0 ï — r , ° ï— r
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THÉORÈME .11. — Efr/nt donnée une famille de systèmes de p fonc-
tions F^ si à(o} et les F / ( o ) sont supérieurs en module à un nombre
positif fixe a; valable pour tous les systèmes de In famille, les fonctions F,
forment une famille complexe normale, ce qui veut dire que toutes les
fonct ions F/:de même indice & forment une famil le normale. D'ailleurs,
les fonctions- F/, prises clans leur ensemble , forment aussi une famille
normale.

En effet , m ( r ) est infér ieur au plus grand, des deux nombres M.
et h log —^, et, par suite, admet une borne supérieure qui. ne dépend
que de/'. Donc {cf\ § 8) la famil le est normale dans tout cercle dé-
centre origine et de rayon r inférieur à un-, dans ces conditions, elle
est normale dans le cercle-unité, comme on le voit en appliquant le
procédé diagonal classique.

1^. Cherchons à élargir un peu les hypothèses restrictives faites
jusqu ' ic i , mais en conservant toujours la condition A ^à o.

On peut s'alfranchir de l'hypothèse A(o)^o . Il existe en effet un
po in t .z'o ( | ;z\, <^ î\ <^ î ), tel que A(;z*o) 7^ °- On peut écrire? en vertu
de (G' ) ,

/ ( \ / , . . 4 ^ / . \ - /.4-./.+- (
in i\ -, < ( ———- m /•, A ) ~l- ———- lo°- -,-",-"——;— i

V • ^Vr-n/ v> / r-r, "? |A (^ } |

et, si /• est supérieur a un nombre fixe r^, compris entre 7*1 et un^
( I \ „, //'.> --r- / • i \~ , A ^ •+" r\ i^ 1

///.. /', -r S; ————-- PI ( r\ A ) -^r ————1 1,0^ —ï-- V - A ; = \r, - r, ; - '. —. ,., - r, — : A (: x, ) \

c'est-à-dire
^ ( r , . ) < K m(r, A; -i- Ïo^ -j-^——^ .

\ "À / i_ i "A v'^'o ) ! J

K étant un nombre positif qui ne dépend que de î\ et /^*
Cette inégalité remplacera l'inégalité (11) au cours de la démonstra-

t ion précédente, qui subsiste ainsi avec ce léger changement. Le théo-
rème I reste donc vrai.

Ce qui précède montre de plus que, dans l 'énoncé du théorème II,
on peut remplacer l'hypothèse

| A ( o ) | > a

par la suivante : pour chacun des systèmes de la famille il existe, à Ihn-
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térieur d'un cercle de rayon fixe r.^ 5 ayant pour centre V origine^ un point
où [A(^) >a, ce point pouvant bien entendu changer avec le sys-
tème considéré; a et ^ sont les mêmes pour tous les systèmes de
fonctions de la famille.

On.peut également remplacer l'hypothèse relative aux F/(o) par la
suivante :

Quelle que soit la fonction F, appartenant à l'un quelconque des
systèmes de la famille^ il existe, à l'intérieur d'un cercle de rayon
jixe r , , ayant pour centre l'origine^ un point où \ F,:(<r) [ > a.

11 suffit en effet, dans cette dernière hypothèse, de remplacer, au
cours de la démonstration précédente, l'égalité (i5 ) par une inégalité
de la forme

X ( p , F , ) ^ K L ( p , F , ) + Ï o ^ ^ L

Nous désignerons dans la suite par THÉORÈME { I bu, le théorème II
ainsi complété.

Ces perfectionnements viennent d'être obtenus au moyen de l'iné-
galité (G'), qui se déduit de (4) lorsque/(.r) est holomorphe. Nous
aurons besoin, plus loin, d'appliquer l'inégalité (4) à une fonction f(x)
ayant des pôles, et de savoir comparer les valeurs d'une expression

telle q u e Y i o g . Y\ pour deux valeurs différentes de x. C'est•"la™ ' \'JL — "pj, . H-
precisément ce que nous apprendrons à faire au Chapitre suivant.

CHAPITRE II.
AUTOUR D^UN LEMME DE A. BLOGH.

I. — Généralisation d'un théorème de Boutroux;
diverses propositions qui s'y rattachent.

14. Dans son Mémoire des Annales de l'École Normale, A. Bloch
énonce et utilise le théorème suivant ('), extension au domaine com-

(r) [A], Leinme ?), p. 3a i.
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plexe d^un théorème de P. Boutroux ( '") s 'appliquant aux polynômes
d'une variable réelle : Sou

ff(^) ==.{x--a^){x— a._} . . . (^—an)

un polynôme de degré n dont tous les zéros sont intérieurs cm cercle-
unité. A tout nombre positif r <^ i et à tout nombre positif y, si petit
soit-ily on peut faire correspondre un nombre H dépendant uniquement
de r et de y (^nullement des a ni de 7i\, tel que F inégalité

\g(x)\->e-vn

soit vérifiée pour toute valeur de x inférieure à r en module, sauf peut-
être pour celles comprises dans des contours de longueur totale au plus
égale à Y.

A. Bloch ne semble pas être parvenu à démontrer cette proposition.
Je vais en donner ici. une démonstration élémentaire, qui fournit effec-
t ivement une valeur pour H ;• nous n'aurons pas à supposer les a,- infé-
rieurs à un en module, ni x inférieur à r en module. Voici la forme
précise qu'on peut donner au théorème (2 ) :

THÉOHÈMR III, — Soient^ dans le plan ̂  des points P,i, P^ . . ., P,,, dis-
tincts ou non^ dont le nombre n et la position sont quelconques; soit de
plus h un nombre positif arbitraire. Les points M du plan pour lesquels
on a l ) inégalité

produit MPi x Mi\ x . . . x MPni i l ' 1

peuvent être enfermés à l'1 intérieur de circonférences^ en nombre au plus
égala n^ dont la somme des rayons est égale à 'ich Ce désigne la base
des logarithmes népériens).

15. Supposons en ef fe t donnée une dis t r ibut ion de points P,, en
nombre n, et soit k un nombre positif arbi t ra i re . Je vais tracer des
cercles, en nombre au plus égal à n, dont la somme des rayons sera
égale à '2/1, de façon que, M étant un point quelconque, assujetti seu"-

( 1 ) G, Vîtiiron en a donne une dérnonsiratioa : [H], p. 7^-79'
C 2 ) J'ai indique cet énoncé dans une Note aux Comptes rendus de V Académie

des Sciences^ t. 186, 1928, p. 6a,p
^nn. Éc. Norm., (3), XLV. — SEPTEMBRE 1928. ^
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lement à n'être in té r ieur à aucun de ces cercles, on ait l ' inégalité

( i ^ ) -1- y io^,— < i. — s o^ /•.
//. ^aaà • .MP/-

F

Je suppose d'abord qu'il existe un cercle G, de rayon /•, qui. con-
t i enne les 72 points P/ à son intérieur. Je trace alors le cercle F de
même centre et de rayon double. Il est clair que, si M n'est pas inté-
rieur à F, on a

M P / > / ,
et par suite

/l^jo^MIT<!oël/:î

i

a fortiori l'inégalité (18) a lieu.
Si, au contraire, il est impossible de trouver un cercle de rayon k

qui contienne les n po in t s , je regarde si l'on peut trouver un cercle de
rayon ( '7i—ï)-qiii cont ienne n — i points . D'une^ façon générale;,

soit A i le plus grand entier tel qu'il, existe un cercle C, i , de rayon A, -1?
qui contienne X, points P/:; ne considérons dorénavant, parmi les
points P/, que les po in t s non intérieurs à G ( . Soit ensuite À^Xi le
plus grand entier tel qu'il existe un cercle Ça, clé rayon X^- 1 ? qui con-
tienne A^ des points restants; cessons désormais de considérer ces
Xa points (nous dirons qu ' i l s « appar t iennent » au cercle Ça); et ainsi
de su i te . A la fin des opérations, on aura peut -ê t re à envisager un ou
plusieurs cercles de rayon-1-? contenant un seul des points restants.

On est ainsi conduit à envisager successivement p cercles C i ,
€3, . . . , Cy, de rayons non croissants, et chaque point P/; « appar-
tient » à l 'un d'eux et à un seulement . Ces cercles sont donc en
nombre au plus égal à n; d'ailleurs la somme de leurs rayons est égale
à ^Q^ + A.j -4- . . . + A//) = Z-. En out re , A étant un entier quelconque

inférieur ou égal à n, s'il existe quelque part un cercle Sy de rayon A 1?
qui contienne [J-^A points parmi, les n points P^, l 'un au moins de ces
\M points « appartient » à un cercle Cj de rayon supérieur ou égal à A-1-
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Ce fait résulte immédiatement du procédé suivi pour définir les
cercles C i ; €2? . . .^ Cp'

Cela posé, traçons les cercles ï\y Fa, . . ., Fp respectivement con-
centriques aux cercles Ci y € 2 5 . . . ? C^, et, de rayons doubles. La somme
des rayons des p cercles ainsi tracés est égale à 2À\ Soit maintenant M -
un point quelconque du plan, assujetti seulement à n'être intérieur à
aucun des cercles F|, Fa, . . . , F/,. Nous al lons chercher une l imi t e
supérieure de ^ ̂  log^-

/"
A étant un ent ier quelconque infér ieur ou égal à /^ je dis que le

cercle S^, de centre M et clé rayon A -1? contient au plus A — i points P,.

Supposons en effet qu/un des points P/ soit intérieur à S/,, et soit Cy
le cercle auquel i l ' < ( appart ient ». Désignons, pour un instant, par R le
rayon de S>., par r le rayon de G/, et par d la distance des centres des
cercles S/, et G,. Ces deux cercles se coupent, puisqu'il existe un
point intérieur à la fois à S/, et C/. On a donc

</<R.-hr.

Mais, par hypothèse, le point M, centre de S/., n'est pas intérieur à Yj,
concentrique à. Cy et de rayon double ; on a donc

l r ^ d.
On déduit de là

/• < II.

Ainsi le rayon de G/ est plus petit que A ^- D'après la remarque faite
plus haut, le cercle S,, ne peut contenir [J^A points P/, et par suite en
contient au plus A — i.

Par conséquent, i l n'y a aucun point P/ à l ' in tér ieur du cercle S,, de
centre M et de rayon 1; il y en a un au plus à l'intérieur du cercle S<,

de rayon 2-3 • • • 5 A — i au plus à l 'intérieur du cercle S\ de rayon A ̂  ' " ^
n — î au plus à l ' intérieur du cercle S^ de rayon /L

Nous majorerons donc^ log—p^en supposant qu'il y ait un point P,
/

à la distance /L du point M, un po in t a la distance 2^-? • • ^ un point à la
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distance À - ? • • • ? enfin un point à la distance Z-; cela fait bien n points
en tout. On peut ainsi écrire

1 V î I ^ I / î k 1 2Â' î } '̂ r / \^^M^^-^r^^10^^--^1^
-^< — | Io^ /^ ̂  = I — loo- /t-.

La démonstrat ion s'achève aussitôt; il suffît, en eflet, de poser

^k
e

pour retrouver l'énoncé du théorème III. La méthode utilisée a l'avan-
tage d'indiquer comment on peut s'y prendre pour tracer effective-

. ment les circonférences F; il importe de remarquer qu'il faut com-
mencer par les plus grandes; la démonstra t ion n'a pu se faire que
grâce à cette précaution.

16. Mais cette méthode est susceptible d'être généralisée. Obser-
vons que, jusqu' ici , nous avons trouvé une l imite supérieure de

^S^iîp;.5
i

valable pour tout point M situé à l'extérieur de certains cercles, ou
sur la circonférence de l 'un quelconque de ces cercles. Si la démons-
tration a pu être menée jusqu'au bout, c'est grâce à la convergence de
Vintégrate f log-1- cir.

J o /

Soit maintenant /(r) une fonction quelconque, définie, positive et
cont inue pour r positif, croissante avec ^ et inf in ie pour r==o. Je

vais ind iquer une l imite supérieure de^^/(MP,), valable encore

pour tout po in t M extérieur à certains cercles, ou situé sur la circon-
férence de l'un d'entre eux. Je ne suppose même pas que l'intégrale

( î { n d r
^ o
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soit convergente, mais j ' in t roduis une fonction ç("r\ déf in ie , posit ive
et continue pour r positif, et •telle que l ' intégrale

J / ( r } G { r ) d r
JQ

soit convergente. L'intégrale f a ( r ) ( / r e s t 1 convergente a foruoîi;J o
posons

(!)(/•) rr: 1 © ( / • ' ) cfr\
•-A»

<&(/*) est une fonction définie pour r pos i t i f , positive et croissante,
nulle pour r== o. Elle possède donc une fonction inverse, soit

r=:W(t),

nulle pour t=^0y définie pour î positif et assez petit (r); la fonc-
tion WÇï) est el le-même continue, positive et croissante.

k désignant un nombre positif arbitraire, je vais établir le théorème
suivant :

THÉORÈME III bù\ — Les points M du plan pour lesquels on a l^ inéga-
lité

r " r'/ f { t ) o { t ) d t / f ( t ) ^ { t ) d t
^ y f( MIV) >J——— == ^————n^' l ' - ^^ i p ( / , )

f o { t ) d t { •
^o

peuvent être enfer/nés à I'1 intérieur de circonférences^ en nombre p au
plus égal à n, et de rayons p i , o^y .... p^, vérifiant la relation

^(^w.

11 suffit, pour s'en convaincre, de reprendre la démonstration du
théorème III, en considérant cette fois, au lieu des cercles de rayons A-1

( 1 ) D'une manière précise, si (I>(r) augmente indéf iniment p o u r / 1 inlini, la fonc-
tion W ( t - ) est dénnie pour toutes les valeurs positives de /; si au contraire ^(r) tend
vers une l i m i t e / lorsque /• augmente indéfmnnent;, W(t) est définie pour o $ / < /.
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qui contiennent À points, les cercles de rayons ^[-^(/t-)'] qui con-
t iennent A points. Ils sont. en nombre p inférieur ou égal à n. Si l'on
trace encore les cercles concentriques aux précédents, et de rayons
doubles, leurs rayons oy vérifient la relation

P . r
f P / \ ^ A /^(^S^w-^^A^ \ 9. / ^à n

/~=i " " ]—..\

et l'on a, pour tout point M assujetti à n'être intérieur à aucun de ces
cercles,

^2^MP')^!./'[<F(/L<])(Â•)}]+.^(^(^1J(/•)
- L / ^ ' l ; • ( ^ ( ï ' ( / ' ) ) | - • ^ - . • • - | - / ' [ l l • ( < I ) ( / . ) )

<f ' / [ i r (^(Â-)) j^ .
•- u

En posant
^[^(Â-)]:=^,

on trouve enfin la limitation indiquée dans l'énoncé du théo-
rème III bis.
Il est clair que les théorèmes III et III bis restent vrais pour un système

de points placés dans un espace à un nombre quelconque de dimensions;
il. suffit de remplacer le mot « cercles » par « hypersphères ».

17, Appliquons le théorème III l)is à deux cas particuliers.

i° Cas o///(r)=log^ — C'est le cas examiné au début. Mais nous
allons obtenir une proposition plus générale que le théorème III, qui
correspond au cas où l'on prendrait ç(r) =1. Prenons cette fois

9(/ l)==r^ l1,

a étant un nombre positif quelconque. On a

^{r'y^^-r'^a
r.h

j ra-l log ̂ dr == ^- k^ { iï- - log k \.
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On a donc Finégai i té
1 V 1 î î 1 7

/iS^'MPi^-10^-
;'

sauf pour des points M qui peuvent être enfermés à l'intérieur de
cercles de rayons py, tels que

^(p/)^^.
/

Si l'on pose
'k^he^.

le théorème prend la forme suivante : l.es points M du plan pour les»
quels on a

TiMP^//"

pewent être enfermés à F intérieur de circonférences^ en nombre au plus
égal à n, dont la somme des puissances ^t'lm'' des rayons est au plus égale
à e X ( 2À")C^ quel c/ue sou le nombre positif a.

Bien entendu, les cercles à tracer dépendent de a.-

2° Cas on f(r)== -'-• — Ce cas est intéressant quand À est entier et
positif; cas- si l'on. se place dans un espace à À + 2 dimensions,
/(r'yesl une fonction harmonique. Prenons

^(r)^-^;
on a

€»(r)^^

rL^dr^k.
J. ^

On a donc l'inégalité
iV__ ^rt1
nA(MP^ " /^

/
sauf en des points inférieurs à des hypersphères de rayons o^ tels que

^(F/)^^''^')^^
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En particulier, le cas À = = I est le cas du potentiel créé par des
masses électriques d is t r ibuées dans l'espace à trois dimensions ; c'est
la surface totale des sphères exceptionnelles qui est bornée, résul ta t
pressenti par A. Bloch ('' ).

18. Voyons maintenant ce que deviennent les théorèmes III et III bu,
lorsqu'on passe d'une distribution discontinue de points P(-, en nombre
fini, à une dùtribution continue. Nous remplaçons l'expression

par l'intégrale
^w-)-

i

r^.(p)/(Mp)^p,
étendue à tout le plan (ou plus généralement à tout l'espace); l'inté-
gration se fait par rapport au point variable P, et da? .désigne l'élé-
ment d'aire dans le cas du plan, l 'élément de volume dans le cas de
l'espace. L'intégrale est une fonction du point M. La fonct ion ^(P) est
une demité cont inue, posi t ive ou nulle, telle que l'intégrale

yV(p)^p
soit convergente et égale à un. Il est clair que si la seconde intégrale
est convergente, la première Pest auss i ; car, en vertu des hypothèses
faites sur la fonction /'(^), /'(MP) reste bornée lorsque, M restant
fixe, P s 'éloigne indéf in iment .

Plaçons-nous tout de suite dans le cas général, où in terv iennent les
fonctions y , <t> et W. Au l ieu de considérer les valeurs de l'entier A
pour lesquelles il existe un cercle de rayon W\ ^<I>(T) qui cont ient
A points , considérons cette fois les valeurs de //, pour lesquelles il
existe ( t j ) un cercle de rayon //, jouissant de la propriété suivante :
l'intégrale | ;^(P) dap, é tendue à ce cercle, est égale à ' - u ) '

(1) [A], p. 356. ^
(2) II se peut (railleurs qu^i n^y a i t point de telles valeurs de u. Dans ce cas, il. n^y

aura aucun cercle à tracer.
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Plus précisément, u é t an t une variable c o n t i n u e qui va décroître
de /' à zéro, soit / / i la y! us grande valeur de u jouissant de la propriété
précédenie; il existe donc un cercle C.i, de rayon u.^ tel que l'inté-
grale f;j-(P)^G-p, é tendue a ce cercle, soit égale à -—f^' Remplaçons
désormais [^(P) par zéro en tout point du cercle C i . Soit ^ensuite u^ la
plus grande valeur de u qui jouisse de la même propriété, etc. Le pro-
cédé est général . Mais, cette fois, on peut être amené à envisager une
suite i n f i n i e de circonférences Ci , € 2 , . . . ,C/^ . . ., correspondant à des
valeurs / / - ( , u^, . . . 5 u^. . . . Traçons les circonférences F, , F^ . . .,
concentriques aux précédentes et de rayons doubles. Si. le point M
n'est i ntérieur à aucune de ces dernières, on trouve pour l'intégrale

f ^ ( P ) / ( M P ) ^ p ,

étendue à tout le plan, la même limitation que celle trouvée tout à
l'heure pour l S/ÏMP,). , • ' \ , .

Soient d'ailleurs p , , p,, ..., ?/„ . . . les rayons des cercles F,,
1\, ..., F/,, ...; on a a^==-2u^ et par'suite

y^ ( ^ i \ ^ ( k ) ,
. 1 ' '

le premier membre é t an t une somme ordinaire ou une série.
Par-exemple, étant donnée, clans F espace à trou dimensions, une dis-

tribution de charges électriques positives, de masse totale égale à un, les

points de l'espace où le potentiel est supérieur à ̂  peuvent être enfermés

dans des sphères de surface totale 64 ̂  1^ '

•1.9. Revenons au cas général . On a été amené à considérer des
cercles F^ ou plus sénéra lement des hypersphères Vj, en nombre nul ,
fini ou i n f i n i . Mais, si Fon connaît une borne supérieure A de ^(P)
valable dans tout Fespace, on peut indiquer une limite supérieure du
nombre n des cercles ou des hypersphères Tp au moins sous certaines
conditions qui seront précisées dans un instant. Cette l imi te dépend
de A, de À-, et aussi du nombre des dimensions de Fespace; c'est la
première lois qu'intervient ce dernier.

36Ann. Éc. Norm., (3), XLV. - SEPTEMBRE igaâ.
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Par exemple, si l'intégrale f f(r)dr est convergente^ et si l'ont- ii
prend 9(7') = i^ on a

i.
^l'AU^)?^,

U(A) désignant le volume de Fhypersphère de rayon k dans l'espace à
a dimensions, dans lequel nous nous plaçons par hypothèse*

En effet, s'il existe une hypersphère de rayon tky t e l f e que l'inté-
grale ^ ^(P)rfop étendue à cette hypersphère soit égale à t^ comme
cette intégrale-est., d'autre part, inférieure ou égale à

A U ( ^ ) = : A ^ Ï J ( / - ) ,
on a

/ ^A . l u ' 'U ( / . )
on

^[AIJ(^]^

d'où l'on déduit le résultat annoncé.
La limite supérieure de n se calcule d 'une manière analogue dans

le cas général, à condition que —^ augmente indéfiniment lorsque r
tend vers zérûy [j. désignant toujours le nombre de dimensions de
l'espace. Il en est bien ainsi dans le cas du potent iel harmonique*

II. — Application à l'étude de N,»,(r,/).

20. Revenons aux pôles b,^ de modules inférieurs à, r<^i^ d 'une
fonction f(sc) méromorphe dans le cercle-unité, et posons, pour x\<^ r,

^ç\. y2—- b^xs10^^^-^-^^
N,.(/', /) se réduit à N(/\ /) pour X=Q. Rappelons que les loga-
rithmes qui figurent au premier membre sont tous positifs; par suite
N;,//*, /) est une quantité positive.

L'inégalité (4) s'écrit alors, en rétablissant x à la place de G ,

(.8) . logl/^l, ;,̂ (̂.̂ )» ,̂̂

-N./.(7-,)+N,(:r,/).
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Nous poserons également
T,(r,/)==7?z(r,/)-N,(r./);

T ^ ( r ' f) se réduit, à T(r, /) pour ^ = o.
Nous avons vu (§ 9) que l'on a

/ / / ( r, f\f^} ^ m ( r. j\ "] -+- m ( /-, f^} :

comme on a évidemment
N.^^ />/2) ^ N,,(7-, /,)+ N,^/1, ̂ ),

on a aussi

( ' 9 ) T'-' ( r. ./'. fi '^ ̂  T.<,> ( / > - ./'l ) -I- T.'- ( ̂  f'1 ) •

Ces inégalités se généralisent pour un nombre quelconque de fonc-
tions.

Nous allons chercher à comparer les valeurs d'une expression telle
que N,(..(^/), pour deux valeurs différentes de A'. Pour simplifier,
supposons d'abord r = i , et, changeant un peu les notations, consi-
dérons rexprcssion

^, i -— ii^ \^
les // étant des nombres complexes, de modules inférieurs à iin^ en
nombre fini.

Cherchons une l imi te supérieure du quotient (r)

2;i"s I — t i X

œ -- /,

2- ̂
.2" et y étant deux nombres de modales inférieurs à o <^ i.

21. Partons de la double inégalité
! x \ -+- | t \

î — \ f 1 . \x \ i-h- f \.\y\

qui s'établit a isément par des considérations géométriques : en effet,

(^ Cf. [A], p. 3% i-3^.
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f ê t a n t raff ixe d\m point que lconque , fixe, i n t é r i e u r au cercle-uni té ,
la transformation bornographique

I — I X

appliquée à x, t ransforme la c i rconférence ayan t son centre à l 'ori-
gine, et [ x pour rayon;, en une au t re circonférence, dont un diamètre
est sur la droite jo ignant l 'origine au point d'affixe t. Il s u f f î t d'écrire
que la ,distance de l'origine à un po in t quelconque M de cette dern iè re
circonférence at teint son maximum et son min imum lorsque M. v i en t
respectivement aux deux extrémités de ce d iamètre , pour ob t en i r
l'inégalité précédente.

Partageons les points ^ en deux catégories, s u i v a n t que [ t. est
supérieur ou inférieur à ï! 7 p •

i° Cas où \ t ^> ——p . — On a

W
x — t

< l o ûI — tX I. ~ / . 1 X
7T^-^ --^-l^Tyi

et
y ] 4- /

0 i 4 - } f\. r

d'où

lûû
i - iy
r — t > ( i . - \ t \

1 1 \ -— \ x

\o^ i — (ï -- !, / !

< — — ( i - - | / | ) -

ï.— |^| ^ ï,_

i~lj
i -h | ^ .|J

14-m. i r ( ï - - [ / [ ) .

On en d é d u i t

(20) <^~- / | ( ï — p ) - i<x
}• - f

2° Cas où l< ——^- — On a

y-ziL ^j2j"tKL
1 - 1 y " ̂ \t .|jj ?
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et le .maximum du second membre a lieu pour I j j = p, 1 1
On trouve alors immédiatement

(i-p)3

i — fr
d'où

i-O- ^ (i—pY
-^ -——-^-——— -

Î - + - P .
2

Soit n .lo nombre des points ti de modules inférieurs ou égaux
à —;—'• On a, d'après ce qui précède^

y^ ^—t!}-^ ^ r-/.
, ( i — p ) 2

la somme qui figure au premier membre étant étendue à ces points ^-.
Mais on a évidemment

(23 ) 2^
I — l;X

y — ti ^10^ x — f,

les sommes é tan t toujours étendues aux mêmes points ti.
Si /" est un nombre positif arbitraire, on peut, en vertu du théo-

rème III , tracer des cercles dont la somme des rayons soit égale à ^ek,
et tels que l'on ait rinégalité ( ' )

^lo^^-^<^.logp

sauf peut-être lorsque le point x est intérieur aux cercles précédents-
Des inégalités (21), (22) et (28), on dédui t

^ ï, — iiX W.21y îoû' ————^d' X — ti ( l — p ) 2 '"À

^ - ̂ y
y - fi

Dans cette inégali té les sommes sont étendues aux points iç/de modules
in fé r i eu r s ou égaux à ——p" Pour t o u t point t de module supérieur

à l ^~9 ? on a l ' inégalité (20). On a donc, en étendant cette fois les

( r; On suppose évidemment 4 ek< ï', donc log , e.,t positif, et même plus grand

cfiie a.
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sommes à tous les points î,,

<"' 2•»^<M:2'»^
i i

M désignant le plus grand ( ' ) des deux nombres
8 . /' i T

(,"~p-)i (lt - ^—^io^.

En définitive, rinégalitê (24) est vraie pour tout couple de points ,r
^j^ intérieurs cm cercle de rayon p ayant pour centre F origine^ excep-
tion faite peut-être pour des points x qu'on peut enfermer à l'intérieur
de circonférences dont la somme des rayons est égale à 4^/'.

Il suffît de remplacer, dans l'inégalité (24), ;z- par'-^ jpar-^et //

par ^5 pour trouver l 'inégalité

C^;) 1 N , ( r , / )<M'N, ( / - , / ) ,

M désignant cette fois le plus grand des nombres
8/' , i / - 2 . iet -——— ]o<

( / - — p ) 2 ' ( / - - - p ) 2 ^ Â - '

cette inég-alité est valable pour tout couple de points x et y, intérieurs
au cercle de rayon p <r ayant pour centre l 'origine, exception faite
peut-être pour des poin ts x qu'on peut enfermer à l ' in tér ieur de cir-
conférences dont la somme des rayons est égale à L\er1^ et a fortiori
inférieure à 4<^"-

L'inégali té (2;5) entra îne la suivante

(^ 5 / ) T..(^/)<MT,^yj.

'2-2. Ce point étant acquis, nous pouvons établir quelques théo-
rèmes qui, si compliqués qu'ils puissent paraître, rendront ensui te de
grands services*

( i) Pratiquement, on peut prendre M ̂  ^—— lôgj:, puisque log I est plus grand
LU' •^
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THÉORÈMK IV. — Sou /'(^') une fonctio?î. holoînorphc dans le cercle-
• unité\ et soient /•„, c, y et a ̂  nombres positifs fixés une fois pour
toutes (? <C ^o <^ ï)' Supposons que F inégalité

I./(../•)! >a

,yo^" vènjlée en un point x intérieur au cercle G^ de rayon ? ayant pour
centre l'origine; r ayant une valeur positive quelconqî^e comprise entre r^
et u/iy on a 5 pour tout point y intérieur au cercle Cp, l'inégalité

T, ( r, },. )< K + Kw( ' r , / ) ,

sauf peut-être pour des points qu'on peut enfermer à F intérieur de cir-
conférences ( i) dont la somme des rayons est égale à y. La lettre K
désigne une constante positive (<J ), qui dépend seulement de î\^ p, y et a.

En effet,1 l 'inégalité (1:8) permet d'écrire, puisque N,,,(/", /) === o,
/ i \ f'-\- \.v\ ( \ \ /• ' /•-i-. ] x \2 , r-~\-\^ . , / . / . i//, /. + — — — l ^ , , / . ^ — — — m . [ r . j - ) ~ -————h^\f[x)\5 f ) r-~\x\ —\-f)-\r~\x\] ^•—^ r -M

D'ailleurs,
^lo^j/(..) ,log^

et, puisque
/•> /•(,. \x\ < p,

on cl // fortiori

d'où

/ i \ y / l \ ^ { ro ~1- F \" •• /•• ^'o — P i ̂  î
/». /-, ,. -i- ÎS;». /', 7. < ———L m ( /•, / ^ ~i- ———L io^ -,-y.-—-7- î

\ J ) \ f } - \ /', — p f l • I / /•g — p j./ ( A1 ) |

rp / I ^ / / / / ' o ~ P \ ^ / /• ro4-^,"" ij i / • s ———L /^( / • , / ) ~ --——- lo^--
\ . / / "Vo—p/ ' ' " ' ^ o — p - ^

11 suffit de joindre à celte inégalité l ' inégalité (^o') dans laquelle
on aurait permuté les lettres^* et y, et reiïiplacé/pai-.:' pour é tabl i r
le théorème IV.

{ i ) Ces circonférences dépendent de la valeur de /• considérée.
(2) Nous aurions pu écrire A — B m(r^ /*), niais l'introduction de î a lettre unique K

e&l a vi s sî simple*
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THÉORÈME IV bis. — Soit fÇx) une fonction méromorphe clans le cercle-
unité. Si les points x^ intérieurs au cercle de rayon p ayant pour centre
l'origine y pour lesquels on a

(26) \f{x)\->^

ne peuvent pas être enfermés à l^ intérieur de circonférences dont la
somme des rayons soit égale à y, 072 a, pour tout point y intérieur au
cercle de rayon p ayant pour centre l'origine^ et sans exception cette
fois,

m (7^ I•)< K + KT, ( r, f ) ( r > r, ).

Les nota t ions du théorème précédent sont conservées.
En effet, l ' inégalité (18), traitée comme tout à l'heure, permet

d'écrire
f î \ . f rQ•Jr 9 \2 r-r. / /.. /'.) 4- p ,4- îm\ /', -7 S. ———L T,. ( /•, f) -î- -̂ ——[- io^ —j-—— ?\ ./7-v'o-py ' ' l / / /•o-p b |./(^)|

et, d'après l'hypothèse de l 'énoncé, on peut choisir x de façon que les
inégalités (20') et (26) soient valables toutes deux, ce qui démontre le
théorème.

TiïÉOKÈME 1.V ter. — Les conditions du théorème IV bu étant /nainle-
îlueSy on a

Tr(/-, -) < K + KT,.(r, /) (r > /•j,

sauf peut-être pour des points qu'on peut enfermer à U intérieur de cir-
conférence^' dont la somme des rayons est égale à y.

En efiet, l 'inégalité (18) permet d'écrire

T,^ ^(^^T^^ ^ + ̂ ±P ̂  __\ . / / "v 'o—py ^ o — p b i y (^ } i
et l 'on peut choisir x de façon que l ' inégalité (^(\) soit vérifiée en même
temps que la suivante

ï .(r,/)<MT,.(/-,/),

quel que soit y de module inférieur à c.
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iMais l'on a, pour tout point, (Taffixej inférieure à c, sauf peut-être
pour des points qu'on peut enfermer -à Piniérieur de circonférences
dont la somme des rayons est égale à y, l'inégalité

T,(,,,)<MT....(,.,J.),

ce qui. démontre le théorème.

23. Avant de terminer ce genre de considérations, indiquons, en
passant;, comment l'inégalité (23) permet de compléter un théorème
de S, Mandelbrojt [DJ. On peut donner au théorème primitif la forme
suivante :

Soit f(x) une fonction holornorphe^ sans zéros, et de module inférieur
à un dans le cercle-unité; x et^y étant deux points quelconques du cercle
de rayon p <^ i ayant pour centre l'origine^ le quotient

log|/(^)|
îog-1/Lr)

admet des bornes supérieure et inférieure ne dépendant que de p.

Il est d'ailleurs facile de trouver leurs valeurs exactes; ce sont

fLtfV ei Yir^V,^ - p ) [ ^p )
comme le montre l'inégalité (8) où l'on fait m ( i , /) ==o; ces bornes

1 -4- .r

sont atteintes avec la fonction ^1'"•''.
Voici maintenant le théorème complété :

THÉORÈME V. — Soit f(sc) une fonction holomorphe^ de module infé-
rieur à un dans le cercle-unité^ pouvant avoir des zéros; à tout nombre
positif p inférieur à un^ et à tout nombre positif y arbitraire^ on peut
faire correspondre un nombre positif A, indépendant de la fonction f^
et tel que l'on ait

log|/(^) <A.
log'l/(j)| -

pour tout couple de points x et y 5 intérieurs au cercle de rayon p, ayant
Ann. Ec. Nonn., (3) , XLV. — OCTOUHE 1928. 37
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pour centre l'origine, exception faite peut-être pour des points x, qu^on
peut enfermer à F intérieur de circonférences dont la somme des rayons
est égale à y.

Soit en effet / ' u n nombre positif compris entre p et i ; appliquons
l'inégalité (18), en tenant compte des égalités

ni ( /', f) ==0, 3N,,,. ( /•, f ') = o ;

il vient, en remplaçan t x parj,

^1/(J) ^TTI7^^^""'^^)-
. /•-|J

et auss i , en remplaçanty'par-r.
./'

/• -•{-• ) X
]OST7^^^T^W\/\/•)+N'•V\7J•

Mais, puisque [a?| et \y\ sont in fé r ieurs à p, les deux inégali tés
précédentes entraînent a fortiori les deux suivantes :

<_ ''-P

s ;_^,,(,,^.,v,.(,,^.
C 2 ? )

losl/(j)l^-/-^/"^^. M.j)>
i I . r + p /' s \ .^r / i ''
'^T/^ïï^ ^W( / '7^-N- ( / '7/

De laj)reît t ière on tire en part iculier

'"•('•'î)^-^1^!^,^)!;V'/^ /•-F
portons dans la seconde; il vient

^/w^-C^J^ /(.,-)|-i- ^,,.f^ y',

it, en divisant par —l°g/|(,y)| qui est posit if ,

"iL l̂ <- / -'J4^ Y + ..^"i7''//i»g' l . / ' ( .»•)! "v-p/ -iog|/b-)
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Or, d'après (27), on a

^^1/(J-)1^.,-(/^ ') ,

et par conséquent

io^ /'(^) 1 ^ r -4-^pY \ /'
lo^/(j-)| -V.r-p.^ 1 ^, ,( , ,^-

7 /

Mais, sauf peut-être pour des points x qu'on peut enfermer à l 'inté-
rieur de. circonférences don! la somme des rayons est égale à y, on a,
d'après (2,5\

^7) ,„M,H.;)
M étant le plus grand des deux nombres

8^ I / -2 i , .
a 1 ____.______ | o < »' -_- •

( / • - p ) 2 • ( / • - p ) 2 0 y

11 suffit de prendre r supérieur à un nombre / ' i plus grand que p,
pour obtenir l 'inégalité

lo^|/«)| . ,
lo^l/(j)| "':"

pour tout couple de points x etj, intérieurs au cercle de rayon p ayant
pour centre l'origine, exception faite peut-être pour des points x.
qu'on peut enfermer à l 'intérieur de circonférences dont la somme
des rayons est égale à y; te nombre A est égal à la plus grande des
quantités

//J„t£Y+---8^^ t3t f^^Y+r--1^—10^-\ r, — p ) ( /"i — p )2 V /'i — p ) ( /•i — p )2 y

et, comme on peut choisir ï\ aussi voisin de un qu'on veut, on peut
prendre A aussi voisin qu'on veut de la plus grande des quantités

-±^Y^_-8—— et (J-t^'f4-.--^lo^.^^(T^ ct (r^.^cT^-^y: i—pr- i V i . -p , / (,,i~pr " y
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Il importe de remarquer que, pour une fonction /(^) donnée, les
circonférences exceptionnelles à tracer dépendent du choix de / • , .

CliAPITRE 111.
UN CRITERE DE FAMILLE COMPLEXE NORMALE.

24. Considérons, dans le cercle-unité, une famille infinie de sys-
tèmes de p fonctions Xi(^), X^C.^), . . .;, X/,(.r), liolomorphes, sans
zéros, vérifiant l 'identité

X.i + X^ -4- . . . + Xp 2ES 0.

On pourrait affecter chaque fonction d'un symbole ind iquant le sys-
tème de la famille auquel elle appartient, mais nous ne le ferons pas,
pour simplifier l'écriture.

Nous ne porterons notre attention (]ue sur les rapports' mutuels —

(X, a = = i , 2, . . ., p) des fonctions d'un même système. On pourra i t ,
par exemple, supposer X^=E=I, mais cela romprait la symétrie des
notations.

Nous allons, dans ce Chapitre, établir un critère de famille complexe
normale relatif à une telle famil le . En réalité, ce ne sera pas t o u t à fait
un critère de famille complexe normale , au sens adopté jusqu'ici par
P. Monte l ; nous verrons, en effet, qu 'on ne peut pas affirmer que
toutes les familles — soient normales. Nous nous trouvons donc en

Ap.

présence d'une « famille complexe normale » d'un type nouveau.

25. Montrons d'abord comment certaines considérations géomé-
tr iques peuvent conduire à des systèmes dep fonctions holomorphes,
sanszéros^ dont la somme est i d e n t i q u e m e n t nu l l e . Nous justifierons
en même temps l'expression systèmes de fonctions à variétés linéaires
lacunaires, introduite par A, Bloch.

Plaçons-nous dans Y espace projeclif complexe à p — 2 dimensions ;
un point de cet espace possède p — i coordonnées complexes homo-
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gènes. Soient
X. ==: o, X.»=: o, . . ., X»-= o

les équations de p variétés linéaires V, i , V^, . . ., Vp, à p — 3 dimen-
sions. Les premiers membres de ces équations sont des formes linéaires
des p —- i coordonnées, e t j » — i quelconques de ces formes sont sup-
posées l i n a i r e m e n t indépendantes. Chacune d'elles n'est définie a priori
qu'à un facteur constant près; nous pouvons disposer de ces facteurs
constants, de façon que X.i , X^ . . ., X.^ vérifient l ' identité'

• Xi-+-X;,-!.-.. .-h X^EEEO.

Supposons alors que les p •— i coordonnées homogènes d'un point. M
de l'espace soient des fonctions holomorphes de la variable complexe x^
définies dans le cercle-unité par exemple; si, quel que soit .r, le
point M(x') ne vient sur aucune des p variétés V ^ , V,,, . . . , Y/,, que
nous nommerons alors lacunaires, et si l'on remplace, dans X, , X^ . . .,
Xp, les coordonnées du point M en fonction de œ^ on obtient p fonc-
tions Xi(^) , Xa(^), . . . , X,/,«), holomorphes, sans xéros, dont la
somme est ident iquement nul le .

Pour employer le langage de P. Montel (1), lesjj — i coordonnées
du po in t M admet tent p combinaisons linéaires exceptionnelles X i ,
X ^ ? . . ., X^. .

Le cas? ==3 est celui d'une droite complexe (plan de la variable
complexe) à trois points lacunaires, par exemple o, i et co (critère
de F. Montel).

Le cas p = 4 est celui du plan projectif complexe à quatre droites
lacunaires, non concourantes trois à trois..

I. ~ Cas de trois fonctions.

26. Avant de traiter le cas général, il sera bon de nous familiariser
avec la méthode de démonstration, en l 'appliquant d'abord au
cas p= 3. Nous 'allons montrer que, étant donnée, dans le cercle-
unité, une famille de systèmes de trois fonctions X,, Xa, X^, liolo-

( l ) Vûir par exemple f E ] ; Chap i t r e X.
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morphes, sans zéros, dont la somme est iden t iquement nulle , il est
possible d'en extraire une suite infinie de systèmes, pour laquel le les
rapports mutuels -—? — et — convergent respectivement, soit vers
des fonctions holomorphes sans zéros, soit vers la constante zéro, soit
vers la constante i n f i n i e (r). Il s'agit de convergence uniforme dans
tout domaine fermé intérieur au domaine considéré, ici le cercle-unité,
et 7ious cowenonSy une fou pour toutes^ de ne /ornais envisager d'autre
type de convergence que celui-là, sauf ind ica t ion contraire.

Introduisons également une convention de langage : nous dirons
qu'une suite de fonctions holomorphes, sans zéros, c< converge au
sens strict », ou plus s implement « converge », lorsqu'elle converge
vers une l imite qui n'est ni la constante zéro ni la constante i n f i n i e ;
dans ce cas, la l imite est une fonction holomorphe sans zéros, en
vertu d 'un théorème classique. Nous mettons donc à part le cas où la
limite est égale à Fune des valeurs except ionnel les des fonc t ions de la
suite, ici zéro et Tinfîni. L'inverse d ^ u n e fonct ion qui « converge » •
« converge » aussi; le produi t ou le quo t i en t de deux fonctions qui
« convergent» « converge » vers le produit ou le quotient des l imi tes .

Dans le cas général où la suite converge vers une fonct ion holo-
morphe ou vers la constante inf in ie , nous d i rons que la su i t e « converge
au sens large ».

27. Étant donnée^ dans le cercle-unité^ une famille infinie de sys-
tèmes de trois fonctions^ holomorphes^ sans zérosy vérifiant I'1 identité

X.i-{- X2-+- X;;s= o,

nous allons faire voir qu''on peut enextraire une suite in finie de systèmes y
jouissant d'une des propriétés suivantes :

X X X"
a. Les rapports mutuels — ? — et — « convergent » ;

J\ g ,-/V >^ .<\ .j

( 1 ) II est à peine besoin de faire rcrnarcj'uer qucî ce fuit est une conséquence directe
" X

du critère de P. Monfcel; car la fonction — —y par exemple, esl lutiomorphe, et ne
^ 1 1 ! , ! ! ! ! ^ ' ! ! ! ! ! ' ! 1 1 • !

prend ni la valeur zéro ni la valeur un.
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b. À, a, v désignant les trou indices i, 2, 3 rangés clans un certain
, X, ! X\, X,/ ! , •

ordrCy — converge ïiers — î , et-.— et ,— concernent z^m' ^-ero.
-^a ' .A/. ..\u. < - 1 1

Dans le cas 6, nous dirons, en ant ic ipant sur le cas général, que X).
et Xp. sont de première catégorie, et X.̂  de seconde catégorie. Dans le
cas<^, nous dirons que toutes les fonctions sont de première catégorie.
Il y a, en somme, quatre circonstances possibles, suivant que les trois
fonctions sont de première catégorie, ou que l'une d^elles est de
seconde catégorie.

Dans le théorème" précédeni, nous avons énoncé des propriétés de
convergence qui ont lieu dans le cercle-unité; mais il suffit, pour
l'établir, de montrer qu'on peut extraire, de la famil le donnée, une
suite de systèmes jouissant de ces mêmes propriétés de convergence
clans un cercle de rayon quelconque r^ <^ i ayant pour centre F origine.
En effet, une fois ce point acquis, donnons-nous une suite infinie de
cercles (lr) C\y C_>, . . ., C/,, . . ., dont les rayons tendent vers un. Nous
pouvons extraire de la famille une suite de systèmes pour laquelle un
des quatre cas de convergence se trouve réalisé dans le cercle G ) ; de
cette suite nous pouvons extraire une suite nouvelle, pour laquelle un
des quatre cas se trouve réalisé dans le cercle C y ; et a ins i de suite.
Le nombre des cas possibles étant fini. (quatre), l'un d'eux se trouvera
réalisé pour une inf in i té de cercles, et le procédé diagonal fournira
une suite de systèmes pour laquelle les propriétés de convergence,
relatives à ce cas, auront lieu dans le cercle-unité tout entier (2).

28. Soit donc C^ un cercle de rayon fixe r,<i. Commençons par
envisager diverses hypothèses :

i° Supposons d'abord qu'on puisse extraire de la famille une suite
de systèmes pour laquelle — converge vers zéro dans le "cercle Co.
Alors, en vertu de l'identité

( 1 ) Tous les cercles donL nous $)arlerons désormais ont pour centre l'ong-iiie.
( ' 2 ) Nous aurions pu simplifiÊr un peu ce raisonnement; mais il présentera J'avan-

tage de s^appliquer sans modification an cas où p est quelconque.
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—"' converge vers — i , - e t —==—•— converge vers zéro dans le
A), r-' A[J. X\ A^

cercle Co. Le théorème est donc établi dans ce cas.
2° Supposons en second lieu qu'on puisse extraire une suite pour

laquelle —^ converge vers •— i dans le cercle Gn ; alors — et — con-
A-/, CJ A^ A^

verg'ent vers zéro, eî, le théorème est établi, dans ce cas également.
3° Supposons enfin qu'on puisse extraire une suite pour laquelle -^

« converge » vers une l imi t e différente de — i dans le cercle C,, ;
^

alors — = = — ( ( 4- -±) << converge », et —^ = — « converge » aussi .À x A -/ '' 'f
^

29. Nous pouvons désormais, pour établir le théorème, exclure
l'hypothèse 1°. Il existe alors un nombre positif a, jouissant de la
propriété suivante : tout quotient — ? quels que soient À et p- pris
parmi les nombres i, 2, 3, est supérieur en module à a en un p o i n t
au moins du cercle Coy et infér ieur en module a ï- en un poin t du même
cercle; le nombre a est valable pour tous les systèmes de la famille.
Deux hypothèses, qui s 'excluent mutue l l ement , sont alors possibles :

1. Supposons qu^on puisse extraire de la famille une suite infinie de

systèmes, pour laquelle la dérivée logarithmique de — reste inférieure ou

égale à un ( j ) en module en tout point du cercle C^.

Je dis que, dans ces conditions, — admet des bornes supérieure

et inférieure fixes dans le cercle Co. En effet, — étant holom.orphe
et sans zéros, nous pouvons poser pour un instant

/(*r) étant une fonction holomorphe. La dérivée //(^) a, par hypo-

( 1 ) Au lieu de un, nous pourrions prendre irimpor(:e quel nombre positif fixe.

x!
^2
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thèse, son module infér ieur ou égal à un en tout point du cercle Co.
Soient alors x.^ et ̂  deux points quelconques in té r i eu r s à ce cercle;
on peut les jo indre par un segment de droite de longueur inférieure
à 2/ 'o, et l 'on a donc, en intégrant,

1/(.^J—/(^)', < t l r^
^A^-/1^1^^'".

Or, u étant un nombre complexe, on a l'inégalité

d'où l'on déduit ici
! eft•''l}~fl•>:^ | < e^.

\eW\

^ ,„
Appliquons cette dernière inégalité en prenant, pour^'tin point .r/^

, /. . . . . , /^\ IX,, i ^'//quelconque du cercle Co, et pour x^ le point de ce cer(^ôù, .^-r <j^/^
Is^;

H^II vient
\ X , ( x ) ,1..,Â,̂ ^^
X^(a')

On démontrerai t de même l'inégalité
|X^

Ainsi , ^1 admet des bornes supérieure et inférieure fixes dans le

cerc leCo-
La fami l le des fonct ions^ est donc normale, et l'on peut, de h

suite de systèmes considérée, extraire une suite i n f i n i e pour laquelle ̂

« converge » dans le cercle Cy* On se ramené à l'une des hypothèses 2°
et 3°, et le théorème est établi.

II . L'hypothèse précédente étant exclue, on peut appliquer le théo-
rème 11 &^(§ 13) à l ' identité • , _ ,

X, X.

Ânïi. Éc. Norm., (3) , XLV. — OCTOBRE 1928. 38



2q8 HENRI CARTAN.

En effet, chacune des fonctions — et — est supérieure en module à a
en un. p o i n t du cercle G,,; q u a n t au déterminant A du Chapitre I, c'est

x'
ici là dérivée logarithmique — == — or elle est supérieure en module

X,
à un^ donc à un nombre fixe, en un point au moins du cercle G,,.

Par conséquent, on peut extraire de la fami l le une su i te inf in ie de
systèmes, pour l aque l l e— et — « convergent » dans le cercle Co, et
le théorème est complètement démontré.

Remarque. — Ce théorème, relatif à des fonctions de x définies
dans le cercle-unile, reste vrai si le domaine de variation de ;z' est quel'
conque^ en verlu du théorème classique : Si une famille de fonctions
holo/norphes e^t normale en chaque point ( ' ) d'un domaine^ elle est nor-
male dans tout le domaine.

Nous n'avons pas eu besoin, jusqu'ici, , des théorèmes IV, I.V bis et
IV ter. Ils vont intervenir dans le cas p === 4 et dans le cas général.

II. — Cas de quatre fonctions.

30. In t roduisons d'abord, avec A. Bloch ([A|, p. 3i8), quelques
conventions de langage et d'écriture. .Désignons le wrom'Iden de
n fonctions X.^Xa, . . .,X/., de la variable .z*, c'est-à-dire le détermi-
nan t

X, X, ... X,

d'X^ dX.^ dX,,

d^X. d^X^ c l " ^ X n
"dx^ "'̂ ^r > • ' "̂ •̂ ::Y-

par la notation | X^ X . a . . . X/, |.

( ! ) On, dit qu'une famille de fonclions est, normale en un. point P, s^il existe lin
cercle de centre P dans lequel elle est normale.
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Observons que
i^ _ L^
ïX u^

ij.a1

au.
aest la dérivée logarithmique de-—" Appliquons cette remarque àu i

u^x^x—.x,!,
a=ix,x,x, . . .x, i .

et servons-nous de l ' identité (1)
\V, UJ == |X, X, ... X,| . JX , X, X, X, . . . X/,|.

( [ ) Pour Rétablir, regardons pour un instant |UiUâ et j X^ X^X;}.. .X/ï | comme
dcb polynômes à /i2 variables indépendantes Xi, X^, ..., X^, X^ ..., X,;, ...,
X^1""0, ..., X,;'"15. Nous al ions montrer que tout système de n2 nombres qui satisfait
à Inéquation

XiXs. . .X^, i

UilJs
satisfait aussi à inéquation

o;

comme les premiers membres de ces deux équations sont linéaires en X/'"'^, il en
résultera que le polynôme | Ui Us | est divisible par le polynôme XiXa.. .X/ , ; ; en
égalant les coefficients de X^~"'\ on. trouvera ridenUté cherchée.

Or, soit nn systèmci de n2 nombres a-1, satisfaisant à la relatioli

a?
a}

a'f-.1

a.§
a.'»

n 'ï~ 1<2^

... a»,

... <

•. • a;\-

nous allons faire voir que si, dans le polynôme | UilJa S . on remplace les lettres X '7 1

respectivement par les nombres a.7, on trouve zéro. En enet, les n fonctions de x

{i = ï, ->. .... n}X / = a° •4- a ^ x -h - a1 X'1 -\-... -r-
/ ' '2. 1

sont liées par une relation linéaire homogène

ai X i 4- v.î Xa -i- . . . •4-" cc/i Xn s= 0,

à coefficients constants non tous nuls. Si ai et 03 sont nuls, les fonctions X;i, X ^ ...,
X/^ sont liées par une relation l inéai re homogène; les wronskiens ÎJi et Ua sont donc
identiquement nuls, et l'on a | U-ilJa | = o. Si cti et 0.2 ne sont pas nuls tous deux,
les n—l fonctions aiXi-r- ̂  Xs, Xa, .. ., X,i sont liées par une relation linéaire homo-
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Nous voyons que la fraction
i X,X^_. ̂ hi^XaX.X, . . . X^
Tx7x,x;77:X s . |X2X;Y7::T\, f '

que nous appellerons fraction dérivée à n termes formée avec les
n fonctions X ^ y X.j, . . ., X,,y est la dérivée logarithmique de

!X,X,X,.. .X,i
! X , , X , X , . . . X , / | "

Avec n fonctions on peut former n ( n — s ) fractions dérivées à
n termes, deux à deux opposées.

Nous désignerons sous le nom d e fraction dérivée à deux termes^
une expression telle que i——1-1"

1,1 est clair que les fractions dérivées, ainsi que les expressions de
X X-' X fla forme y . 1 ^ ' y"11'. ne changent pas si l'on mul t ip l ie toutes lesxi! Ag. . . JV^ o r t-

fonctions par une même fonction de x.

31. Cela posé, énonçons le critère de famil le complexe normale q u e
nous démontrerons ensuite :

THÉORÈME VI. -- Étant donnée^ dans le cercle-unité^ une famille
infinie de systèmes de quatre/onctions holomorphes^ sans zéros, mrifianî
Videntité

X,+X,+X, -4 -X , EESO.

on peut en extraire une suite injmie de système,^ pour laquelle se trowe
réalisée Vune des circonstances suivantes :

a. Les indices î y 2, 3, 4 se partagent en deux catégories^ jouissant des
propriétés suiçantes : 1 ° le quotient de deux f onctions' quelconques de

gène, et Von a donc

cToù encore
a î U i ^ - a î U s s s o ,

| U i l L ! s = o ,

II suffit de faire ^=,0 dans ceUe dernière ident i té pour établir la proposition
annoncée.
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première catégorie « converge » ; 2° le quotient d\ine fonction quel-
conque de seconde catégorie par une fonction, quelconque, de première
catégorie converge vers zéro ( ' ) ;3 0 comme conséquence de la pro-
prié lé 2°,, le quotient de la somme des fonctions de première catégorie par
rune quelconque d'entre elles converge vers zéro. Ajoutons quW existe
au moins deux indices de première catégorie^ et. qu'il peut n exister
aucun indice de seconde catégorie.

h. Les indices se partagent en deux groupes de deux indices chacun,

soient i y j et k, /. Les quotients — et — convergent vers — ï .

Pour plus de clarté, examinons les différents cas prévus dans a. Si
tous les indices sont de première catégorie, tous les quotients ̂  « con-
vergent », À et a prenant toutes les valeurs î , 2, 3, 4- S'il existe un
seul, indice de seconde catégorie, 4 par exemple, s^ y et ̂  « con-

vergent », -^S ̂  — convergent vers zéro, et -^---t-^—-^ converge
vers zéro. Enf in , s'il existe deux indices de seconde catégorie, 3 et 4
par exemple, ^.converge vers — i , et .̂  et ^ convergent vers zéro.

On mont rera i t , comme au paragraphe 27, qu'il suffit d'établir ces
propriétés de convergence pour l ' intérieur d'un cercle C^d^1 </'o< i}.
Soit alors C, un cercle x \ < r, (r^ < i\ < i).

32. Commençons par envisager deux hypothèses particulières.

i° Supposons qu'on, puisse extraire de la famille une suite de systèmes

pour laquelle x/ converge vers zéro dans le cercle C,, en désignant par î,

/, k, l les quatre indices i, 2, 3, 4 rangés dans un certain ordre.
Considérons l ' identité

/ X/\ X/ \.k
- 1 ^ 4 ^ 4-^0:

l'a fonction f i + ^ ) ne s'annule pas dans le cercle Co, au moins à
\ Â^ /

( 1 ) Ce soin tcri propricLcs i<ï <-L •2° qui servent précisément de définition aux catégories.
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partir d'an certain rang. On est ainsi ramené au cas de trois fonctions
holomorphes, sans-zéros, à savoir

Y,==.+^A /:'•^'
Y~^.
^"-•X,

On peat donc extraire, de la suite considérée, une nouvelle suite
de systèmes, pour laquelle se trouve réalisée, dans le cercle Co, l 'une
des circonstances prévues au paragraphe 27. Examinons-les.

y., Y.. YSi Yi , Ya, Y;t sont de première catégorie, y 3 — et ~ « convergent »

dans le cercle C o ; d o n c — ? — > — « convergent» , et — ? 'y75 v^ Gonver"A;; A./ A-y \i .\./~ Ar-
gent vers zéro dans ce cercle ; en outre ————-Â converge vers zéro.
C'est bien là un des cas de convergence prévus au théorème VI.

Si Y| est de seconde catégorie, — et ~ convergent vers zéro, et
/ /'

a fortiori — et —; en ou t re , ,— converge vers — i. (7est là un des cas
A y .A,,. , A-/- ^

prévus au théorème VI.
Si enfin Y,) ou Y:; est de seconde catégorie, Y;{ par exemple, alors

— et — convergent vers zéro, .-/ converge ver^ — i : c'est encore un
A/ A,/ A,/

des cas prévus au théorème VI.
En définitive, le théorème VI se trouve établi pour le cercle C^ dans

l'hypothèse 1°.

2° Supposons qu^on puisse extraire une suite de systèmes pour laquelle
-Y"
— « cowerge » vers une limite différente de — î dans le cercle C\.

Conservons les notat ions précédentes- La fonction l i m i t e de Y] , qui
n'est pas identiquement nul le par hypothèse, a un nombre fini de
zéros dans le cercle Co. Isolons-les à Paide de petites circonférences F/,
et soit D le domaine intérieur au cercle Co et extérieur a ces cir-
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conférences. A partir d'un certain rang ( ' ) , la fonction Y) ne s'annule
pas dans D. Nous pouvons donc appliquer aux trois fonctions Y s , Y y ?
YS, définies dans le domaine D, le critère de convergence établi plus
haut. Un ra i sonnement , semblable à celui qui v ient d'être fait dans
l'hypothèse i0, montre que l'on peut réaliser, pour les fonctions X i , Xa,
X;i, X.;., un des cas de convergence prévus au théorème YI; la conver-
gence a lieu dans le domaine D, mais, comme on a affaire à des fonc-
tions holomorphes qui convergent vers des fonctions hoîomorphes,
elle a lieu également à l ' intérieur des circonférences T/* II y a donc
convergence dans tout le cercle Co, et le théorème VI. est établi
pour le cercle Co? dans l'hypothèse 2°.

33. iNous pouvons désormais, pour établir le théorème dans sa
généralité, exclure l'hypothèse i°. Il existe alors u n nombre positif
fixe a, |ouissa.nt de la propriété suivante : tout quot ien t — est supé-
rieur en module à a en un, point du cercle C i , et inférieur en module
à l- en un point du même cercle. Plusieurs hypothèses, qui s'excluent
mutue l lement , sont alors posssibles :

HYPOTHÈSE I. — Supposons qiion puisse extraire de la famille une
suite infinie de systèmes^ pour laquelle deux fractions dérivées à deux
termes restent inférieures ou égales à un en module en tout point du
cercle C,.

Soit par exemple —1—- l'une de ces deux fractions dérivées; on1 •*• A-i A.,-,

peut extraire de la famille une suite pour laquelle — <ï converge » dans

le cercle (^ (c/. § 29, I). Si la l imite de ̂  est différente de — i, on se
trouve ramené à l'hypothèse 2° du paragraphe précédent, et le théo-
rème Y.1 est établi pour le cercle Co.

Dans le cas où — convergerait vers — i, envisageons l'autre frac-
^""2

( ' } Nous Invoquons ici le théorème suivaiil : Si une suite clé fonctions holo-
mof'phes fn( . x } converge vers une fonction holo/norphe f(,v) non identiquement
nulle ^ lefs zéros de fix) so/ïl le.v limites des zéros defni.1' )'
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fcioîi dérivée de module infér ieur ou égal à un. dans le cercle C , ,
soit 1. .y:,;7 ! .. Le théorème V[ est établi, à mo ins encore que — ne con-

X^-Xy \ j

verge vers — i.
Si i ou / est égal à i ou 2, soit par exemple ï=i , j ==3, on voit

x ' c xque, — convergeant vers — i, — converge vers i, et l'on est ramené à
l'hypothèse 2°.

Sinon, on a i-== 3, /'== 4 y et — converge vers — r : on est alors dans
" /- • c

le cas h du théorème VI, qui se trouve donc établi pour le cercle Go,
dans l'hypothèse I.

Excluons maintenant celle hypothèse. Nous pouvons alors extraire,
de la famil le , une suite in f in i e S de systèmes, jouissant de la propriété
suivante : chacune des six fractions dérivées à deux termes, sauf
une peut-être, "———par exemple, est supérieure à un en module en
un poin t au moins du cercle C i , et cela quel que soit le système de la
suite S.

Soitr, un nombre positif fixe, compris entre /'i et u / i y et désignons
' X -X • !

p^r ' : . . : / 1 l 'une quelconque des cinq fractions dérivées autres
A../A./

(pe i ^ v - ^ Le théorème IV ('') permet d'écrire, pour tout nombre r
XgX^

compris entre ï\ et un, l 'inégalité ( 3 )
, „ „,, / X,X, \ -. .. / 1 X ^ X / j \
28) • ^ T, /-, , / / }<K^Km r, ' y 7 1 L• \ ; x,x/ ! y \ x^-x/: j

quasi partout^ à o près., pour les points y du cercle C i . Par « quasi par-
touty à o près » , nous entendons : « pour tout point du cercle C^ sauf
peut-être pour des points qu'on peu t enfermer à l 'intérieur de circon-
férences dont la somme des rayons est égale à à ». Le nombre positif S
sera fixé plus loin (§ 36).

On a ^yw^mTinégalité

(.8-) ., /.(/,,-^)<K4--,IO.Y., IJî i). ' •
\ | A,X/ ; / \ A,,- A./ /

( 1 ) Chapitre I f , § 22.
( 2 ) On pRut, sans iiicoiivénient, supposer que Je mêorie nombre K est valable* pour

X,X,les cinq fractions dérivées 'r" •/ ' -
X/- A /
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34. Faisons alors l'hypothèse suivante :

HYPOTHÈSE II. — j^ désigjîant un nombre positif fixe compris entre T\
et un^ on peut extraire^ de la. suite S définie au paragraphe précédent,
une suite infinie S^ jouissant de Ici propriété suivante ; chacune des trois
. . ^ . , XJX,X.X..I XJ X, X, X... ; X., i X, X. X, \fractions dérivées -^1———--,—5 , ̂ \.. ,———-— et -———. y y ' , est

1 A.) A^ | . | A..; A.;; ; i A o A) ; . 1 A., A.;-; j | A^; A..^ \, \ A^Â-g j

quasi partout^ à y près, inférieure ou égale à un en module dans le
cercle C 2 ( | ̂ l | <; ?\ ).

Le nombre positif y sera fixé dans un instant.
Considérons alors en particulier un système, d'ailleurs quelconque,

de la su i te S7, et raisonnons sur ce système de fonctions. En vertu de
l'hypothèse, les points du cercle €3 où l 'une quelconque des trois
fractions dérivées est. supérieure à un en module, peuvent être
enfermés à l ' in tér ieur de circonférences F,, en nombre fini, dont la,
somme des rayons est égale à 3y. Traçons, relativement à chaque cir-
conférence T!, les deux circonférences, ayant pour centre l'origine',',
qui sont tangentes à F/, et, excluons du cercle-unité la couronne-
qu'elles comprennen t . L 'ensemble des régions ainsi exclues est cons-
t i tué par des couronnes en nombre f ini , centrées à l 'origine, et dont la
somme des épaisseurs ( ' ) est au plus égale àôy. Il suff i t d'avoir pris

pour qu'il existe des régions non exclues, comprises entre les deux
circonférences de rayons ï\ et ^, ayant pour centre l'origine; ces
régions sont constituées par des couronnes Si, S^ • • • ? S/,,, centrées a
l'origine, dont la somme des épaisseurs est au moins égale à ——^—2-* Eu
tout point de ces couronnes, les trois fractions dérivées ont leurs
modules inférieurs à un.

Je dis que le module du quotient des valeurs de r^^- en deux
points quelconques x^ et x^ d'une de ces couronnes, admet des

( ' } Nous dcsi^nons sous le nom de couronne la région comprise entre deux cn'con"
fcrtî i ices concentriques, el nous appelons épciisseuj' de la couronne !a différence des
rayons de ces deux circonférences.

Ann. Éc. Norm., (3), XLV. — OCTOBRE 1928. ^9
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bornes supérieure et inférieure fixes. En effet, posons pour un instant
|X,X. | . .
• „ L- • • —— rr\ { l•>•'t 1
' X , X , | - 0 ( J • 1 > •

La dérivée logarithmique ( ') de (?(^") est inférieure ou égale a un en
module en tout point de la couronne considérée S/ Or, on peut
joindre les points <r, et 0-3 par une courbe, ne sortant pas de S/, dont
la longueur est, inférieure ou égale à un nombre fixe A, qu'on peut
prendre égal à T^'_>+ r^ — r\, par exemple. Intégrons de x,^ à x^ le long
de cette courbe^ en cîloisissant arbitrairement la détermination de
logy(;3?i), et en suivant par cont inui té la dé te rmina t ion de ïog^Çx).
Il v ient

j (o^îpC-ri ) — lo^cp(.:r;j \ < A.

Il existe donc une détermination de log^112:1-^ pour laquel le on a
© ( ^ • t ) .

{02- -L-—— <" A.too(\:r,)

Or, u étant une quant i té complexe,

On a donc ici
lo^'^ | ̂  lo^' l u l ^ j ^ogu \.

_A<î<x 1—— <A,= • 1 - cp(,-r2) -

,.--A< îj^ <,A.
- Cpf.Z.^) ~

II estainsi démontré que le module du quotient des valeurs de ' v ^ 2

en deux points quelconques de la couronne £/• admet des bornes supé-
rieure et inférieure fixes. Si donc la fonction x,x. a son module
supérieur ou égal à un en un point de S,-, elle est bornée inférieure-
ment en module par un nombre fixe, e~~'\ en tout point de S,; sinon,
elle est bornée supérieurement.

X^, XiXA( 1 ) Rappelons que la fraction -..., ^'—.L^^
AI À» . A i X"',

i X X l
log(trit.(iniîque de ' ^ 1 ̂ 2n-- •

! ^1^3 !

est, î(U si^'nc près, égale à la dérivée
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De même, étant donnée l\me quelconque des couronnes S,, 1 ,̂ ....
; Y •Y ; , ; v Y ;

I;/,, chacune des fonctions [ "^ :- et : ̂ v \ est bornée en module,
soit supérieurement, soit inférieurement, en tous les points de cette
couronne.

35. N'en^ùag'eons désormais que les valeurs r des rayons des circon'
férences centrées à V origine'et intérieures à F une quelconque des cou-
ronnes S,, ... ., S/,. Nous allons montrer que l'on a, pour chacune de
ces valeurs de /l,

LJr^j
/ . V ' "W f ,- ,,- / |XiX.| \ _. / !X,X, j \
(.9) j x.A^1^1'"^-^^)'-^7^"--^

f ^V'x;; 1
K désignant une constante positive fixe, c'est-à-dire valable pour tous
les systèmes de la sui te S7 définie au paragraphe précédent (1). Nous
avons .déjà, il est vrai, introduit au paragraphe 33 une constante K ;
mais il n'y a aucun inconvénien t à écrire encore là même lettre, car,
étant données plusieurs constantes positives K,|» £35 . . . , ' K / , nous
pourrons toujours, dans les inégalités envisagées, les remplacer par
une seule, la plus grande d'entre" elles, et l'appeler K. Cette notation
sera très commode.

Pour établir l ' inégalité (29)^ supposons par exemple que, pour la
valeur de r considérée, la fonction - y2 ! ait son module borné supé-; -^i ̂  l
r ieurement sur la circonférence \x =r; le cas^ù le module serait
borné intér ieurement se traiterait de même. Écrivons l'identité

x! -- J ĵ̂ li l̂ d xlxï

. 1 x^^Tx7x;T"~T^7~B|x,x,i î

et prenons la valeur moyenne, sur la circonférence |;z?[ ==r, -des log
des deux membres; il vient, puisque le module de ! ̂ ^\ est i^é-

( } ) Mais les v î i l t î l i r s de r pour lesqaelles .rinc^alilé (^9) est v d î a b î e dépendent du
système consid<Té.
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rieur à un nombre fixe,
/ X.\ ,, / ; X,X..| \ / X,X,m / • — < K -+- m r, ———± \^m,( /-,, ̂ , ... -^- / / < . / , - _ ^ — //

-V:-;/ \ A-,, A, 3 y \^ j A, A 2

Or, d'après l'inégalité (28 /)y on a
/ X,X. \ ,,, ,. / !X,,X..|

w. r, ———— < jv -4- Km /-, —-——x,x,|^— —•V x,,x,
à'où

/ X^ ,. / i X , X , i \ ,. / I X . , X . | \m ( r . ^j<K+^,(/., ^————)+Km(r. -——^^

Mais, puisque ̂  a son rnodule supér ieur à a en un point du cercle C,
(§ 33), on a

m ( / • , — ^ < K -+- K mÇr, —}„

et l 'inégalité (29) est démontrée.
On a des inégalités analogues relat ivement aux fonctions— et — ?

. X:? Xa
et a leurs inverses.

Soit alors p un nombre positif quelconque inférieur à un; désignons
par / / / (p ) la plus grande des six quant i tés / ^ ( p ^ ) . /n(^^\

^(^ .x! ) ' /// (c? \f) ' m ( ?' \ ^ ) el m ( ?^ \') • D'après ce qui précède,
^inégalité

„,(/.) < K -. K.(/, ̂ -)-,-K. (/, L.̂ 1) ̂  K,.(/., -:..̂ )

<?5^ vérifiée pour des valeurs de r qui remplùsent des intervalles, en nombre

fini, dont la somme des longueurs est au moins égale à rï ~~ 7 2.

Il suffit, maintenant , de reprendre la méthode de démonstrat ion du
Chapitre I, pour conclure que m(r,) admet ( i ) une borne supérieure
valable pour tous les systèmes de la suite S\ On traitera, en effet,
l 'inégalité précédente comme on a traité l'inégalité (12) du para-
graphe 10, et l'on arrivera à une inégalité de la forme ( ï6) . Puis, en
désignant par R un nombre positif quelconque inférieur à //., on
reprendra le raisonnement du paragraphe i l , à condition toutefois de

( l ) ri est. le rayon du cercle C,, défini au paragraphe 3 i .
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remplacer la considération de l ' intervalle i — R^ par celle d'inter-
valles dont la somme est au moins égale à ^ ~ ~ 7 2 ' On trouve finale-
ment que m(JR-) est inférieur au plus grand des deux nombres M et

/
h log———"? M et h étant deux nombres positifs^ valables pour tous les
systèmes de la suite S'. En particulier;, m{j\} <^/n(W) est borné.

C. Q. F. D.

On peut donc extraire, de là suite S', une nouvelle suite pour
laquelle —? — et — « convergent » dans le cercle C, de rayon r,.
Comme ces quotients ne peuvent converger tous les trois vers —i. ,
on est ramené à l'hypothèse 2° du paragraphe 32, et le théorème VI
est démontré pour le cercle C,,.

III. Excluons enfin F hypothèse I I .

Nous pouvons alors extraire, de la suite S définie au paragraphe 33,
une suite i n f in i e de systèmes jouissant de la propriété suivante : les
points du cercle C.^ de rayon /-a, où ^ ^ 1 ^ ^'^ ;-?/par exemple, est
supérieur à un en module, ne peuvent pas être enfermés à l ' in té r ieur
de circonférences dont la somme des rayons soit égale à y.

Nous allons, dans ces conditions, trouver une l imitat ion de

( xlxlx_\^V* Tx.x.x.J7

lorsque r est supérieur à un nombre fixe /^ compris entre 7*2 et un.

36. On a en effet l ' identi té ( ' )
| X, XA 1 X^ i X, X^X, i 1 X, X, \ \ X^X, ;

(3o)

d'où
x.x.x. ~ i x , x . , i . ; x . x , i XiX, x^x,

W .̂̂ ^
/ : X,X,UX:.,X... \ ( X, \ , \ / X^X,; //, ̂  .,,.̂  ) + .,„ ^ /, ̂ ^).- „, ̂ , -^^.-

( ' ) Ç / [AJ . p. 3,;.
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Mais le théorème IV bu permet d'écrire

^ •-'('--^^)<'-^(-.^^
pour tout point se du cercle C i .

Or l'identité (3o) peut prendre la forme
X^ X,,X,X,| _ IX^X,! XiX:, X,X,

1 x, x, ;. i x, x, i - -x7xA- • TXTX^- TxTxrr '

d'où [cf. l'inégalité (19), Chap. II, § 20]

(33) ^'TX^^-)

^^-^it1)-^-^)^^7-^)-
D'autre part, d'après (28) et ('-i<S'), on a

w) /"("/•' T^)^1^?- T^T)<K + K/</•' -x^>
quasi partout, à o près, pour les points y du cercle C,, et

(35) /"(/1' rfe)^-^' T^r-)^1^^ -rx^)
quasi partout, à o près, pour les poin ts s du cercle G , .

Il suffit de choisir o assez pe t i t , par exemple 0 = = ^ , pour q u ' i l
existe certainement des points communs aux points y et aux poin ts -;
pour lesquels les inégalités (34) et (35) sont valables. Soit x=^y = z
un de ces points communs. La comparaison des inéû-al i f-és (3i) ' ( 3 ' - > )
(33), (34) et (35) donne enfin c- - / ' - - '

w /"(/•'T•X^)<k+K-(/•--^t-L)

+ k/,,(/, -^^')-4- K/n(/-, ̂ ^).

Appliquons alors la méthode du Chapitre t à l'identité
X, X. X..
^+^+^+1:^0,
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il suffit de poser
, . ., X, x, X,1-,=-^, ^=:-^ i^_^

et de partir de l ' inégali té (10). On a ici
^_.1X,X^_ .
«A —— ?

A, A.2 A;;

et l ' inégali té (36) donne une borne supérieure de m{ r, - ) à t'aide de
F' ¥[ F!.quanti tés de là forme w(r, P ), P désignant un polynôme en — ? — ? v ^ î

— * ,-,>J et — ' A part i r de ce. moment, le raisonnement fait au Cha-
r [ -r .̂  Jr 3 -

pitre 1 se répète identique.
On peut -donc extraire, de la suite considérée, une suite pour •

Y Y "V
laquel le '—'? — et — « convergent. » dans le cercle-unité, et a fortiori

dans le cercle Co; tous les rapports mutuels — « convergent » alors,
et le théorème VI est enf in démontré pour le cercle G(,.

D'après la remarque déjà faite, il se trouve établi également pour le
cercle-unité tout entier. .

37. De même que le critère relatif au cas? == 3, le théorème VI reste,
•vrai ^i le domaine de variation de x est quelconque. Mais le raisonne-
ment du paragraphe 29 (Remarque) n'est 'plus valable ic i ; en effet,
nous ne sommes pas sûrs a priori de la proposition suivante : « Si. le.
théorème VI est vrai pour tous les points d'un domaine, c'est-à-dire si
tout point du domaine est centre.d'un cercle pour lequel le théorème
est vrai, i l reste vrai. pour l 'ensemble du domaine. >-> Cela tient à ce
que le théorème VI ne permet pas d'affirmer que la famille des fonc-
t ions ^s par exemple, soit normale. .

Il, faut donc avoir recours à une autre méthode. Indiquons qu'il
suffit de ramener le cas d'un domaine quelconque D au cas du cercle,
en effectuant la représentation conforme, sur un cercle, du domaine
de , recouvrement simplement connexe • (Ueberlagerung-s/îàche) du
domaine D.
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Sans nous attarder davantage au cas? = 4? qui sera étudié en détail
au Chapitre suivant, traitons tout de suite le cas où pest quelconque.

III. — Cas général.

38. THÉORÈME VII. — Étant donnée y dans le cercle-unité,, une famille
infinie de systèmes de p fonctions holomorphes, sans zéros^ vérijiant
ridentité

X,i 4- X^ 4- . . . -h X^y ̂  o,

on peut en extraire une suite infinie de systèmes^ pour laquelle se trouve
réalisée l'une des circonstances suivantes :

a. Les indices i, 2 5 . . ., p se partagent en deux catégories ^ jouissant
des propriétés suivantes : 1 ° le quotient de deux fonctions quelconques de
première catégorie c< converge »; 2° le quotient d'une fonction quel-
conque de seconde catégorie par une fonction quelconque de première
catégorie converge vers zéro; 3" comme conséquence de la propriété 2°,
le quotient de la somme des fonctions de première catégorie par l\ine
quelconque d'entre elles converge vers zéro. Ajoutons quY/ existe au
moins deux indices de première catégorie^ et qu'il peut n'exister aucun
indice de seconde catégorie.

b. Il existe deux groupes d'indices^ chaque groupe comprenant au
moins deux indices; mais il peut exister des indices n'appartenant à
aucun de ces deux groupes^ lorsque p ^> 4. Dans chaque groupe^ on dis-
tingue encore entre les indices de première catégorie^ en nombre au
moins égal à deux, et les indices de seconde catégorie^ qui peuvent d'ail'
leurs ne pas exister; et l'on peut énoncer^ pour les fonctions d^un même
groupe^ les mêmes propriétés de convergence i0, 2° et 3° que clans le
cas a, avec cette différence que la propriété 3° est cette fois indépendante
des autres,

Le cas a est en somme le cas où il existe un groupe unique compre-
nant tous les indices.

Si l 'on appli€(ue le théorème Vil au cas p === 4» on retrouve le théo-
rème VI, qui apparaît a ins i comme un cas particulier d 'un théorème
plus général.
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39. Comme le théorème VI, et pour la même raison, le théo-
rème VII reste vrai si le domaine de variation de A- est quelconque.

Indiquons alors rapidement la marche à suivre pour démontrer le
théorème VII. On suppose qifil a été établi p o u r p — ï , lorsque le
domaine de var ia t ion de x est quelconque, et l'on montre qu'il est
vrai pour p , lorsque le' domaine de variation de x est le cercle-unité.

Les fonctions envisagées étant supposées définies dans le cercle-
unité, il suffit , comme dans les cas p=3 et p = 4, d'établir les pro-
priétés de convergence pour l'intérieur d'un, cercle Co, de rayon /•,,
ayant pour centre l 'o r ig ine . Soit C, un cercle concentrique et de
rayon r, compris entre /-o et un. Envisageons d'abord deux hypothèses
par t icul ières :

Hypothèse A, — On peut, extraire de la fami l le une suite de systèmes
pour laquel le ̂  converge vers zéro dans le cercle G,, i et j désignant
dem des indices 1 ,2 , . . .., p .

liypolhc.se B. — On peut extraire de la famil le une suite pour
laquel le ^ « converge » vers une l imite différente de — i dans le
cercle C i .

Dans Pune et l 'autre hypothèses, on montre, en raisonnant comme
au paragraphe 3*2, que le théorème Vit se trouve établi pour le
cercle Go, comme conséquence du théorème VII relatif à p — i fonc-
tions définies dans un domaine quelconque.

40. On exclut désormais,l 'hypothèse A; plusieurs hypothèses, qu i
s^xcluent mutuel lement , sont alors possibles.

Hypothèse 7. — On peut extraire de la famille une suite inf inie de
systèmes, pour laquelle deux fractions dérivées à deux termes restent
inférieures ou égales à un en module en tout point du cercle C i -

En ra isonnant comme dans le casjo == 4, un voit que le théorème Vit
est établi pour le cercle G,? dans l'hypothèse I.

On exclut e n s u i t e l'hypothèse I, ce qui condu i t à l 'existence d 'une
suite in f in i e S, de systèmes, jouissant de la propriété suivante : cha-

Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — OCTOBRE 1928. 4°
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cune des six fractions dérivées à deux termes, sauf une peut-être,
j__!zl_.j^ par exemple, est supérieure à un en module en un point du.
Xp^\j,

cercle C i .
On n'envisage désormais que !a suite Si, et l 'on fait relat ivement à

cette sui te rhypothèse suivante :

Hypotlihe. I L — r^ étant un nombre compris entre /'i et un, on peut
extraire de S, une sui te inf inie de systèmes, pour laquel le il existe un
groupe de trois indices iy j\ k, pris parmi i, 2, . . . , j o - — i , tels que
chacune des trois fractions dérivées à trois termes formées avec X/, X/
et X/,. soit quasi partout, à ^2 près, infér ieure ou. égale à un en module
dans le cercle Cad x\ <; /•a). Le nombre positif y^ est ensuite conve-
nablement choisi.

On montre, comme dans le cas ^ = = = 4 ? q^e le théorème VII est
établi pour le cercle C,,, dans l 'hypothèse II.

On exclut ensuite l 'hypothèse II , ce qui condui t à l 'existence d 'une
suite Sa, extraite de la sui te S,, jouissaotde la propriété su ivan te : /s, ^, ^
désignant trois quelconques des indices i, 2, . . . , / j , l ' u n e au m o i n s
des trois' fractions dérivées à trois termes tombées avec X>,,X,j, et X.,/,
soit ——^--AI^,^-—-L--., est supérieure à un eu module en des points duI .X^Xp . i . i \\\^ \ ^ 1 - i
cercle C,,, clu'on'ne peut pas enfermer à l ' in té r ieur de circonférences
dont la somme des rayons soit égale à y^.

On fait alors l'hypothèse suivante :

Hypothèse I I I . — r.^ étant un nombre compris entre /'y et ( i / i y on peut
extraire de la suite S,> une suite infinie de systèmes, pour laquel le i l
existe un groupe de quatre indices i, /', k, l, pris parmi î , 2, ..., p — î.y
tel que chacune des fractions dérivées à quatres termes formées avec
X/., Xp X/, et X/ soit quasi partout , à y;; près,.inférieure ou égale h an
en module dans le cercle C:;, de rayon /•;;, ayant pour centre l 'or ig ine .
On écrira cette fois des ident i tés de la forme

^.^i^^l |X.X,X/[ _J^X^_
„„ :x/ Tx7x;x/~ * ~x;x7x7' ' | x,'x/x^ j 3

et l 'on pourra trouver, relat ivement à m(r, -^—:f._:h.\^ une inéga l i t é
\ | A^A/À./.I / 0
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X,XAanalogue à l'inégalité (36\ relative à w,(r, ————}. On conclut
\ 1 A 1 -M -\1 ; /

encore à la validité du théorème VII pour le cercle Cç.
Le procédé est général : l'exclusion de l'hypothèse III conduit à

l'existence d ' une su i t e S:; extraite de la suite S^ et l'on fait, relative-
ment à 83, une hypothèse /Tqui fait intervenir les fractions dérivées a
cinq termes, etc.

La dernière hypothèse, qui sera la (p—2) i t ' l u% sera relative à une
su i te Sp-3, extraite des précédentes; elle sera .formulée ainsi : r^^
é tan t un nombre compris entre r^_^ et nn, on peut extraire de S ,̂-:.,
une suite de systèmes, pour laquelle chacune des fractions dérivées
î p — i ternies formées avec X i , X.j, . . . y X^_i reste quasi partout,
A-Y^-a près, infér ieure ou égale à un en module dans le cercle C^-a, de
rayon, /y.-^, ayant pour centre l 'origine.

On exc lu t enf in celte hypothèse, ce qui conduit à l'existence d'une
suite S^.^, extraite de S .̂;;, pour laquelle on peut trouver une l imi ta t ion

/ V V V \
de w( / - , ̂ i^^'--~-^\^ en procédant coiniiie au paragraphe 36, et
en invoquant les théorèmes ,1V, IV bu et IV ter. .11 reste alors à appli-
quer la méthode du Chapi t re 1 à l ' identi té

X, X. ^ X^-r+ ̂ +...4--^+i^o,
A/' v^ A7'

pour achever la démonst ra t ion .
Nous pouvons donc considérer le théorème VII comme définiti-

ve m en t. établi .

41. Extemion aux fonclions de plu..neurs varuibles. — .On sait que
le critère de P. Montel s'étend faci lement aux fonct ions de plusieurs
variables complexes ( ' ). On peut penser que les théorèmes VI et VII
sont stisceptibles d'une parei l le général isat ion. En réalité, cela ne va
pas s.uîs de sér ieuses di f f icul tés ; je suis pour tan t parvenu à démontrer
que le théorème Vf détend aux fondions de n variables complexes x^
^,, ^ . . , x,,, définies dans F} !iypercylindrc

( l ) | G. a j ; voir aussi [ Ëj, p. '.A 4 4-
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La démonstration, qui est assez longue, sera publiée dans un
Mémoire ultérieur.

CHAPITRE IV.
UN CRITERE DE FAMILLE COMPLEXE NORMALE ( s u i l e ) .

I. — La valeur du critère lorsque p-==.[\ et lorsque j ^>4-

42. Supposons j o = = 4 , et examinons les diverses circonstances
prévues au théorème VI. Dans le cas û, si' toutes les fonct ions sont de
première catégorie, tous les rapports — « convergent » ; s'il y a u n e

-' p- -^
seule fonction de seconde catégorie, tous les rapports — « convergent
au sens large ».

Au contraire, si, dans le cas a, il existe deux f o n c t i o n s de seconde
catégorie, X;; et X', par exemple, tous les rapports — convergent au

sens large, sauf le rapport'—'^ ou, du moins, le théorème ne d i t rien! A.'..
sur — • II est intéressant de donner un exemple d'une sui te i n f in i e de-A ',•

X X X1

systèmes pour laquelle y-' converge vers — ï , ^:i ^t ^ convergent vers

zéro, la famille — n'étant pas normale. Plaçons-nous, à cet effet, dans^.î.
le cercle-unité, et prenons

/ x.,==i — ^'•^-•>!,
1 X 2 = = — Ï — ^w.z~^

! X^^1-'-11,
' î x,==^--1^

n é t an t un entier positif qui augmente indéf in iment . La fami l l e y

n'est pas normale, car ~ == e 1 1 - ' ' tend vers zéro si la partie réelle de x
est négative, et vers -4- co si elle est positive.

Il reste e n f i n à examiner le cas b. Supposons, par exemple, que 
Â, 2
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YX Yet —î convergent vers — î ; alors le théorème ne dit rien sur —1- PréIA/,. • x;(ergent vers — î ; alors le théorème ne dit rien sur — • Pre-
A;(

HORS,-en effet,
( X. == _ e"-''

Xâ== ̂ -'(î —- ^-/i).

X^i-^-^-".

La famille — n'est pas normale. 11 suffirait même de prendreA.;5 jr
Y

X^ = — X,i, et X,. = -—Xy, la famille — n'étant pas normale.
Par conséquent, les cas dans lesquels le théorème VI ne permet pas

d'affirmer que toutes les familles ̂  soient normales peuvent se pré-
senter effectivement. Il ne faut donc pas espérer trouver, lorsque
p = 4? un critère de famille complexe normale plus complet que le
théorème VI.

43. Lorsque p > 4 ? au contraire, on peut garder l'espoir de com-
pléter le théorème Vi f .

Convenons d^appeler « cas douteux » ceux des cas prévus dans
l'énoncé de ce théorème, où il existe des indices n'appartenant à
aucun groupe. Supposons d'abord p = 5 : il y a un cas douteux, celui
où il existe deux groupes de deux indices chacun, 1,2 et 3,4 par

X Xexemple. Alors — et — convergent vers — î , et c'est tout ce que le
théorème permet d^affirmer. Or, dans tous les exemples de cette cir-
constance que j 'a i su trouver;, on pouvait, de la suite envisagée,

•y •Y"

extraire une suite nouvelle pour laquelle l'un des rapports — et -5

convergeait vers zéro. Mais je ne suis point parvenu à démontrer
qu^il en soit toujours ainsi ( 1 ).

( 1 ) Pour tenter dY'cîaircir ce point, je me suis placé dans Phvpothèse d^ine suite
X/ .X.i

jouissant des proprtclcs suivantes : ,, et -, ' convergent vers —l, et ij est impossible
^î -Vi.

d''extraire de cette suite une suite nouvelle pour laquel le l 'une des fonctions ~0 et -r^
X,i Xr;
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D'une façon générale,? étant quelconque, le théorème suivant s'est
trouvé vérifié dans tous les exemples q u e j 'ai pu construire :

« La circonstance h du théorème VII est remplacée par la suivante :
tous les indices se répartissent en plusieurs groupes, comprenant
chacun deux indices au moins ; les fonctions d'un même groupe jouis-
sent des mêmes propriétés de convergence i°, 2° et 3° que dans le
cas a, et ces trois propriétés sont indépendan tes . »

Mais, comme je viens de le dire à propos du cas p == 5, je n'ai pas
réussi à établir ce théorème.

44. Le théorème VII garde néanmoins sa valeur dans des cas très

converge^ vers zéro. Je me permets d'indiquer ici, sans démonstration, quelques-unes
des conséquences de cette hypothèse.

Posons

^-v,. ,.- ,̂.

^-v- -ï:°-
On a

3, V , -;...-.£ à Y^T,

er, pur hypothèse, les fonctions s, ci ^, qui sont holomorphes. convergent vers zéro.
* . y'i Y 3 Y, Yo / Y ' \ / / / Y ' \ / t

Alors £ ) Y î £2 Y 3 sî y ) £! Y conv'er^ent vers ^éro; de même £ ] ( _-11 ) 5 = 1 ( / 1 J ) 5
/Y\\n t /Y7\" ' 2 - • ' / v >2 /

Si s Y- \ 5 £ , î y s , elc.. quel que soit i 'eni.îer positif n ; enfin, si n esi assez û;rand,

i Y
(^^Yi, ( s i ^ ^ Y â , ( £ 1 ) ^ y » ^i)^ ^' coiivcr^eui. é^aîemenl. vers zéro.1 1 12

En outre, supposons, pour fixer les idées, que les fondions so ient défuncs dans le
cercle-unité, et construisons; pour chaque système de la sui te , u n e fonction c?^),
holomorphe dans le cercle-unilé, n'y prenant pas la valeur un, et y adme t t an t les
mêmes zéros que la fonct ion î , , avec les mêmes ordres de mult ipl ici té . On a alors la
proposition sni v a n t e : « La suite des fonctions ^ { x ) converge nécessairement
vers zéro dans le cercle-unité ».

Par exemple, les zéros de sj ne peuvent pas être de la fo rme î-i-^, ^ a u " m c n t a n i
^ ! ! , m , °

indénmment lorsqu'on se déplace dans la suite des systèmes, car la fonction

^( x ) == ( — e'^
ne converge pas vers zéro. . ^ l !

Ces considérations montrent pourquoi il est difficile de trouver un exemple réalisant
rhypothèse envisagée.
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généraux. Plaçons-nous dans le cercle-unité, pour fixer les idées, et
supposons que chacune clés/onctions X/ de la famille prenne à F origine
une valeur fiœe a^ et que. la somme cl" un nombre quelconque des quan-
tités 0{ ne soit pas nulle.

Appliquons le théorème VII. Il ne peut pas exister deux groupes
d'indices ( '); donc le cas a est seul possible. De plus, il n'existe pas de
f o n c t i o n de seconde catégorie, puisque tout quotient — possède, à
l 'origine, une valeur fixe non nulle. Par suite, on peut extraire delà
famille une suite infinie de systèmes pour laquelle tous les rapports —

X- lx

« convergent » ; autrement dit, toutes les familles — sont normales, et
Ap_

bornées dans tout domaine fermé intérieur (2).
Le théorème 'VII nous donne donc une certitude dans ce cas général ;

on pourrait se placer également dans d'autres hypothèses, de façon à
exclure la possibil i té des cas douteux.

.Faisons une dernière remarque : si, comme A. Bloch, nous avions
systématiquement fixé les valeurs des fonctions ,à l 'origine, nous
n 'aur ions pas trouvé de cas douteux ( : l) lorsque p = i 5 ; mais i l s'en
serait de nouveau présenté dès que p == 6. Il ne semble pas que
A. Bloch ait soupçonné l'existence de ces cas douteux, et il énonce un
théorème (r) qui ne parait guère certain ; ou, tout au moins , rien dans
son Mémoire ne condui t à admettre son exactitude.

II. •— Quelques applications du critère.

•45. Pour fixer les idées, nous nous placerons désormais dans le
cercle-unité.

( 1 ) Sinon, soient Xi, Xa,..., X/^ les fonctions d'un même groupe, Xi, par exemple, étant
, ., . •r . X i4-X.>-4- . . .——X/, , . ,de première catégorie. Le quotient,, -—————————— devrait converger vers zéro', orAI
il possède une valeur fixe, non- nulle, à Pongine.

( < i ) Cette proposition était, virtuellement contenue dans Je théorème VII du Mémoire
de A. Bloch : [ A ] , p. 343.

( 3 ) En effet, les fonctions — et — ne pourraient pas converger toutes deux vers—r,
.X.2 A-4.

car elles devraient prendre alors la valeur—i à l'origine; c'est impossible, puisque
Xg n'est pas nul à l'origine.

( 4 ) [A], Théorème IX, p. 343.' •
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Considérons une famille de systèmes de p — 2 fonctions F , ^ Fa, . . . ,
F^_,>, holomorphes, sans zéros, dont la somme ne prend pas la valeur un.
Posons

X,i == Fj, Xa == F-;, .. ., X^,_2-== F^_a,
X^,, ==1 — F, — Fg — . . . — F/,_2, X^ == — i ;

X.^, Xy, ..., X/, sont des fonctions holomorphes, sans zéros, et leur
somme est identiquement nul le . En leur appliquant le théorème VU,
on obtient un critère de famille complexe normale;, relatif à la
famille F ( ^ . . . 5 F/,_a. Nous ne l 'énoncerons pas dans le cas général, à
cause de sa complication ; bornons-nous au casj^ = 4-

Cas d^une famille de systèmes de deux fonctions holofnorpheSy sans
zéros^ dont la somme ne prend pas la vaiew un.

Soient/et g' ces deux fonctions; posons

x,=/, x,=:^ x,=i-j-^ x,=-i,

et appl iquons le théorème VI. Examinons successivement les diverses
circonstances prévues dans l 'énoncé de ce théorème, en commençant
par le cas 6.

Ce cas se subdivise en deux :
X X. f

i° ^t et — convergent vers — i. Alors z converge vers — i, et /' -4- g
•£ -2 - /,. ^'

converge vers zéro.
x x

2° ^ et ^ convergent vers — i. Alors g converge vers i, et !—^
X Xconverge vers zéro. Le cas où — et .^ convergent vers — i se déduit
A./,, A;; Q

de celui-là par permutation de /el y.

Passons au cas a. 'Nous avons les possibilités suivantes :
•y

i° Tous les rapports ̂  « convergent ». Alors/et^- « convergent ».

2° II existe une fonction de seconde catégorie et une seule. Ce cas
se subdivise en trois :
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a. Xi ou Xa est de seconde catégorie. Si c'est X,, 5 g ' « converge », et
y,converge vers zéro. Si c'est X^ /' « converge », et ^'converge vers
zéro.

p. X;î est de. seconde catégorie. Alors/et ^ « convergent ».
y. X,, est de seconde catégorie. Alors f et ^'convergent vers r inf ini ,

et î- « converge ».,'-)
3° 11 existe deux fonctions de seconde catégorie.
a. X.^ et Xa sont de seconde catégorie. Alors y et g convergent vers

zéro.
p. Xi et X:i sont de seconde catégorie. Alors/ converge vers zéro,

g converge vers î .
Le cas où X.j et X;^ sont de seconde catégorie se déduit de celui-là

par permutation de / et g\
y. X, et X,, sont de seconde catégorie. Alors g et '-convergent vers

l ' infini .
Le cas où X^ et X,, sont de seconde catégorie se déduit de celui-là

par permutation de /' et g.
5. X^ et X ^ sont de seconde catégorie. Alors/ et g convergent vers

Fint'mi, et ' converge vers — î .
i'"")

46. Tous les cas ayant été examinés, nous pouvons énoncer le
théorème suivant :

THÉORÈME VI bis. — Étant donnée^ dans le cercle-unité^ une famille
de systèmes de deux fonctions /(^) et ^(^*), holom.orphesy sans zéros ^
dont la somme ne prend pas la valeur imy on peut en extraire une suite
infinie de systèmes^ pour laquelle se trouve réalisée l'une des circons-
tances suivantes :

î ° Chacune des fonctions f et g « converge » ou converge vers zéro:
,. . . f

2° / et g convergent vers rinfini, etv- « converge » ;
<?"î1

3° g et ^ convergent vers rin/ini, et la circonstance analogue,
obtenue en permutant/et^*;

Ann. Éc. Norm., (3), XLV. — NOVEMBRE 1928. 4i
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/'
^o y 4- ^- converge vers zéro y et * • - converge vers — i ;

'*""'

5° g converge vers î y et <1—— converge vers zérOy et la circons-
tance analogue, obtenue en permutant / et g.

Dans les cas 3° et 5°, la famille des fonctions /' peut ne pas être
normale; clans le cas 4°? î! se peut qu'aucune des familles f et g ne
soit normale. Pour trouver des exemples de ces circonstances, il suffit
de se reporter aux exemples donnés au paragraphe 42. Ainsi le cas 3°
est réalisé pour les fonctions suivantes

j f^'j^^e'^.
( ^)=enl^-^en'f:.

en conservant les notations du paragraphe 42, Voici un exemple du
cas 4° f'

if(x)=-e'-\
,,./ /y. \ ——— ^n.l: ( t ___ p——/; \^ \.U ) —— 6 ( l, — 6 ) ,

et un exemple du cas 5r,o .

fix)^^^1-1-,

^(.r)^!^-.^^-1-11-

Dans Je cas 4°? il suffît même de prendre pour/(;r) une famil le non
normale de fonctions holomorphes sans zéros, et de prendre ensuite
g(x)-=—j\x). Dans le cas 5°, on peut de même prendre pour/(,r)
une famille non normale de fonctions holom.orphes sans zéros;» et
prendre ensuite g ' { x " ) ^ i.

Voyons ce que devient le théorème VI bu lorsqu'on suppose que
les fonctions /(^) et^'^) de la famille prennent respectivement des
valeurs fixes a^ et èo à l'origine (ao •^ o, b^o, a^ + 1>^ i). Les cinq
circonstances possibles se réduisent alors à trois, et l'on obtient le

THÉORÈME VI ter. — Étant donnée., dam le cercle-unité y une famille de
systèmes de deux fonctions f{x) et g{x\ holomorphes, sans zéros, dont
la somme ne prend pas la valeur un y si f on a

, . f(o)=a^ g-(o)=zbo . {a^Q, b^o,a,^b^i),
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^o et 60 éteint deux nombres fixes, on peut extraire de la famille une
suite infime de systèmes^ pour laquelle se trouve réalisée Vune des circons-
tances suù'anïes :

i° fet g (( convergent »;
20 J + g converge vers zéro^ et ^ converge vers — î , ce qui exige

^o-t- //o-^ °^

3° g converge vers i, ̂  ^—— converge vers zérOy ce qui exige BQ= i;

et la circonstance analogue, obtenue en permutant/' et g, Oo et &o.
Examinons maintenant deux cas particuliers du théorème VI lus.

^P. Considérons d'abord une suite infinie de systèmes de deux
fonctions / ( x ) et ^(.r), holomorphes, sans zéros, dont la somme ne
prend pas la valeur un, etsiipposons que /(o) et ^'(o) tendent vers zéro.

Je dis que f •+- g~ converge vers zéro ( i ).
En effet, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait, de la suite considérée^

.extraire une nouvelle suite S, possédant la propriété (P) suivante :
[ /4-^-[ est supérieur à un nombre fixe a en un point au moins d'un
cercle de rayon fixe /-o ayant pour centre l'origine. Appliquons le
théorème VI bis à la suite S : la circonstance i° de ce théorème n'est
pas possible; en effet, on ne peut pas extraire de S une suite pour
laquelle/ou^ « converge », puisque/'(o) et^(o) tendent vers zéro;
on ne peut pas non plus extraire une suite pour laquelle/ et §' con-
vergent vers zéro, car alors /-4- g convergerait vers zéro pour cette
suite, ce qui est en contradiction avec la propriété (P). Les circons-
tances 2°, 3° et 5° ne sont pas possibles non plus, puisque/(o) et^'(o)
tendent vers zéro. Enfin la circonstance 4° est en contradiction avec la
propriété (P).

Le théorème VI bu serait donc inexact pour la suite S; par consé-
quent, l'hypothèse qui a conduit à l'existence de cette suite est inad-
missible. . c. Q. F. D.

48. Considérons, en second lieu, une suite infinie de systèmes de

( i) Rappelons que nous avons convenu, au paragraphe 26, de n'envisager que la
convergence uni/orme dans tout domaine fermé intérieur au domaine considéré.
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deux fonctions f'et g\ holo'î'norphes, sans zéros^ dont la somme converge
vers zéro. Je dis qu'o?z peut en extraire une nouvelle suite^ pour laquelle
se trouve réalisée l'une des deux circonstances suivantes :

ï ° f et g convergent vers zéro ;

2° ' cowers'e vers — ï.
S- ^

En effet, dans tout cercle de rayon ^<i , ayant son centre à l'origine,
la somme /+ g ne prend pas la valeur un, au moins à partir d'un
certain rang dans la suite, puisqu'elle converge vers zéro dans le
cercle-unité. Appliquons donc le théorème VI bis.

Dans le cas i° de ce théorème., ou bien f « converge » vers une
fonction F, et alors, comme /' 4- g converge vers zéro, g- « converge »
vers — F, donc ^ « converge » vers — ï ; ou bien /' converge vers zéro,

" ô ,

et alors g converge vers zéro. Dans les cas 2° et 3°, y converge vers
/ /'\ /'

l ' infini, et, puisque^ ï 4- ^) converge vers zéro, ^converge vers -~ i .
/. • b / . S

Dans le cas 4% ^.converge vers — ï * Enfin, dans le cas 5", g converge
s?

vers ï ; par suite/' converge vers — ï , et ^converge vers — ï .
è^

La proposition est donc démontrée ( ' ).
Il en résulte, en particulier, que si |/(o) | est supérieur à un nombre

fixe a., et si f+ g- converge vers zéro^ on est sur que J converge vers — ï.
'*"''

En effet, de toute suite infinie extraite de la suite considérée, on
peut extraire une suite pour laquelle ^converge vers — ï ; cela suffit

' y
pour conclure, en vertu d'un raisonnement classique, dont nous
aurons à faire usage à diverses reprises. Exposons-le au moins une
„ . . /
îois : si-; ne convergeait pas vers — ï , on pourrait extraire une sui tep> ! •
infinie ^5 telle que i.-+- ̂  soit supérieur à un nombre fixe a en un

( 1 ) Au Heu d'invoquer le théorème VI bis, c'esl-à-dn^1 en somme le théorème Vï,
on peut donner de celle proposkion une démonstration directe, qui ne fasse pas
appel aux théorèmes IV et FV bis\ elle ressemble beaucçiip à la déirionstralion du
critère relatif au cas p == 3 ('§ 26-^9).
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point au moins d'un cercle fixe (\x\ <r,,<i). Or, de la suite ^5 on
peut extraire une suite qui converge vers — i. Il v a contradiction.

. 49. Je vais maintenant démontrer le théorème suivant :

Considérons une suite infinie de systèmes de deux fonctions holo-
morphes p et y, admettant respectivement 'les valeurs exceptionnelles^)
fixes a et ̂  dont l'une au moins n est pas nulle: si le produit pq converge
vers séro, on peut extraire y de la suite considérée^ une mite infinie pour
laquelle l'une des fonctions p et q corner ge vers zéro.

Dans le cas où a == o, on peut supposer °> == i, en multipliant q par
une constante. Posons

f=p, ^==^(<7 ~-i);

/ et g sont liolomorphes, sans zéros, et leur somme converge vers
zéro. D'après le paragraphe précédent, on peut extraire une suite
pour laquelle l'une des fonct ions f et ( i + ë- \ converge vers zéro, -ce
qui démontre le théorème.

Dans le cas où a? ̂  o, on peut supposer a === p === i. Posons :
X^=p—i^ X ,=<7—i, , x.^=(p~-î)(€/ ~-ï), .X^ i—p//. '

Les fonctions X i , Xa et X:; sont holoraorphes et ne s 'annulent pas;
en outre, dans tout cercle intérieur au cercle-unité, X^ ne s'annule
pas à partir d'un certain rang, puisque X,, converge vers un. Cela
suffit pour qu'on puisse appliquer le théorème VI aux fonctions Xo
X^, X;.., X^ dont la somme est identiquement nulle. L'examen de tous
les cas prévus dans l'énoncé de ce théorème (2) montre que, dans
^hypothèse où pq converge vers zéro, on peut extraire, de la suite
envisagée, une suite pour laquelle l 'une des fonctions p et q converge
vers zéro.

Remarquons enfin que le théorème serait inexact si a et ? étaient

( 1 ) On dit qimne fonction cfdmet la. valeur exceptionnelle a, si elle ne prend pas
!a valeur a.

(2) Cet examen, semblable à celui qui figure au paragraphe^, n'offre aucune dit'Iîculté,
et j^ai ju^c inutile de le reproduire ici.
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nuls tous les deux. 11 suffirait, pour le mettre en défaut, de prendre

n étant un entier positif qui augmente indéfiniment.,
Indiquons, pour terminer ces applications, que si l'on a une famille

de systèmes de deux fonctions holomorplies p et y, admettant respec-
tivement les valeurs exceptionnelles fixes a et (3, dont Fune au moins
n'est pas nulle, et si. le produit pq ne prend pas la valeur un, on peut
énoncer un critère de fami l l e complexe normale.

III. — Généralisation des _ théorèmes de Schottky et de Landau.

50. Notre critère de famille complexe normale (théorèmes VI et VII),
et les théorèmes que nous venons d'en déduire, permettent de
démontrer des propositions analogues au théorème de Schottky ou au
théorème de Landau. Nous supposerons, pour simplifier, ^=4 , et
nous nous placerons dans le cas, envisagé aux paragraphes 45 et 46,
de deux fonctions f{x) et ^(a?), holomorpheSy sans zéros^ dont la
somme ne prend pas la valeur un. Écrivons leurs développements en
série de Taylor dans le cercle-unité :

( f(;.x;) •== ao -4- a\ x 4- . . . -4-- (inX1^ 4-. . ., -
g ( x } --=: bç -i- b^x -+-.. . 4- bnX11 -i-...

f (ap^o, b^â. o. ^o-h b^. i).

Nous allons démontrer la proposition suivante :

€IQ etb^ étant fixes, si aucune des trois quantités a^ -^- A(,, a<, — i et h^ — i
nest nulle, \f{x}\ et \g(x)\ admettent^ dans tout cercle \^\ < r<< i,
des bornes supérieure et inférieure qui ne dépendent que de r, a^ et 60.

Considérons en effet la famil le (F) de tous les systèmes de deux
fonctions f(x) et g'(^), satisfaisant aux conditions énoncées plus
hauty et telles que

f(o)=a^ ^(o)=b,.

Reportons-nous au théorème VI ter; les cas 2° et 3° se trouvent exclus
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ici. Donc, de toute suite inf in ie extraite de la famille (F), on peut
extraire une nouvelle suite pour laquelle /*et g <( convergent ».

Cela suffît pour démontrer la proposition annoncée, en -vertu d'un
raisonnement classique, semblable à celui qui est exposé à la fin du
paragraphe 4.8.

Puisque \f{^')\ et i§'(^)| admettent une 5)orne supérieure M(r), qui
ne dépend que de r, a^ et &,», les inégalités fondamentales

^ '̂Ëî  ^ - < M ( r )
, Un ^ ^ ^ 3 Un \ _: -—^— .

où l'on donne à r une valeur fixe, ^par exemple, montrent que ja/J
et b^\ admettent une borne supérieure qui ne dépend que de âo, bo, et
de n.

Dans les cas particuliers où l 'âne au moins des quantités û o + & o ?
^ / o — i , et & o — î est nul le , une étude spéciale est nécessaire. Par

'exemple, si a^=—/^(a^i^a^—I)J/+éyl? ~. et ^ admettent,y J
dans tout cercle x \ <^ r <; ï, des bornes supérieures qui ne dépendent
que de a^ et de /\ Si a^== i (b^ i, b^—i\ J-—. , jy ' | et 'î.

<t7 J

admettent des bornes supérieures qui ne dépendent que de &o e^ de r.
La méthode.de démonstration est toujours la même : on se ramène au
tliéorème VI ter ( 4 ), ' •

5:1. Après ces généralisations du théorème de Schottky, passons au
théorème de Landau.

Soient, dans le cercle .r |<<K, deux fonctions holomorphes f(^)
et g{x}y qui ne s 'annulent pas et dont la somme ne prend pas la
valeur un :

• [ f{x) ==^o-~i- û'i.J--^. . .,

{ ^•{.x)=:b^'-b.^x-r-. . .

{ ( a^ o, &o ̂  o, a^ — ,̂, ̂  ï ).

( ' } Des résultats de ce ^cnrc ont déjà été indiqués par A. Bloch : [A.J, p. 33i,
rhéorètïte ÎII. Mius nuns avons voulu ici les rat tachera notre critère de fannile com-
plexe normale.



328 HENRI CARTÀN.

Les fonctions/(Ra?) et ^'(R^) sont définies dans le cercle x < ï,
et nous pouvons leur appliquer les propositions du paragraphe précé-
dent. On a

\ / (R^ )==^-h6-^R , r+ . . . ,
\ g ' ( R x ) = h, 4- & i R x -4- . . . .

Par conséquent, si do et 60 sont fixés, de manière qu'aucune des trois
quantités ûo -h &o? ûç — T et &o — ï ne soit nulle, a^ R et &.( R admettent
une borne supérieure qui ne, dépend que de ûo et & o î si a\^ par
exemple? a une valeur fixe non nulle, R admet une borne supérieure qui
ne dépend que de a^ b^ et a^0, UQ c/î. u ( .

Les cas où l'une des trois quantités a^+ b^ a ^ — i , b^—ï est
nulle demandent à être examinés séparément. Par exemple, si
a^ = — b^(a^^ ï , a^ — î), et si a, + é, n^ est pas nuly R admet une
borne supérieure qui ne dépend que de a^ et a^ + 61. En effet, (^i + 6i )R
est ^borné en fonction de a ^ y puisque, dan?» tout cercle |^ |<^r<^i ,
|/(R^) •+- ^(R^) ! est borné en fonction de a^ et de r(cf. paragraphe
précédent).

Si ây= i{b^ î ,b^— ï ) , R admet une borne supérieure gui ne
dépend que de b^ et a , . En effet, O i R est borné en fonction de 6,,,
puisque, dans tout cercle [ x \ <^ r <^ ï , j/(R.r) est borné en fonction
de b^ et de /\

Indiquons enfin que, au lieu de faire intervenir a^ et b^ pour limi-
ter R, on peut faire intervenir les coefficients <//, et b^ de rang fixe n.

Dans tout ce qui précède, nous n'avons énoncé de résultats que
dans les cas les plus simples, et souvent nous n'avons fait qu'esquisser
les démonstrations; celles-ci se réduisent toujours, e n f i n de compte,
à l'examen des cas prévus par le théorème VI ter. Les indications
précédentes donnent au moins une idée du rôle joué, dans toutes ces
questions, par notre critère de famille complexe normale.
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CHAPITRE V.

LES IDENTITÉS DE BOREL ET LES QUESTIONS D'UNICITÉ

DANS LA THÉORÎE DES FONCTIONS MÊROMOBPHES (1 ).

52. Soit/(o?) une fonction méromorplie dans tout le plan, ou seu-
lement au voisinage d'un point singulier essentiel isolé, que nous
supposerons à l'infini. Désignons par E(a") l'ensemble des points où la
fonction/^1) prend la valeur a, et, en particulier, par E(oo) l'ensemble
des pôles de la fonction. Dans tout ce qui suivra, on admettra, sauf
indication contraire^ que chaque point de U ensemble ' E ( a ) est compté
autant de fou qu'il y a d'unités dans F ordre de multiplicité de la racine
correspondante de l'équation fÇx) = a^ si a est fini\ du pâle correspon-
dant, si a eyî infini.

Lorsque deux fonctions j\^) et g'(x\ méromorplie s dans tout le
plan, admettent le même ensemble E(a '), nous dirons qu'} elles prennent
ensemble la valeur a^ ou encore que g(x} prend la valeur a en même
temps que f (se). Il en est ainsi, en particulier, lorsque chacune des
deux fonctions admet a comme valeur exceptionnelle, c'est-à-dire ne
prend pas la valeur a; dans ce cas, l 'ensemble E(û) est vide-

Nous dirons, de même, que deux fonctions, méromorplie s au voisi-
nage do point ù r i n t i n i , prennent ensemble la valeur a au voisinage de
V infinie s'il existe un cercle de rayon assez grand, à l'extérieur duquel
les ensembles E(^) relatifs à ces deux fonctions coïncident. Nous con-
viendrons également de dire qu'une fonction /"(^), méromorplie au
voisinage du point à l ' i n f i n i e admet a comme valeur exceptionnelle,
s'il existe un cercle àl 'extérieur duquel/(<r) ne prend pas la valeurs.

( 1 ) Certains des ré^ i i î la ts de ce Ghcipilrc ont été publiés dans deux Noies aux
Comptes rendus de l^Acad. des 6'c., t. 185, 1927, p. i*253. et t. 186, 19283 p. 624.
Les affirma lions des paragraphes 4 et 5 de la seconde Note sont très probablement
inexactes. ! ! ! , . ! '

Arzn. Éc. Norm.^ (3) , XLV. — NovEMnRE 1928 42
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53. G. Pôlya et R. Nevanlinna ont élé^ je crois , 1 les premiers à
s'occuper de l 'unicité de la détermination d'une fonction méromorphe,
par la connaissance d'un nombre fini d'ensembles E(<2, ) , E(<^), ...,
E(a/,), assujettis ou non à la restriction relative aux ordres de multi-
plicité.

R. Nevanlinna a démontré le théorème suivant. ( ' ) :
Si deux fonctions, mérornorphes au voisinage du point à l'infinie

supposé singulier essentiel^ prennent ensemble CINQ valeurs distinctes au
voisinage de Vinfmi^ elles sont nécessairement identiques, mêmelorsquW
ne tient pas compte des ordres de multiplicité. Une fonction méromorphe
au voisinage du point à l ' inf in i est donc complètement déterminée par
la connaissance, au voisinage de ce point, de cinq ensembles E(â,,\
E(^), E(â3),E(^,) ,E(^). ' '

11 est naturel de chercher à réduire ce nombre de cinq. On y arrive
en s'appuyant sur le théorème de E. Borel, déjà cité dans l'Introduc-
tion (§1) :

Si l'on a une identité de la forme

X^(^)+X2(^)- i - . . .+x/,(^) ESO,

entre des fonctions entières^ sans zéros, ou bien leurs rapports mutuels
sont des constantes^ — ou bien les fondions se partagent en plusieu?^
groupes^ la somme des fonctions d'un même groupe est identiquement
nulle^ et leurs rapports mutuels sont des constantes.

Rappelons que, pour démontrer ce théorème, R. Nevanlinna ( 2 )
établit la proposition suivante, d'où il découle immédiatement : si les
p fonctions ne sont pas liées par d'autre relation linéaire, homogène,
à coefficients constants non tous nuls, que la relation donnée

X^ -i- X..^ 4-...-+- X.p ̂  o,
/ Y''1 \ 1

tous les m [^yj (A, [M=I, 2, .. .,p) sont bornés lorsque /-augmente

indéfiniment, et par suite les — sont des constantes.
. A^ . ^ . ^ _

(i) [F, d}. G. Polya avait établi ce théorème [G] dans le cas de deux fonctions
entières, de genre fini, qui prennent ensemble quatre valeurs finies distinctes

0) [F, 6], p. 38i.



SUR LES SYSTÈMES Î)E FONCTIONS ÏIOLOMORPHES^ ETC. 33 î

Or, pour montrer que m.(r,—1} est borné, il suffit de supposer
que les fonctions sont définies au voisinage du point à l ' infinie
et qu'elles n'ont ni pôles ni zéros dans ce voisinage; dire
que m[î\ — \ est borné, c'est dire que —' n'a pas de singularité àY -^p.,/ • -'^j.
l 'infini. D'où une généralisation du théorème de Borel :

Si Von a une identité de la forme

X.i ( .2" ) 4- X^ {X )-r-. . . -4- Xp {X ) S 0,

entre des fonctions holomorphes 5 sans séroSy au voisinage du point à
Vin fini, ou bien leurs rapports mutuels sont réguliers à l3 infinie — ou bien
les fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme des fonctions
d'un même groupe est identiquement nulle, et leurs rapports mutuels sont
réguliers à l7 in fi ni.

Dans les problèmes que nous allons nous poser, nous nous ramène-
rons systématiquement à l'étude d'une identité, a laquelle nous appli-
querons ce dernier théorème. D'ailleurs, celui-ci subsiste évidemment
lorsque les fonctions Xi , Xa, ..., X/, ont des zéros et des pôles, pourvu
qu'aucun de leurs rapports mutuels n'en possède.

54. Envisageons d'abord deux" fonctions f\x) et g{^), méro-
morphes au voisinage du point à l'infini, supposé singulier essentiel;
admettons qu'elles prennent ensemble, au voisinage de l'infini, quatre
valeurs distinctes a, b, c, dy que nous pouvons supposer finies. Cher-
chons à voir si ces deux fonctions ne seraient pas forcément identiques.

Désignons,' d'une façon générale, par (<? , , e^ e.^ <^) le rapport
anharrnonique de quatre nombres e^ e^y e ^ y e,, :

e^— ey, e^ — e ^ 1

(ei, e.>, e.^ € , ) == ———— ————?
e'ï—^a ^i—ef.

et posons

(3?)
\ (/^,^)-X/
' (/, g, a, c) ==Y,
\ (/,^^^)=Z.
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Xy Y, Z sont des fondions holomorphes, sans zéros.» au voisinage du
point à l ' i n f in i . Or, l 'é l iminat ion de / et g entre les relations (37)
conduit à une ident i té de Borel à six termes :

(• a -- b ) ( c — d ) ( X -i-- YZ ) -(-.. ( a — c ) ( d -- h ) ( Y -4- ZX )

4-- ( a - - d ) ( b --- c } ( Z + XY ) == o.

Remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs en fonction de f et g ' ; il v ient
(38) (a ~ZQ(r -,/)[(/- a}{f-b)^-~c)(y-d)

+(^^a)^—b){f..-n}{f-d)}
+ (a - <-)^/- À)[(/-.- a)(f~ c)(^- b)(^~- cl)

-4-(^-a)(^-.-)(/-^)(/-..-.-.^)]

+ ( a -d){b - ..)[(/- a)(/- ̂ )(^~ ^)(^~ .•)

+ (̂ .....-. ̂ )(^- d){f-b}{f^ c)} - o.

Désignons respectivement parX,^ X2, X^ X;;, X^ X^ les six termes
qui figurent au premier membre de (38), dans l'ordre où ils se pré-
sentent. Ce sont des fonctions méromorphes au voisinage du p o i n t a
l ' inf ini , et leurs rapports mutuels ne possèdent ni zéros ni pôles. Nous
appliquerons donc le théorème de Borel généralisé à Fidenti té (38);
les différents cas de décomposition possibles sont les suivants :

a. Un seul groupe comprenant les six fonctions;
^. Deux: groupes de trois fonctions;
Y. Un groupe de deux fonctions et un groupe de quatre;
o. Trois groupes de deux fonctions.

Le cas (3 se subdivise lu i -même en deux cas essentiellement distincts,
suivant que les trois fonctions d'un même groupe ont leurs indices
inférieurs tous différents, ou que deux de ces indices sont les mêmes.
Nous prendrons, comme types de chacun de ces deux cas,
(Pi) X.!.+ X,+ X,^ X2^- Xl-h X^ o,

(Ps) . X:i+Xf+X^X|i+X^XJEs:o.

Le cas y se subdivise aussi en deux cas essentiellement distincts :
(7i) , . , X Î+XÏE=XÎ+X^X^+XJ=EO,

.(72) . X î+X^Xî+Xj+X^-XJ^o.
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Enfin, le cas o se subdivise en trois :

(Ô,) X ' i——XJEEsX^X^EEsX^XJE-O,

(o,) X;4-X^X^4-X|=X^XJ==o, 1 , 1 ,
(0,) Xi+X^X^X^Xî-r-XJEEEO.

Je dis d'abord que, 11 et c désignant deux quelconques des quatre
nombres a, 6, c, d Çu^=.v), si deux des six rapports anharmoniques
(y, g\ u, P) sont réguliers à l 'infinie /' et g sont identiques. Écrivons
en eliet

\ (J. ^, / / , F ) ==P (^) ,
/ fj. ^, //,, ^ )=P,( ,y) ,

P et Pi étant des fonctions régulières à l ' in f in i . L'élimination de g
entre ces deux relations conduit, à une équation, du second degré au
plus en /. Si. elle permettait de calculer f en fonction de P et P < ,
f n'aurait pas de singularité essentielle à l ' inf ini . Il faut donc que
cette équation soit identiquement vérifiée, autrement dit, que les deux
relations écrites se réduisent à une seule. Or, si l'on y regarde, pour
un instant, P et P, comme des constanteSy/ 'et^" comme des variables,
elles définissent une homographie admettant les points doubles u, v,
(^ et ^ i , ce qu i fait au moins trois points doublés. Cette homographie
se réduit donc à la transformation identique, et l'on a

/(X) = ^(.X ). C. Q. F. D.

Cela posé, si l'on examinesuccessivement les cas énumérés plus haut,
en écrivant, pour chacun d'eux, que le rapport de deux fonctions d'un
même groupe n'a pas de singularité àFinfini , on trouve précisément,
au moins dans les cas a, ^, (î,>, y , , ys et 5^ que deux des six rapports
anharmoniques (/, g\ u^ v) sont réguliers à l ' infini. On en con-
clut/^^

Dans le cas 03, on a
[(/^^C1)?^!.

Si {j\ ë'^ ^ c)^!, on a /=^. Si (/, ̂  b, c )^—ï, on trouve
ensuite (/, g, a, 6 )==— i, ce qui est impossible, en vertu de la
remarque faite plus haut.
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Il reste à examiner le cas 03. L'élimination de / et y entre les
équations^

X^4-X^o et Xj4-X. j=EEO
donne

d'où ^
[(a, h, c, d)Y^=i,

(a, b^ c^ d) ==— i,

puisque les nombres a, by c, d sont distincts. On trouve ensuite

(f.^c.d)^-i,

cela exige que / et g admettent a et b comme valeurs exceptionnelles ;
sinon / et g prendraient ensemble la valeur a, par exemple; or on n^a
pas

(a, a, c, <:/)=--— i.

55. Tous les cas ayant été examinés, nous obtenons le théorème
suivant :

THÉORÈME VIII. — a, b\ c^ d désignant QUATRE nombres complexes dis-
tincts, il existe an plus une fonction, méromorphe au 'voisinage du point
singulier essentiel àFin fini\ pour laquelle E(a} y E(b\ E(c)., E{d') coïn-
cident respectivement, au voisinage de l'infinie wcc quatre ensembles
donnés A, B; C; D. Il y a exception .y/', les ensembles A et B étant vides
au voisinage de V infinie on a

(a, b,c, d)=— x ;

dans ce cas 5 s'il existe une fonction répondant à la question^ il en existe
deux^ et deux seulement, /*(^) et g(x^ et Von a

(/, ̂  <:., d)^—\.

Lorsque nous disons que deux ensembles coïncident au voisinage
de l ' infini , nous entendons qu'il existe un cercle de rayon assez
grandy à l'extérieur duquel ils coïncident.

Convenons alors de dire que deux ensembles de points coïncident
au sens large., lorsqu'ils ne difÏèrent que par un nombre fini de points.
Le théorème VIIIentrameévidemment le suivant :
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THÉORÈME VIII bis. — II existe au plus une/onction méromorphe dans
tout le plan, non rationnelle, pour laquelle E(a), E(6), E(c), E (rf) coïn-
cident au sens large awc quatre ensembles donnés A, B, C^ D; il y a
exception si, les ensembles A. et B n ayant qu'un nombre .fini de points,
on a

{€1. h, C, Cl) ==~ ï ;

dans ce cas 5 s'il exùte une fonction répondant à la question^ il en existe
deux^ et deux seulement^ fÇx) et g{x}^ et l'on a

(/^, ^)EEE~-I.

Ce théorème reste vrai a fortiori si l'on supprime les mots « au
sens large » ; le cas d'exception correspond alors seulement au cas
où les ensembles A et B sont vides. On retrouve ainsi un théorème dû
à G. Pôiya et TL Nevanlinna ( ( ).

56. Considérons maintenant trois fonctions f{x}, g{x) et h{x)^
méromorphes au voisinage du. point à l ' infini, supposé singulier
essentiel; admettons qu'elles prennent ensemble, au voisinage de
l'infini, trois valeurs distinctes a, b, c, que nous pouvons supposer
finies. Nous allons démontrer que deux de ces fonctions sont néces-
sairement identiques. Posons en effet

/ ( /^ ê^ ^ ^)=X,

^(/,^,.r-)=Y,

J(/, h, a, ^)==Z,

( ( / ,A ,a ,c )==T,

et éliminons /', g^ h entre ces relations; puis, dans ridentité obtenue,
remplaçons de nouveau X, Y, Z, T en fonction de/, g, h. Il vient, tous
calculs faits,
(39) (/ -a){g^-b){h - c)-h( f - b-)(^ - cY{k - a)

^ (J „. c)^-^- a){h -b}-{f- •c){s - b ).(A - a)

- {f-a){g^c){h-b} -.-(/- ^)(^~<z)(A-.-^)^o.

( i / G. Pôlva | Gj détail place dans ie cas OH les fondions sont entières et de
genre fini, et où l'une des quatre valeurs a, b.^ c, ci est précisément égale à rinfîni.
R. Nevanlinna [F, ô. p. 378] s^est ensuite placé dans îe cas général des fonctions
inéromorplies dans tout le plan.
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Désignons respectivement par X^ X'f, X,', — X^, ~ X^, — X^ les
six termes qui f igurent au premier membre de ('39), dans l'ordre où
ils se présentent. Ce sont des fonctions méromorphes au voisinage du
poin t à l ' infini , et leurs rapports mutuels ne possèdent ni zéros n i
pôles. On va leur appliquer, comme tout à l'heure, le théorème de
Borel généralisé.

On remarque d'abord que si les deux rapports anharmoniques
(j\ g y a, 6) et ( /, g^ a^ c) sont réguliers à l ' infini, on a/' EEEE^. On fait
en outre la remarque suivante : Si l'on a une identité

X^—X^so,

p et q désignant deux quelconques des indices i, 2, 3, différents ou
non, deux des trois fonctions /, g\ h sont identiques. Par exemple,
l'identité

X ' — X - o
donne

(/^ a)(^- b)(h - c) ̂  (/- c) {g~ b)(h ~ a),

et, par suite, comme g—b n'est pas identiquement nul, /====//.
Cela posé, on examine les cas de décomposition suivants :

a. Un seul groupe comprenant les six fonctions;
(3. Deux groupes de trois fonctions :

( (3i ) . . - X1; -4- XÏ + X^ X\ + X^ -+- X^ o,
(ps ) Xj -+" X2--- X:; ES X? —xf— X^ o ;

y. Un groupe de deax fonct ions et un groupe de quatre; d'après
une remarque précédente, il est inutile d'envisager le cas où les
indices inférieurs des deux fonctions du premier groupe sont diffé-
rents. On examinera donc seulement le cas suivant :

Xj -+- X^ Xf — XJ, — X^ - X.î =E o ;

à. Trois groupes de deux fonctions; mais il est inut i le d'envisager
ce cas, puisque, dans l'un au moins des trois groupes, les deux fonc-
tions ont des indices inférieurs différents.

Si, dans chacun des cas a, p , , [̂  et y, on écrit que le rapport de
deux fonctions d'un même groupe n'a pas de singularité à rinfmi, on
trouve que deux des trois fonctions/,^, h sont identiques, en vertu
de la remarque relative aux rapports anharmoniques. D'où le
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THÉORÈME IX ( l). — II exùîe au plus DEUX fonctions y. méromorphes au
voisinage du point-singulier essentiel à l'infinie pour lesquelles E(û)y
E(6), E(c) coïncident respectivement, au voisinage de rinftni, •wec mois-
ensembles donnés A^ B, C..

57. Ce théorème entraîne le suivant :

THÉOKÈME IX bis. — II existe au plus deux fonctions méromorphes
dans tout le plan^ non rationnelles^ pour lesquelles E(â), E(&), E(c)
coïncident au sens large avec trois ensembles donnés A 5 B, C.

Le théorème subsiste a fortiori si Von supprime les mots « au sens
large ».

En par t icul ier , il existe au plus deux fonctions, méromorphes dans
tout le plan, ayant un nombre fini de zéros et de pôles ( 2 ) , et pour les-
quelles E(i) coïncidé au sens large avec un ensemble donné. Or, s'il
en existe une, soit ./"(^), i l en existe une autre, —— • Donc la con-
naissance de l 'ensemble E(i) détermine les zéros et les pôles, qui sont
d'ailleurs interchangeables. D'ailleurs, si f(x") a au moins un zéro ou
un pôle, les zéros de/Y.r) et •—— ne coïncident pas..D'où le

./ ^'x)

THÉORÈME X. — II existe au plus une fonction f(x\ méromorphe dans
tout le plan, admettant au sens large un ensemble E(i) donné, ayant un
nombre fini de pâles et des zéros donnés en nombre fini^ pourçu qu'elle
possède au moins un zéro ou un pôle. .

Dans le cas d^une fonction f\x) Payant ni pôles ni zéros., il existe
une fonction et une seule, admettant le même ensemble E(i) que/(;2?),
et n'ayant ni pôles, ni zéros : c'est-/——• Nous retrouvons là un théo-

('' ) Lorsque j'rti publié ce théorème clans les Comptefs rendus^ deux cas particuliers
en avaient seulement, été envisagés jasque-lù : le cas des fonctions entières admettant
deux valeurs exceptionnelles (Polya et Nevanlinna ), et le cas des fonctions entières
(•Fordre fini non entier [F, b, p. 387]. R. Nevanlinna a publie ensuite ce inêine théorème
dans les Comples rendus^ t. -180, 1928, p. ^89.

( t 2 ) Les zéros et les pôles ne sont pas donnés.' , ,
Ann. Éc, Norm., (3);. XLV. — NOVEMBRE 1928, 4^
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rème dû à G. Pôlya (') dans le cas des fonct ions entières de ^enre
f i n i , et é tendu par R . N e v a n l i n n a [F, h, p. 388] aux fonctions entières
de genre que lconque . D'après ces deux auteurs, le théorème est vrai
même si l'on fa i t abstraction des ordres de mult ipl ici té des racines de
l 'équation

/(.r)=î.

Nous venons de supposer, 'pour s impli f ier^ a = o, b === ce, c = i; il
va sans dire que l'on passe de ce cas au cas général par une transfor-
mation homographique.

THÉORÈME XI (2). — Étant donnés trois ensembles A., B, C quelconques^
il n'existe pas, en générale de fonction mérornorphe dans tout le plan,
pour laquelle E(a), E(è), E(c) coïncident respectivement m'ec A, B, G.

Nous allons même montrer davantage : il n'existe pas, en général,
de fonction pour laquelle, E(^) coïncidant avec A, E(6) et, EÇc) coïn-
cident au sens large avec B et G. En effet, en vertu du théorème IX bis^
il existe au plus deux fonctions pour lesquelles E(a), E ( h ' ) , E(c) coïn-
cident au sens large avec A, B, G; soient E \ ( a ) et Ey( 'a) les
ensembles EÇa) relatifs à ces fonct ions , si elles existent. Prenons alors
un ensemble quelconque A', d is t inct de E,,(^) et E^(a), el assujett i à
coïncider au sens large avec A. 11 n'existe aucune fonct ion pour
laquel le , E(//) coïncidant avecA^ E(A) etE(c) coïncident au. sens large
avec B et G.

En particulier , il n'existe pas en général de fonction méromorpfie
dans tout le plan^ ayant des zéros et des pôles en nombre fini^ et admet-
tant un ensemble E(i) donné.

Revenons au théorème IX. S'il existe deux fonctions/(.r) ei g ' ( ^ ) ^
rnéromorplies au voisinage du point à r i n f in iy et prenant ensemble
trois valeurs au voisinage de l ' i n f i n i e o, x et oc par exemple, on peut
écrire

^-i; ^Z_J,.^v •
^ "I 5 ./ ^ — ï . '

( ' ; G. Pôlya (Dentsc/ie Math. Ver.^ t. 32; Kp.3, p. r6) énonce ce théorème sous Ïa
forme suivante : Si les points où deux polynômes prennent des valeurs entières
coïncidente leur somme ou leur différence est constante.

(2 ) II est à peine besoin de l'appeler qii''on peut toujours construire mie fonction,
méromorphe dans tout le phni, adinettant deux ensembles E(a) et E ( C > ) donnés, par
exemple admettant des zéros et. des pôles donnés.
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d'où l'on t i re

( - iô ) ,^-^ .-î^iJ-TZ^17 ^ - ~ • ii -,- ^-

U et V étant des fonctions holomorphes, sans zéros, au voisinage du
point à l ' infini. Réciproquement, U et Y étant deux telles fonctions, les
formules (4o) définissent deux fonct ions / et g prenant ensemble les
valeurs o, i et oc' au voisinage de l ' infini .

En par t icul ier , les deux fonctions
î._ e^'~ i — e~5^'

f^)=Y~=^' ^)= i~^
sont méromorphes dans tout le plan, possèdent les mêmes ensembles
E(o), E ( î ) et E(oo), et n'admettent d'ailleurs aucune valeur excep-
tionnelle ( ' ).

58. Considérons main tenan t quatre fonctions/,,/,, g-i, g^ méro-
morphes au voisinage du p o i n t a l ' in f in i supposé singulier essentiel;
admettons qu'au voisinage de l ' inf ini , ces quatre fonctions prennent
ensemble deux valeurs ( in ies a et b, que / et /, prennent ensemble
la valeur e, et que g\ et ^2 prennent ensemble la va leur c. Nous pou-
vons supposer c infini .

On est alors ramené à l 'étude de l ' identité à hui t termes
( 4 1 ) (/i — a ) ( g-, — b ) -4- ( /ï — a ') ( ̂  — b }

4- (^~ a ) { f , — b ) 4- {^- a){f, - b}

- ( /, - h ) ( ̂  - a ) - ( /, - ̂  ) < ̂  - a )
_ ( ̂  - b ) ( f, - a ) - ( ̂  ~ b ' ) ( /, - » ) =-- o.

Le rapport de deux termes quelconques est holomorphe et ne s'annule
pas au voisinage de l ' inf in i . Les cas de décomposi t ion à examiner sont
très nombreux; dans la plupart d'entre eux, on trouve que deux des
quatre fonctions sont identiques, mais il y a également des cas assez
nombreux où il n'en est rien.

Les hypothèses précédentes étant maintenues, supposons en outre

( i ) Au contraire, nous avons vu que deux fonctions qui prennent ensemble quatre
valeurs possèdent nécessairement deux valeurs exceptionnelles (théorème VIIÏ).
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que les fonctions /i, /a, ^i, ^'2 prennent une inf ini té de fois chacune
dès-valeurs a et b. Dans ces conditions, il suffit que J l ~_ a soit régulier
à l'infini, pour que/'i et/a soient identiques; en effet, /'i prenant une
infinité de fois la valeur b, ^——^ prend une infinité de fois la valeur un,

J -i ^
et par suite est identique à un. c. Q. F. D.

Celte remarque facilite rexamen de tous les cas de décomposition,
et l'on arrive à la conclusion suivante : deux des fonctions f\, f\, g\,
g^ sont identiques, sauf dans le cas où l 'on a

j — a _ ^•i — a fï — a _ ^2—^
(-l') J^——^Z-J/ 7^------,^-T

ce qui en t ra îne inversement

gi — a ̂  J\ — (( î^Zlf—^^ZL^
^-^~ J\-b' ^-ï~~' J\-^

Remarquons d^ai l leurs que si l^on a deux fonctions g\ et ^'.j, prenant
ensemble les valeurs a, h et ce, les formules (4^) définissent deux
fonctions /, et/a, prenant ensemble les valeurs a, b et oo; de plus les
quatre fonctions /'i, f^y ^ ' i y g'^ prennent ensemble les valeurs ' a et &.

59. L'étude précédente conduit au théorème suivant :

THÉORÈME XII. — a et b désignant deux nombres complexes finis et
distincts^ considérons la famille de toutes les fonctions méromorphes au
voisinage du point à Vinfini^ et admettante au voisinage de l'infinie
deux ensembles E(a) et E(&) donnés^ dont chacun contient une infinité
de^ points. Étant donné un ensemble M quelconque de points^ il existe au
plus IÎINE fonction de la famille pour laquelle E(oo) coïncide (wec M au
voisinage de Vinjini^ sauf peut-être pour DEUX ensembles exception-
nels^ Mi etM^y pour chacun desquels il existe deux fonctions: en outre,
s^il y a un ensemble exceptionnel^ il y en a deux.

Supposons., en effet , qu'il existe un ensemble exceptionnel M ) , et

( 1 ) Non? ne considérons pris conniie distincts deiiK ensembles qui coïncident au voi-
sinage de Pinnni.
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soient g^ et g^ les deux fonctions de la famille pour lesquelles
E(oo) coïncide avec M , ; nous savons, d'après le théorème IX, qu'il
n'existe pas plus de deux, telles fonctions. Lesîormules (42) nousfont
alors connaître deux fonctions /', et/a de la famille, qui admettent un
même ensemble E(oo), soit M,»; c'est un second ensemble excep-
tionnel.

• II n'y en a pas d'autre. Soient en effet M^ un ensemble exceptionnel
/^ et //2 les fonctions correspondantes; si M^ ne coïncide pas avec M( ,
les fonctions g , , .^, h^ Ju sont distinctes, et l'on a alors, d'après
l'étude précédente,

/ / i — a _ ^ - i—a ii.^—ci ^—a
j^~z~^ — ~ ̂ zzj)? ~h^zj) ̂  ~ -^-zr^î

et, par suite, A., ==/,,, h^==:f^ Donc, si M» ne coïncide pas avec M < , il
coïncide avec Ma- Le théorème XII est complètement démontré.

Nous avons admis, il est vrai; que les ensembles M, et Ma ne coïnci-
d a i e n t pas an voisinage de l ' i n f in i ; pour s'en assurer, il suffit de
vérifier ( ' ) q u e chacune des fonctions/, et f\, définies par les for-
mules (4'2), est distincte de chacune des fonctions g ' ^ et §'2.

Par exemple, on ne peut pas avoir/, SEE^ ; on aurait alors en effet

'̂l -+- é'î =E 2 b '•>

c'est impossible, puisque g\ et §\ prennent ensemble la valeur a, et
la prennent effectivement.

60. Appliquons le théorème XII au cas des fonctions méromorphes
dans tout le p lan; nous y avions supposé a et b finis et c inf ini ; nous
allons, cette fois, pour rendre le théorème plus frappant, supposer
a == o, b === o3, c= ï * Nous obtenons alors le

THÉORÈME XII bu. — Considérons la famille de toutes les fonctions
méromorphes dans tout le plan ̂  pour lesquelles E(o) et E(x) coïncident
au sens large avec deux ensembles in/inis donnés (2) . Étant donné un

( ') Cciit suffit.) car, si les qii«trc fonctions j^i,/a, .^'1, ,̂ '2 sont distinctes, comnie elles
yd me lient, d^tutre part, les mcrnes ensembles E(a) et, E(^), elles ne peuvent, admettre
loules îe mênie ensemble Efso), en vertu du théorème IX.

( ï ) Ces fonctions sont de la forme ^{x')R( y^e^^'^ ^ étant\\nû fonction niéromorphe
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ensemble M quelconque, il existe au plus une fonction de la famille pour
laquelle E(ï) coïncide avec M au sens large 5 sauf peut-être pour deux
ensembles exceptionnels ( i ) M, <^ M 2, pow chacun desquels il existe deux
fonctions.: en outre^ s^il y a un ensemble exceptionnel^ il y en a deux,

Enfin, on peut reprendre l'étude de l'identité (41)5 dans le cas où
les fonctions /i, /a, g^ g^ du paragraphe 58 sont méromorphes dans
tout le p lan . Mais, au l ieu de supposer que ces fonctions p r e n n e n t une
in f in i t é de fois chacune des valeurs a et 6, il suffît de supposer qu'elles
prennent au moins une fois chacune des valeurs a et h. Si alors J-—n
i. j ̂  — fi
est constant, on en conclu t /i==y'2, et la démonstrat ion s'achève
comme précédemment. On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME XII fer. — Considérons la famille de toutes les fonctions
méromorphes dans tout le plan ̂  admettant des zéros et des pôles donnés^
et admettant au moins un zéro et au moins un pôle. Etant donné un
ensemble M quelconque^ il existe au plus une ( L > ) fonction de la famille
pour laquelle E(i) coïncide avec M, sauf peut-être pour deux ensembles
exceptionnels M, ^ M^ pour chacun desquels il existe de ux Jonctions;
s^il y a un ensemble exceptionnel^ il y en. a deux,

Nous pouvons ajouter ici : Pour une distribution donnée de zéros et
de pôles, il n existe pas^ en générale d'ensemble exceptionnel. En effet,
il n 'en existe pas lorsque les zéros et les pôles donnés sont en nombre
f in i , en vertu du théorème X. Laissons de côté le cas où i l y aurai t un
nombre f in i de pôles et u n e in f in i t é de zéros, par exemple, et venons
au cas où les pôles, ainsi que les zéros, sont en nombre i n f i n i . Dési-
gnons par A l ' ensemble des pôles, par B l 'ensemble des zéros. En
vertu du théorème XII bis^ i l existe au pins deux couples de fonc-
tions, /, et y'̂  ^'i et^\,, pour lesquelles E(cc') et E(o) co ïnc iden t au
sens large avec A et B, et telles, en outre, que les ensembles E( i) rela-
tifs à /, et à /2 coïncident au sens large, et que les ensembles E(i)

donnée, qui admet (les zéros et des pôles en nombre inlini, l{i' x } une fonction ration-
nelle arbifrairc. e tG( , r ) une foncli'on ent ière orhitrflire.

( 1 } Définis chacun à tin nombre fini de poinis près.
C 2 ) Et, en général; il n'en existe pas, en vertu du théorème XL
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relatifs a g\ et g\^ coïncident au sens large. Prenons alors deux
ensembles A' et B' quelconques , coïncidant au sens large avec A et B,
et tels que l 'ensemble A' ne soit identique à. aucun des quatre
ensembles E(oc) relatifs à chacune des quatre fonctions/^ /^ gv, ^'a*
II est clair que., si l'on considère m a i n t e n a n t la famille des fonctions
ayant pour pôles les points de A', et pour zéros.les points de B'\, il n'y
a pas d'ensemble E ( ï ) except ionnel pour cette famil le .

61. Nous allons étudier main tenan t un problème d'un genre nou-
veau, relatif non plus à un système de fonctions prenant ensemble
certaines valeurs, mais à une famille infinie de tels systèmes. Au lien
d'avoir à considérer une seule identité, de Borel, nous aurons à en
considérer une infinité, et nous leur appliquerons le critère de famille
complexe normale du Chapitre III. Bornons-nous, pour rester dans le
cas simple d'une identi'té à quatre termes, au problème suivant :

Trouver un critère de famille complexe normale pour une famille de
systèmes de deux fonctions ç(.j') et 4i(•r)» holomorphes dans un
domaine D, ny prenant pas la valeur zéro^ et y prenant ensemble la
valeur un.

Posons

A est une fonct ion holomorphe, sans zéros, et nous avons l ' identité
Q „- i _{- ^ — y.^ ̂  0,

à laquel le nous appliquons le théorème VI . Il suffît d'envisager toutes
les circonstances prévues dans l'énoncé de ce théorème; nous n'indi-
querons pas le détail de cette d iscuss ion; nous en avons déjà fait de
semblables ( '). On trouve le théorème suivant :

THÉORÈME XI 1 1 . — Étant donnée une famille de systèmes de deux
fonctions ^ ( x ) et ^(^), holomorphes^ sans zéros, et prenant ensemble la
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, valeur un, on peut en extraire une suite infinie de systèmes^ pour laquelle
se trouve réalisée Viine des circonstances suivantes :

i° ç et ^ convergent au sens large ;

2° y — i, -.—— <^ 4^ > • _ • " " " convergent vers zéro, — et la circonstance

analogue^ obtenue en permutant ç> et ̂ ;

3" _ ̂  _—— convergent vers un:^ ^ — i °
QrL —— I 0?J; —— i

4° ou^ — i, -IJ—— 6'Z ——— convergent vers zéro.
^ 1 T Q —— 1 W —— 1 a

6*2.. Le théorème précédent permet de démontrer le

THÉORÈME XIV. -— Soient deux fonctions fÇx) et g (x^ holomorphes
et sans zéros au voisinage du point à l'infinie supposé singulier essentiel.
Si I''on peut trouver une suite infinie de couronnes circulaires C,̂  hom.o-
thétiques entre elles et s ) éloignant à l/infini^ de façon que^ dans chacune
d^elleSy les fonctions f et g prennent ensemble la valeur un^ on a néces-
sairement

f ( X ) EES ^-( X ) 0 II f ( X ) = ————— .
6\ x )

Indiquons sommairement , la démons t ra t ion .
Considérons la couronne C,, comme transformée d 'une couronne

fixe Co par u n e subs t i t u t ion linéaire x1 = S/,(^). Envisageons alors,
dans la couronne Co, la famil le des fonct ions

et
9/,(^)'==/[S/,(^)j

ô/,(^==,^S,/.(>)],

et appliquons-leur le théorème XIII . Le cas 1° ne peut se présenter,
car l 'une des fonct ions /(.r) et —— serait bornée sur une inf in i té de
circonférences s 'é loignant à l ' i n f i n i , donc serait constante. De même,
le cas 2° ne peut se présenter, car / ou g serait ident ique à un. Dans
le cas 3°, on a nécessairement f(x)^g(x). Dans le cas 4° enf in , on
a/(.r)^(^)E=Hi. Le théorème est démontré. Il complète le théorème
de G. Pôlya et R. Nevan l i nna déjà cité (§ 57).
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61. On peut encore le compléter de la façon suivante :

THÉORÈME XY. — Soient deux fonctions distinctes /(^) et §'(^)j
holomorphes et sans zéros au voisinage du point singulier essentiel
à rin fini. Supposons

/«)^(^)^i.

Soit alors une suite arbitraire de nombres complexes ^.fa,? . . . ,€ ; / , , . . .
qui tendent vers rin fini. Étant donnée une cireon^irénGe T a^ant son
centre à r origine et un rayon arbitraire^ il exis^^m '-pc^nt ^sur cette
circonférence, et une suite infinie 0^5 c^, . . ̂ .̂5 ... ."^ ecçtva&.îe de la
suite précédente, qui jouissent de la propriété Sff&anîe^ : /:4^'T

C désignant un cercle de centre ^o ^ d6 ^^^^J1^7^1^ P^1^
et C^, C^, . . ., C^., . . . désignant les c^rfe^^^^M^//^ de C par
rapport à l'origine, dans les rapports respectiy^è^^j ̂  . .., a^ . ..,

la fonction •̂ ~1- a au moins un zéro ou un pôle dans chacun des cercles
' J ff—1

C/,^ à partir d^un certain rang-.

On sait que G. Julia ( ' ) a démontré des théorèmes analogues en
partant du pr inc ipe : « si une famille de fonctions n'est pas normale
dans un domaine , il existe au moins un point du domaine où elle n'est
pas normale. » Ici, le raisonnement est forcément un peu différent;
voici, exposée très br ièvement , , la suite des idées.

Supposons que, étant donné un point quelconque s sur la circonfé-
rence F, on puisse trouver un cercle G de centrer jouissant de la pro-
priété suivante : de toute suite infinie extraite de la suite cr^ on peut
extraire une nouvelle suite i n f i n i e a^, a-^, . . ., cr^, . . ., telle que la
fonction ^—Lî- n 'ait n i pôles ni zéros dans chacun des cercles C,^C>,, . . . ,
C^ . . .."En invoquant le théorème de Borel-Lebesgue, on peut être
ramené au cas d 'application du théorème XIV. On aurait donc

f { x } ̂  ^ { x ) ou . f(^) =E ̂ ^,

ce qui est contraire à l'hypoûlèse.

[ ( L ^ J .
Ann.Éc. Norm., (3), XLV. — iSovEMBRE 1928. 44
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Par conséquent., il existe sur .F un point ̂  qui jouit de la propriété
suivante : étant donné un cercle C quelconque, de centre ^05 on peut
trouver une suite in f in ie a^ telle que, dans chacun des cercles C,^ ,
la fonction '̂ —— ait au moins un zéro ou un pôle. Prenons alors une
suite inf inie de cercles, de centre :?„, dont les rayons tendent vers
zéro; pour chacun d'eux nous avons une suite cr,^. La suite diagonale
fournit la suite a/, de l 'énoncé, et le théorème est démontré.


