
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

ELIE CARTAN
Sur la déformation projective des surfaces

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 37 (1920), p. 259-356
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1920_3_37__259_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1920, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1920_3_37__259_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR •

LA DÉFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES
PAR M. E, CARTAN,

M. G. Fubini a publ ié récemment un Mémoire sur V applicabilité
projeclive des surfaces ( i) . Pour bien comprendre le problème qu'il s'y '
est posé, il ne sera pas inut i le de donner quelques explications préli-
minaires.

Dans la théorie classique de la déformation de Gauss, deux surfaces
(S) et (S) sont d i tes applicables^ l'on peut établir entre elles une
correspondance ponctuelle telle que, si M e t P sont deux points corres-
pondants quelconques des deux surfaces, toute portion inf in iment
petite de (S) entourant M est égale, aux infiniment petits du second
ordre près, \\ la por t ion i n f i n i m e n t peti te correspondante de (2) entou-
rant P. On peut préciser ce que cet énoncé a d'un peu vague en
imaginant qu'on ait transporté la surface ( ï ) de manière à réaliser la
coïncidence, aux in f in imen t petits du second ordre près, des deux
portions i n f in imen t petites correspondantes des deux surfaces; cela
signifie que le po in t P coïncide avec le point M et que la distance de
deux points correspondants M\ P' de (S) et de (S), inf iniment voisins
l'un de-M, l'autre de P, est un infiniment petit du second ordre par
rapport à la distance MM'(ou PP').
. On peut exprimer la propriété précédente d'une manière encore

( l ) Guîdo FUBÏNI , ^ppllcabiîi(à proiettlw di duc superficie {ïieîidicond del Circoîû
matem. di Paîermo, t. XLI, 1916, p. i35-i6a). Depuis, M. Fabinî, dans différents
Mémoires sur la Géométrie différentielle projective des surfaces, est revenu incidemment
sur les. propriétés géométriques d& PapplicabilUé projective, niais sans aborder le pro-
blème de l'existence et da degré de généralité des surfaces projectivement applicables
sur une surface dôîiûée.
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plus précise, et beaucoup plus générale, en imaginant qu'on ait fait
choix sur la surface (S) d'un système quelconque de coordonnées
curvilignes t^ ^ et sur la surface (S) du système de coordonnées cur-
vilignes correspondant (c'est-à-dire tel que deux points correspon-
dants des deux surfaces aient les mêmes coordonnées curvilignes), en
imaginant d'antre part qu'on ait fait choix dans l'espace d'un système
de coordonnées (oc, y, z\ quelconque, cartésien ou non. Les deux sur-
faces sont alors applicables si, étant donné un point quelconque M de (S),
on peut déplacer la surface (S) de manière ({lie les coordonnées X, Y, Z
d 9 un point de la surface (S) dans sa nouvelle position et leurs dérivées par-
tielles du premier ordre par rapport à ̂ , ̂  aient les mêmes valeurs numé-
riques que les coordonnées x ^ y , z d^un point de ( S ) et leurs dérivées
partielles du premier ordre par rapport à t^t.^ lorsqu'on donne à ^ et t^
les valeurs numériques qui correspondent au point M.

Dans l 'énoncé précédent, la no t ion euclidienne de distance n'inter"
vient plus pour exprimer l 'égali té ( ' euc l id ienne) des deux portions
i n f i n i m e n t petites correspondantes de la surface (S) et de la sur-
face (S) transportée^ parce que celle relation à'égalité se conserve quand
on soumet les deux surfaces à une même transformation ponctuelle quel"
conque. La propriété des deux surfaces (S) et (S) d'être applicables
l ' une sur l 'autre reste cependant une propriété métrique euclidienne
parce qu'on déplace (S) suivant les lois de la géométrie euclidienne,
sans qu'elle cesse d'être égale à elle-même.

Formulé ainsi, le problème de la déformation admet évidemment
une double généralisation :

i° D'une part, on peut remplacer Fespace euclidien par un autre
espace (non euclidien, projectif, affine, etc.); autrement d i t , on peut
substituer au groupe des déplacements euclidiens un autre groupe
fondamental G.

2° D'autre part, on peut considérer, en même temps que les dérivées
partielles du premier ordre de x, y , z , par rapport à ^ et ^, les dérivées
partielles jusqu'à un certain ordre A.

Pour énoncer simplement le problème général auquel on arrive,
empruntons à M. Fubini la définition suivante :

Etant données deux surfaces (S) et (S') ent re lesquelles on a établi
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une correspondance ponctuelle, et telles que deux points correspon-"
dants des deux surfaces coïncident en un même pointA, nous dirons
que ces deux surfaces ont en A un contact analytique d'ordre h si
deux portions inf in iment petites correspondantes des deux surfaces
entourant le point A sont égales aux in finiment petits prés d'ordre h -r-1^
d'une manière plus précise si, étant choisi sur la première un système
quelconque de coordonnées curvilignes (^, ^) et sur la seconde un
système correspondant tel que deux points correspondants des deux
surfaces aient les mêmes coordonnées curvi l ignes, les coordonnées
x^ y, G d'un point de (S) ainsi que toutes leurs dérivées partielles par
rapport à t^ ^ jusqu'au A1"110 ordre inclus, sont numériquement
égales aux quant i tés analogues relatives a (S') quand on donne à î^ ^
les valeurs numériques qui correspondent au po in t commun A.

D'après cela, deux surfaces (S) et (S) seront dites applicables
d'ordre h relativement an groupe fondamental G, si l'on peut établir
entre ces deux surfaces une' correspondance ponctuelle jonissrint de la
propriété s idwnte : Etant donné un point quelconque M de la première
surface (S), on peut effectuer sur la surface (2) une t/rms^orm.dtion du
groupe G telle que la surface (S') transformée de (S) ait avec la sur-
face (S) au point M un contact analytique d'ordre h.

Si l'on prend h == i et le groupe des transformations par simil i tude,
la notion d 'appl icabi l i té se confond avec celle de représentation con-
forme; 'il en est de même si l'on prend pour G le groupe plus général
des transformations conformés (1).

On,peu t rendre les considérations précédentes plus intuitives en
employant un langage c inémat ique; il suffit pour cela de donner, par
convention, à toute transformation du groupe G, le nom de dépla-
cement dans Pespace (c'est en réalité un déplacement de la Géométrie
qui admet le groupe .G comme groupe fondamental). La surface (2)
peut ainsi être regardée comme animée d'un mouvement à deux para-
mètres ( ^ i , ^2), et elle est applicable d'ordre k sur (S) si Von peut choisir
ce mowement à deux paramètres de manière quà chaque instant (t^ £^)

(1) C'est à ce point de vue que je me suis placé pour étudier le problème de la repré-
sentation conforme dans un espace à plus de quatre dimensions (Bulletin, de la Société
mathématique de France^ t. XLV, 1917, p. Sj-i-n, et t. "XLVI, 19^9, p, 84-io5).
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elle soit tangente à (S) et ait avec (S), au point de contact, un contact
analytique d'ordre h,

Tout mouvement d'un point à plusieurs paramètres comporte, pour
ce point des vitesses, des accélérations du premier, du seconde ...
ordre. Si, dans le cas qui nous occupe, on considère le point mobile
fictif qui, coïncide à chaque instant ( / . i , ^) avec le point de contact de
la surface fixe (S) et de la surface mobile (S), on voi t ,que le mouve-
ment absolu de ce point se fait sur (S), le mouvement relatif SUT (S),
et ce qui caractérise l 'applicabilité d'ordre h de (S) sur (S), c'est
qu'a chaque instant (^, ^) le point mobile fictif de contact a ses vitesses
relatives, ses accélérations relatives du premier, ..., du ( h — i)1^ ordre
respectivement égales à ses vitesses absolues, à ses accélérations absolues
du premier y ..., du (À — i)1^10.ordre.

Dans le cas de la déformat ion du premier ordre, la propriété d'éga-
lité des vitesses relatives et des vitesses absolues est équivalente à la
propriété des vitesses d 'entraînement d^être nulles', c'est-à-dire à la
propriété du mouvement de la surface (S) de se faire sans glissement ; on
retrouve ainsi l'idée physique pr imi t ive qui est à la base du problème
classique de la déformation. Dans le cas des déformations d'ordre
supérieur, i l ' n ' ex is te p lus de propriété c i n é m a t i q u e aussi i n tu i t i ve du
mouvement (d 'ent ra înement) qui. réalise l ' appl icat ion de (S) sur (S) ;
à chaque groupe particulier correspondent des propriétés cinéma-tiques
•particulières.

L'objet des Mémoires cités plus haut de M. Fubini est l'étude de
l'applicabilité .du second'ordre par rapport au groupe des transfor-
mations projectives, ôu,plus 'brièvement,, de l 'appl icabi l i té projective
du second, ordre. Leur résultat principal est un très intéressant Shéo-
rème d'après lequel pour que 'deux surfaces soient projectivemeni
applicables du .second ordre l'une sur Fautrej.! faut et il suffit qu ' i l
existe entre ces deux surfaces, une correspondance ponctuel le trans-
formant une cer ta ine forme différentielle relative à la première-surface
dans la forme -différentielle analogue relative ..à la seconde surface.
Cette forme diflerentielle est le quotient de deux formes entières, une
cubique et une quadrat ique; la forme quadrat ique, , égalée à zéro,
donne les lignes asymptotiques delà surface; la forme cubiquey égalée.
à zéro, donne trois familles de lignes-remarquables appelées lignes de
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Darboax-Seyre. Ce théorème de M. Fubini établit ainsi une parenté de
plus entre le problème classique de la déformation ordinaire;, où inter-
vient le ds2 de la surface, et le problème de la déformation projeclive
du second, ordre. Mais i l est loin d'épuiser la question; d'une part, en
effet, la forme cubique de Darboux-Segre s 'évanouit pour - l es qua-
dmiues et les surfaces développables; d'autre part, même pour les sur-
faces non développabîes, le théorème fn question foun'nl une propriété
de l'application projective du second ordre p lu tô t cirrune méthode
pour résoudre les problèmes que pose l 'applicabilité, à savoir trouver
toutes les surfaces applicables sur une surface donnée ; reconnaître
si. deux surfaces données sont applicables l 'une sur l 'autre; déter-
miner, dans le cas où elles le son t^ la correspondance ponctuelle qui
réalise cette application. Ces problèmes sont. laissés à Famère-plan
du Mémoire de M. Fubini . Ils ont cependant une importance fonda-
mentale, car n par hasard une surface quelconque né fait applicable que
sur elle-même (et sur celles qu'on en déduit par une transformation
projective), ou, pour parler plus brièvement, si toute surface était pro-
jectivement indéformable^ il n'y aurait plus lieu de s\')cci.ïper des
propriétés géométriques de l'application projective. Ce n'est heureu-
sement pas ce qui se passe. Néanmoins, l 'étude directe du problème
qu'on trouvera dans le présent Mémoire montre que la. propriété d'être
projectivement déformable n appartient^ en dehors des surfaces réglérs^
qu'à des surfaces exceptionnelles. Ces surfaces dépendent de six fonc-
tions arbitraires d'un argument. Elles n'admettent du reste, en général,

, que des-déformées formant, une famille continue de surfaces dépen-
dant rf'im.^aramA/y; exceptionnellement,.elles peuvent admettre des
déformées formant une famille continue dépendant de trois para-
mètres :"les familles de surfaces ainsi- privilégiées dépendent de deux,
fonctions arbitraires d'un argument; on peut former explicitement les
équations différentielles linéaires auxquelles satisfont les coordonnées
projectives d'un de leurs points.

Les surfaces réglées non développables admettent toujours une
infinité de déformées dépendant d'une fonction arbitraire d'un argu-
ment. Enfin, deux surfaces développables quelconques sont toujours
applicables l'une sur l'autre et la correspondance ponctuelle qui réalise
l'application dépend encore de trois fonctions arbitraires d'un argument,
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M. Fubini considère également, dans ses Mémoires,- l 'applicat ion
projective des Ilypersurfaces dans un espace à plus de trois dimen-
sions. Or, là, le résultat est d igne de remarque : les hypersur faces non
développables (les seules que M. Fubini considère) ne sont jamnis projec-
îivcment dèformaUes; deux Ilypersurfaces développables, au contraire,
sont en général applicables l 'une sur l'autre, et la correspondance
ponctuelle qui réalise l 'application dépend de deux fonct ions arbitraires
d'un argument (au lieu de trois dans l'espace à trois dimensions).

J'ai laissé de côté, dans l'exposé précédent, une autre espèce d'ap-
plicabil i té projective considérée par M. Fubini , et qui repose sur la
notion de contact géométrique substituée à celle de contact analytique,
Deux surfaces entre lesquelles on a établi une correspondance ponc-
tuelle et qui ont un point A commun qui e s t a lui-même son propre
correspondant, sont dites avoir en A un contact géométrique d^ordre h
si. deux courbes correspondantes quelconques (passant par A) des
deux surfaces ont entre elles un contact ordinaire d'ordre h. Il se
trouve que si l'on peut, dan s l'espace projecti/\ déplacer une surface (2)
de maniéré qu'elle ait à chaque instant (^, t^) un contact géométrique
du second ordre avec une surface (S), on pourra également la déplacer
de manière à réaliser un contact analytique. Mais c'est là u n e pro-
priété qui ne se généralise pas pour un groupe fondamental quelconque,
par exemple pour le groupe affine qui conserve le plan de rinfini. 11
ne me semble pas que cette notion du contact géométrique ait une
aussi grande importance que celle du contact analytique, et elle paraît
en tout cas beaucoup plus artificielle ( ' ).

Laissons ce point de vue de côté et bornons-nous à la notion de
contact analytique. Il est bien évident qu'on peut formuler un pro-
blème général de la déformation d'ordre À dans un espace à un nombre
quelconque n de dimensions, pour un groupe fondamental quel-
conque; ce problème pourra être posé pour des variétés à un nombre
donné p de dimensions, et même pour la variété formée par l'espace

(1) Peut-être M. Fubini y a-t-il été conduit par le désir de faire rentrer la représen-
tation conforme dans les problèmes de déformation (géométrique) du premier ordre de
l'espace euclidien; mais elle est à considérer beaucoup plus naturellement comme une
déformation {analytique) du premier ordre dans l'espace conforme,


