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SUR

LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES

Psr M. E. CARTAN.

————O E—— —

M. G. Fubini a publié récemment un Mémoire sur V'applicabilité
projective des surfaces (). Pour bien comprendre le probleme qu’il 8’y
est posé, il ne sera pas inatile de donner quelques explications préli-
minaires.

Dans la théorie classique de la déformation de Gauss, deux surfaces
(S) et (I) sont dites applicables si I'on peut établir entre elles une
correspondance ponctuelle telle que,si Met P sont deux points corres-
pondants quelconques des deux surfaces, toute portion infiniment
petite de (S) entourant M est égale. aux infiniment peuts du second
ordre pres, i la portion infiniment petite correspondante de () entou-
rant P. On peut préciscr ce que cet énoncé a d’'un peu vague en
imaginant qu’on ait transporté la surface (2) de maniére i réaliser la
coincidence, aux infiniment petits du second ordre pres, des deux
portions infiniment petites correspondantes des deux surfaces; cela
signifie que le point P coincide avec le point M et que la distance de
deux points correspondants M, P de (S) et de (£), infiniment voisins
'un de-M, I'autre de P, est un infiniment petit du second ordre par
rapport & la distance MM’ (ou PP’). ~

On peut exprimer la propriété précédente d’une maniére encore

() Guido FumiNy, dpplicabilita proiettiva di duc superficte (Rendiconti del Circolo
matem. di Palermo, t. XLI, 1916, p. 135-162). Depuis, M. Fubini, dans différents
Mémoires sur la Géométric différenticlle projective des surfaces, est revenn incidemment
sur les.propriétés géomélriques de 'applicabilité projective, mais sans aborder le pro-
bleme de I'existence et du degré de généralité des surfaces projectivement applicables
sur une surface donnée. -
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plus précise, et beaucoup plus génerale, en imaginant qu’on ait fait
choix sur la surface (S) d’un systéeme quelconque de coordonncées
curvilignes ¢,, ¢, et sur la surface (X) du systéme de coordonnées cur-
vilignes correspondant (c’est-a-dire tel que deux points correspon-
dants des deux surfaces aient les mémes coordonnées curvilignes), en
imaginant d’autre part qu’on ait fait choix dans 'espace d’un systeme
de coordonnées (z, v, 5) quelconque, cartésien ou non. Les deusx sur-
Jaces sont alors applicables st, étant donné un point quelcongue Mde (S),
on peut déplacer la surface (£) de maniere que les coordonnécs X, Y, Z
d’un potnt de la surface (X)) dans sa nouvelle position et leurs dérivées par-
tielles du premier ordre par rapport at,, t, aient les mémes valeurs numeé-
riques que les coordonnées x, v, = d'un point de (S) et leurs déripées
partielles du premier ordre par rapport a t,, t,, lorsqu’on donne a t, et t,
les valeurs numériques que correspondent au point M.

Dans I'énoncé précédent, la notion euclidienne de distance n’inter-
vient plus pour exprimer I'égalit¢ (euclidienne) des deux portions
infiniment petites correspondantes de la surface (8) et de la sur-
lace () transportée, parce que cette relation d’égalité se conserve quand
on soumet les deux surfaces a une méme transformation ponctuelle quel-
conque. La propriété des deux surfaces (S) et (X) d’étre applicables
I'une sur l'autre reste cependant une propriété métrique cuclidienne
parce qu'on deplace (X) suivant les lois de la géométrie euclidienne,

sans qu’elle cesse d’étre égale & elle-méme.

Formulé ainsi, le probleme de la déformation admet évidemment
une double généralisation :

1° D’une part, on peut remplacer I'espace euclidien par un autre
espace (non euclidien, projectif, affine, etc.); autrement dit, on peut
substituer au groupe des déplacements euclidiens un autre groupe
fondamental G.

2° D’autre part, on peut considérer, en méme temps que les dérivées
particlles du premier ordre de z, v, z, par rapport a ¢, et Z,, les dérivées
partielles jusqu’a un certain ordre /.

Pour énoncer simplement Ie probléme frcncral auquel on arrive,

empruntons & M. Fubini la définition suivante :
Etant données deux surfaces (S) et (S') entre lesquelles on a établi
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une correspondance ponctuelle, et telles que deux points correspon-
dants des deux surfaces coincident en un méme point A, nous dirons
que ces deux surfaces ont en A un contact analytique d’ordre 2 si
deux portions infiniment petites correspondantes des deux surfaces
entourant le point A sont égales aux infiniment petits prés d’ordre fo—+1;
d’une manicre plus précise si, étant choisi sur la premiére un systéme
quelconque de coordonnées curvilignes (¢,, 7,) et sur la seconde un
systéme correspondant tel que deux points correspondants des deux
~surfaces aient les mémes coordonnées curvilignes, les coordonnées
x, v, = d’'un point de (8) ainsi que toutes leurs dérivées partielles par
rapport & ¢,, ¢,, jusqu’au 2*" ordre inclus, sont numériquement
égales aux quantités analogues relatives a (8") quand on donne & ¢,, ¢,
les valeurs numériques qui correspondent au point commun A.

D’apres cela, dewx surfuces (S) et (X)) seront dites applicables
d’ordre h relativement au groupe fondamental G, st Lon peut etablir
entre ces deux surfuces une correspondance ponctuelle jourssant de la
propriété suivante : Etant donné un point quelconque M de la premiére
surfuce (S), on peut effectucr surla surface (X) une trans/ormation du
groupe G telle que la surface (X') transformée de (X) ait apec la sur-
Jace (S) au point M un contact analytique d’ordre h.

Sil'on prend 2 =1 et le groupe des transformations par similitude,
la notion d’applicabilité se confond avec celle de représentation con-
Jorme ; il en est de méme si 'on prend pour G le groupe plus général
des transformations conformés (').

On peut rendre les considérations précédentes plus intuitives en
employant un langage cinématique; il suffit pour cela de donner, par
convention, a toute transformation du groupe G, le nom de dépla-
cement dans 'espace (c’est en réalité un déplacement de la Géométrie
qui admet le groupe G comme groupe fondamental). La surface (Z)
peut ainsi étre regardée comme animée d’un mouvement & deux para-
metres (¢,, ¢,), et elle est applicable d’ordre b sur (S) si Pon peut chotsir
ce mouvement a deux paramétres de maniére qu’a chaque instant (t,, t,)

(1) Clest & ce point de vue que je me suis placé pour étudier le probleme de la repré-
sentation conforme dans un espace & plus de quatre dimensions (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XLV, 1917, p. 57-121, et t. XLVI, 1919, p. 84-105).
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elle sott tangente @ (S) et ait avec (), au point de contact, un contact
analytique d’ordre h. , ‘

Tout mouvement d’un point a plusieurs parame(res comporte, pour
ce point des vitesses, des accélérations du premier, du second, ...
ordre. Si, dans le cas qui nous occupe, on eonsidére le point mobile
fictif qui coincide & chaque instant (¢,, ¢,) avec le point de contact de
la surface fixe (S) et de la surface mobile (X), on voit que le mouve-
ment absolu de ce point se fait sur (8), le mouvement relazif sur (X),
et ce qui caractérise Papplicabilité d’ordre £ de (X) sur (8), c¢’est
qu’a chaque instant (t,, t,) le point mobile fictif de contact a ses vitesses
relatives, ses accélérations relatives du premier, ey du (h — 1)%" ordre
/cspeclzw'ment égales a ses vitesses absolues, @ ses accélérations absolues
du premier, ..., du (h — 1)%" ordre.

Dans le cas de la déformation du premier ordre, la propriété d'éga-
lité des vitesses relatives et des vitesses absolues est t’:quivalenle ala
propriété des vitesses d’entrainement d’étre nulles, ¢’est-a-dire @ lu
propriété du mouyement de lu surfuce (X) de se fuire sans glissement ; on
retrouve ainsi U'idée physique primitive qui est 4 la base du probléme
classique de la déformation. Dans le cas des déformations d’ordre
supérieur, il n’existe plus de propri¢(té cinématique aussi intuitive du
mouvement (d’entrainement) qui réalise I'application de (X)sur (S);
a chaque groupe particulier correspondentdes pl‘Opl’iLlPS cinématiques
particulieres.

L’objet des Mémoires cités plus hauf de M. Fubini est I'étude de
Papplicabilité du second ordre par rapport au groupe des transfor-
mations projectives, ou, plus brievement, de Iapplicabilité projective
du second ordre. Leur résullat principal est un (rés intéressant théo-
reme d’apres lequel pour que “deux surfaces soient projectivemeni
applicables du second ordre 1'une sur I'autre, il faut et il suffit qu'il
existe entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle trans-
formant une certaine forme différentielle relative & la premiére surface
dans la forme dilférentielle analogue relative & la seconde surface.
Cette forme dilférentielle est le quotient de deux formes entiéres, une
cubique et une quadratique; la forme quadratique, égalée a zéro,
donne les lignes asymptotiques de la surface; laforme cubique, ¢galée
4 zéro, donne trois familles de lignes remarquables appelées lignes de
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Darboux-Segre. Ce théoréme de M. Fubini établit ainsi une parenté de
plus entre le probleme classique de la déformation ordinaire, olt inter-
vient le ds* de la surface, et le plobleme de la déformation projective
du second ordre. Mais il est loin d’épuiser la question; d’une part, en
effet, la forme cubique de Darboux-Segre s'évanouit pour les qua-
drigues et les surfaces développables; d’autre part, méme pour les sur-
faces non développables, le théoréme en question fournit une propriété
de I'application projective du second ordre plulot qu'une méthode
pour résoudre les problémes que pose I'applicabilité, a savoir trouver
toutes les surfaces applicables sur une surface donnée; reconnaitre
si deux surfaces données sont applicables I'une sur 'autre; déter-
miner, dans le cas ou elles le sont, la correspondance ponctuelle qui
réalise celte application. Ces problémes sont laissés & Parriere-plan
du Mémoire de M. Fubini. Ils ont cependant une importance fonda-
menlale, car st par hasard une surface quelconque n’élait applicable que
sur elle-méme (et sur celles qu'on en déduit par une transformation
projective), ou, pour parler plus brievement, st toute surface était pro-
Jectivement indéformable, il n’y aurait plus lieu de s’occuper des
propriétés géométriques de l'application projective. Ce n’est heureu-
sement pas ce qui se passe. Néanmoius, 'étude directe du probleéme
quon trouvera dans le préscnl Mémoire montre que la propriété d’éure
p! O/ec[zw’menl dé formable n’appartient, en dehors des surfaces réglées,
qu’e des surfuces exceptionnelles. Ces surfaces dépendent de six fone-
tions arbitraires d’un argument. Elles n’admettent du reste, en général,
~que des déformées formant une famille continue de surfaces dépen-
dant d’un paramétre; exceptionnellement, elles peuvent admet(re des
déformées formant une famille continue dépendant de trois para-
métres « les familles de surfaces ainsi privilégiées dépendent de deux
fonctions arbitraires d’un argument; on peut former explicitement les
~équations différentielles linéaires auxquelles satisfont les coordonnées
projectives d’un de leurs points.

Les surfaces réglées non développables admettent toujours une
infinité de déformées dépendant d’une fonction arbitraire d'un argu-
ment. Enfin, deux surfaces développables quelconques sont toujours
applicables I'une sur I'autre etla correspondance ponctuelle qui réalise
I'application dépend encore de troisfonctions arbitraires d’un argument,






