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SUR

LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVÉ
ET

FÉTUDE ASYMPTOTIQUE
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND ORDRE (1

PAn M. P. BOUTROUX.

INTRODUCTION.

I. r .

M. Painlevé a^ comme on sait, résolu le problème suivant : « Déter-
miner toutes les équations difïerentielles du second ordre

/^in/,^),
où R est rationnel en y', algébrique en y, analytique en Xy dont l'inté-
grale est un i foro ie ou, plus généralement, a ses points critiques
fixes. »

Les Tableaux d'équations publiées en 1900 par M. Painlevé ont
dû être complétés par M. (xambier; mais sa méthode épuise la

( l ) Mémoire couronné par FAcadémie des Sciences (Grand prix des Sciences mathé-
matiques, 191%).
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question, et c'est cette même méthode qui a permis à M. Painlevé lui-
même, puis à MM. Chaxy et Garnier, d'entreprendre avec succès la
détermination des équations du troisième ordre dont les intégrales ont
leurs points critiques fixes.

Rappelons que la méthode de M. Painlevé est caractérisée en ces
termes par son auteur (Acta Math., t. XXV, p. n) : « II m'a fallu,
dit-il, constituer une double méthode qui répondit à un double objet :
i° trouver de nouvelles conditions nécessaires pour qu'une équation
différentielle ait ses points cri t iques fixes; 2° décider si ces conditions
sont suffis an tes.

» La première partie de la méthode (recherche des condit ions
nécessaires) est à la fois très simple et très élémentaire. Elle s'applique
avec une extrême facilité à une équation différentielle d'ordre quel-
conque, ou, plus généralement, à tout système d'équations aux
dérivées partielles dont l'intégrale ne dépend que d'un nombre f in i de
constantes.

» La seconde partie de la méthode (recherche des condit ions suffi-
santes) est d'un caractère plus sub t i l ; elle peut être étendue aux équa-
tions du troisième ordre ou d'ordre supérieur; mais les complications
qu'elle entraîne croissent avec l'ordre différentiel ».

Ainsi, lorsque, par é l iminat ion , on a formé une équation différen-
tielle dont l'intégrale générale peut être uniforme, le plus difficile reste
à faire : il fautmontrerqu'(3/fêc^^men^(1) les intégrales de cette équa-
tion n^ontjpas de points critiques. Constatation peu encourageante :
car prouver l'absence de singularités critiques, ce n'est donner encore
qu'une propriété négative des fonctions définies par l 'équation diffé-
rentielle. A quelles difficultés ne se heurte-t-on pas si l'on veut obtenir
des propriétés positives de ces fonctions, si l'on cherche à connaître
leur structure comme on connaît, par exemple, la structure des fonc-
tions elliptiques?

Effectivement, nous ne connaissons encore, à l'heure qu'il est,
aucune propriété fonctionnelle notable des transcendantes découvertes
par M. Painlevé. Sans doute, l'intervention inat tendue de ces transcen-
dantes dans certaines questions relatives aux équations linéaires,

( 1 ) Cf. PAÏNLEVIS, Bull. de la Soc. math^ 1900, p. 3 ï et suiv.
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intervent ion signalée parM'M. Schlesinger et Richard Fuchs, précisée
depuis, et étudiée dans des cas nouveaux par M. G-arnier, est un fait
nouveau bien remarquable : mais la constatation de ce fait ne nous a
pas conduits jusqu'ici à une connaissance plus intime des transcen-
dantes elles-mêmes Çvoir à ce sujet notre septième Partie).

Si les recherches qui font l'objet du présent Mémoire réussissent, à
apporter quelque lumière sur la nature et les propriétés dis t inct ivesde
ces fonct ions , c'est en rattachant le problème de M. Painlevé à un pro-
blème plus général. Partant d'un ensemble de caractères fonct ionnels
que nous res t re ignons progressivement, noub dé t e rminons et étudions
les famil les de fonctions et, tout d'abord^ celles qui vérifient une
équation différentiel le algébrique, auxquel les appar t i ennen t ces carac-
tères : nous retrouvons a i n s i , pour un ensemble de caractères part icu-
liers, les transcendantes de M. Painlevé. Lors donc que nous parvenons
a ces fonct ions, nous nous t rouvons déjà savoir qu'elles sont un i fo rmes
ou à points cri t iques fixes (la seconde part ie de la méthode de M. Pain-
levé ne nous est p ios nécessaire) et nous en connaissons déjà certains
traits caractéristiques. Et, d 'autre part, nous sommes en mesure de
s i tuer ces fonc t ions parmi l 'ensemble des fonctions (uniformes ou
non) qui leur sont apparentées.

La conclusion générale à laquelle nous parviendrons peut être
résumée par la fo rmule suivante : Les transcendantes de M. Painlevé,
transformées en posanty === ,^'Y, X = x1 Gi choisissant convenablement
les exposants/^, /, sont des fonctions asymptotes aux fonctions dou-
blement'périodiques ( nous expliquerons en dé ta i l ce qu'il faut entendre
parce mot asymptoLe')\ el les sont aux fonctions e l l ip t iques ce que les
fonctions rnôrôffîorphes de Bessel sont aux fonct ions circulaires (1).

Considérons, par exemple, l 'équat ion

( A ) y-^^+.r,

( 1 ) Ce rapprochement nous donne, on quelque manière, la nonne des propriétés donL
jouissent les transcendantes do M. Painlevé. Les fonctions de Bessel possèdent, certaines
propriétés remarquables des fonctions circulaires, les fonctions elliptiques en possèdent
(Fautres. On ne pourra retrouver étiez les transcendantes nouvelles, en fait de propriétés
cla-fsufues^ que les propriétés communes aux fonctions de Bessel ot aux fonctions ellip-
tiques.

.-Inn. Kc. /\orm., (3), KXX. — 3ii«N 1 9 1 3 . 33
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que le changement de variables X == - x2, y == \/^ Y, transforme en
0 '

(A-; r+^^Y^+i.

Les fonctions de Bessel Y(X) sont asymptotes aux fonctions
tang (X — X.(,) intégrales de Y '^Y- '+ i : l'étude de cet asym'pto-
tisme fera l 'objet de notre première Partie. Considérons pareillement
l'équation
(B) j^ôy—ô.z1,

que le changement de variables X, == ̂ ^\ y === \ArY t ransforme en

( B / ) ^-^-â^6^-6'
nous verrons que. les intégrales de (B') peuvent être caractérisées
comme fonct ions asymptotes aux intégrales deY^^ 6'Y^ ~ 6.

Parei llernent Féq iia( ion

( C ) y " = a j •;i — a xy -h ^ o,

que le changeinent de variablesy == v^Y/X^ j.T2 transforme en

(c') ^--^-î--^-^-
a ses intégrales asymptotes aux intégrales de Y^r^ 2"Y3 — 2"Y.

Et a insi de suite {voir notre quatrième Partie).
Les propriétés asymptotiquesdes intégrales Y(X) que nous met t rons

en lumière ne sont pas toutes, nous l'avons dit/propriétés exclusives
de fonctions uniformes ou de fonctions à points critiques fixes. Ainsi,
par exemple, pour étudier asymptotiquement l 'équation CB') et la
comparer à V=:()'V2—6, 51, est utile, sinon nécessaire, d'introduire
dans l 'équation un paramètre (x, et variant à partir de zéro. C'est, ainsi
que, pour étudier l 'équation (A), nous considérerons l 'équation plus
générale

( A ^ / A " ) 'y'-^ -y^^-. .yP^
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^ o ^
ou, en posanty = rr'-'Y, X == —— x î , l 'équation équivalente

(A'^) .^ï--^-^4-'-

équation qui varie entre Y / = = Y 2 - ^ - ï et (A'} pour p. variant entre o
et r : parei l lement , pour étudier l 'équation (B), nous considérerons
l'équation plus générale

(B bis) j^ôj—ô.r^

^ ( ^±1
ou, en posant y == x1 Y, X. •== ——r -r /< , l 'équation équivalente

(""-> ^J-^^-"--0.
équation qui varie enire Y^^ ( ) Y 2 — 6 et ÇïY) pour [j. variant entre o
et i. Nombre de résultats que nous obt iendrons s 'appl iqueront donc
à l 'équation (B biy) comme à l 'équation (B) : or les intégrales de
l 'équation (B te) n'ont pas leurs points critiques fixes.

L'étude asymptotique des équations (B'), (CQ, • . . nous fera
connaître en premier l ieu V allure des « branches d'intégrales » Y(X)
Çsuwes sur ^ensemble des rayons issus, par exemple^ de l'origine'),
la distribution de leurs infinis Cou des poinis où elles prennent une
valeur donnée quelconque^ le mécanisme des permutations des fonctions
inverses; nous verrons qu'on peut décomposer les régions éloignées
du plan X en cases où une branche Y(X) ne prend qu'un nombre
l i m i t é (donné) de Ibis toute valeur donnée et qui se rapprochent
arbitrairement de parallélogrammes des périodes lorsqu'elles sont
arbitrairement éloignées.

Les intégrales Y(X), dont la structure est la plus régulière et peut
être prise comme type, sont les intégrales symétri(]ues, qu i sont méro-
morphes en X == o | il est clair que, pour l ' intégrale générale de (B^,
(B' bis), ((y}, . . .y l'origine est en général poin t critique |. Ces inté-
grales symétriques sont intéressantes à étudier à cause des analogies
qu'il y a entre elles et les fonctions de Bessel correspondantes.
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Écrivons l 'équation ÇA.' bis) sous la forme

•T+^^Y^+i :

cette équat ion admet une in tégra le Y,^ holomorphe et une in tégra le Y;^
méromorphe à l 'origine. Ces intégrales sont liées par la relat ion

Y — Y ^ '2P ~ l12 p — 11 ( i - // ) " ' ' —'Y—~ 5

et Y,^ se développe sous la tonne a^X 4- a.-^X3 -4" ..., où
a^( ï -4- 9.?) =: ï , a;^(3 4- 9.p) -== a'f^, ^;;,,(5 + '2^) =: ̂ a^^a,^ . . . .

Ecrivons seniblablemenfc l ' équat ion (B'te') sous la forme

Y^,l.-//^4-•n^=:r)Ya—6;

eette équation admet une in tég ra le Y^,/^,/) ho lon iorphe et u n e in tégra le
^^m.n] mérornorphe à l 'ori^iriK1 . Ces intégrales sont liées par la
relation

v — v , G + / ^ — ^ / ^1 à (m-i n)-—• ï i ( / / i t , 4 / « — / i - i 2 ) ""'" •~--1—1- ll•.,:.l••;yl^- -1--111-111' i

el: YI(/ /<,/^ se développe sous la forme
1 l {m,n}:— a 2 ( / / / , / / ) ̂  + a^ { 1 1 1 , 1 1 ) X.*1 -h • . ^

OÙ

a^^(a.i 4- ^/^ 4--/2) =-— 6, ^(.(^,/ /)(6.5 4- 6/^. 4- n) = ̂ ^j(/»,/o,
^ io(w,r t ) ( ï0 .9 4- \om -¥• n) r= ï 2 a^^^ay, (/„,„).

Il serait intéressant /de poursuivre l 'étude du développement Y^w,//)
pour les diverses valeurs de m, n. M.ais revenons à Yintégrale générale
Y(X) d'une équation (1^), ou (C7).

La connaissance de l ' a l l u r e des Y ( X ) permet de choisir en toute
connaissance de cause les déve loppements ou modes de représentation
de ces fonc t ions qui rendront le mieux compte de l e u r s caractères
dis t inc t i f s ; elle permet aussi d 'étudier les propriétés que l 'on pourrai t
appeler propriétés périodiques des fonctioris Y(X).

Soient Xo e t X ^ deux points où une même intégrale Y(X) prend la
même valeur y] : sous certaines condit ions, qui seront u l té r ieurement
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précisées, je dirai, que la différence X,, — X» est une période de l'inté-
grale; celte période est en général fonct ion de X, de Y] et de la valeur Y]'
prise par Y7 au point X; en vertu de l'asymptotisi'ïie desY(X) elle sera
(pour des T] et Y]' donnés) d'autant plus voisine d 'une constante
que ]X. sera plus grand.

Parei l le généralisat ion de la notion de période répugne au premier
abord et paraît b ien ar t i f ic ie l le : cependant mes recherches relatives
aux intégrales Y(X) m'ont de plus en plus convaincu que la considé-
ration des fonctions-périodes doit jouer un rôle important dans l'étude
de ces intégrales. Il en est ainsi sur tout pour certaines valeurs parti-
culières de Y],

Considérons, par exemple, les pôles Xy, X.,, . . . des intégrales de
l'équation (B'). Ces pôles sont tous, sans exception, des pôles doubles;
l'intégrale assujet t ie à être infinie en X^ est ent ièrement définie si
l 'on se donne, avec X<.,, la valeur d'un certain paramètre C qui, est le
coefficient (arbi traire) de ( X . — X o ) 4 dans le développement de l ' in-
tégrale autour de X^. Si l'on regarde X ^ comme fonction de X,o ou de G,
cette fonct ion est i iécessairementholomorphe partout où elle est finie.
C'est là un fai t gros de conséquences : en approfondissant l'étude de
la fonction X^Xo, C) et des fondions connexes, i l semble que nous
touchions au cœur des nouveaux êtres analyt iques in t rodui t s dans la
Science par M. Painlevé.

Je n'ai po in t , dans le présent travail, tiré de r introduction de
la notion ([^période toutes les conséquences qu 'e l le comporte, car j 'ai
dû traiter longuement un problème préliminaire qui est asse% ardu à
cause de l ' insuffisance des moyens dont nous disposons pour
l'aborder : il s'agissait de préciser les condit ions dans lesquelles
la fonction X , ( X ^ ) devient i n f i n i e et cr i t ique, c'est-à-dire d 'é tudier
les intégrales Y(X), ou. /es intégrales y Çx) correspondantes^ qui ont des
pôles rejetés à l'infini. J'ai appelé ces intégrales intégrales tronquées :
remarquables en elles-mêmes à cause de l e u r s t ructure exception-
ne l le , elles sont en outre le pivot des recherches que nous avons
entreprises.

Les pôles de l ' in tégrale générale de l ' équat ion ( A ) sont distribués
suivant trois demi-lignes qui partent d 'un cercle de rayon f i n i
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entourant ^ === o et, s 'é loignent indéf in iment en affectant une forme de
plus en plus rectiligue imr première Partie, § 3-5; pour les inté-
grales symétriques, dont i l a été question plus haut, ces demi- l ignes
sont l'axe réel positif OA, et les demi-droites OB, OC, issues de
l'origine, qui font avec cet axe les angles-?' -Ç^ • En particulier, il
existe trois intégrales de (A) pour lesquelles deux demi- l ignes de pôles
sont rejetées à l ' i n f in i ; ces intégrales, jonctions de Bessel tronquées,
n'ont donc plus, chacune, qu'une demi-ligne de pôles^ l aquel le
coïncide avec l'axe réel posit if ou. avec l 'une des demi-droites OB, OC
(voir § 4-5). D'ans toute direction autre que celle de la demi-ligne de
pôles, l'intégrale Y (déduite dey en posant y == \/^Y) tend vers une
limite finie (± \f - i).

Considérons d'autre part l ' équat ion Y7^ 6 Y2 -- G : les intégrales
tronquées de cette équation sont les dégénérescences des (onct ions
elliptiques p dont une ou deux périodes dev iennen t i n f i n i e s ; il existe
deux intégrales t ronquées et deux seulement pola i res en un point
donné X(,.

J'ai recherché ce que deviennent ces intégrales tronquées lorsqu'on
passe de l'équation Y7' === G Y2 — Ci à l ' équat ion asymptote (B'). Voici,
transportés a l 'équation (B) çny, x qui correspond à (B'), les princi-
paux résultats obtenus :

Appelons (ftg. ï) OA l'axe réel positif du plan Xy et OB.OC.OD.OE

t^. Ï .

les demi-axes1 uni font avec OA les angles—? —ï • " " ? —* Pour touteA • • • ?-) • ! 5 5 5

position de x^ non sùuéa sur un (/es cinq de/'n'wxes^ il existe cirKf inté-
grales tronquées polaires en^o; elles, sont tronquées respectivement
dans les directions OA, OB, ..., OE. rentends par là que chacune de
ces intégrales a une ligne de pôles extrême, c'est-à-dire un ensemble


