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RECHERCHES

LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVE

I’ETUDE ASYMPTOTIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE (1),

Par M. P. BOUTROUX.

e ——

INTRODUCTION.

I.

M. Painlevé a, comme on sait, résolu le probléme suivant : « Déter-
miner toutes les équations différentielles du second ordre

y”:'{ (,y” .)‘7 ‘Z)’

ou R est rationnel en y’, algébrique en y, analytique en 2, dont l'inté-
grale est uniforme ou, plus généralement, a ses poinls critiques
fixes. »

Les Tableaux d’équations publiées en 19oo par M. Painlevé ont
da étre complétés par M. Gambier; mais sa méthode épuise la

(1) Mémoire couronné par 'Académie des Sciences (Grand prix des Sciences mathé-
matiques, 1912).
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question, et ¢’est cette méme méthode qui a permis & M. Painlevé lui-
méme, puis & MM. Chazy et Garnier, d’entreprendre avec succeés la
détermination des équations du troisiéme ordre dont les intégrales ont
leurs points critiques fixes. :

Rappelons que la méthode de M. Painlevé est caractérisée en ces
termes par son auteur (Acta Math., t. XXV, p. 11) : « Il m’a fallu,
dit-il, constituer une double méthode quirépondit & un double objet
r°trouver de nouvelles conditions récessaires pour qu’une équation
différentielle ait ses points critiques fixes; 2° décider si ces conditions
sont suffisantes.

» La premiére partic de la méthode (recherche des conditions
nécessaires ) est a la fois tres simple et trés élémentaire. Elle s’applique
avec une extréme facilité & une équation différentielle d’ordre quel-
conque, ou, plus généralement, 4 tout systéme d’équations aux
dérivées partielles dont I'intégrale ne dépend que d’un nombre fini de
constantes. '

» La seconde partie de la méthode (recherche des conditions sujfi-
santes) est d’un caractere plus subtil; elle peut étre étendue aux équa-
tions du troisi¢me ordre ou d’ordre supéricur; mais les complications
qu’elle entraine croissent avec I'ordre différentiel ».

Ainsi, lorsque, par ¢limination, on a formé une équation dilléren-
tielle dont I'intégrale générale peut tre uniforme, le plus difficile reste
a faire : il faut montrer qu’effectivement (') les intégrales de cette équa-
tion n’ont pas de points critiques. Constatation peu encourageante :
car prouver 'absence de singularités critiques, ce n’est donner encore
qu’une propriété négative des fonctions définies par 'équation diffé-
rentielle. A quelles difficultés ne se heurte-t-on pas si 'on veut obtenir
des propriétés positives de ces fonctions, si 'on cherche & connaitre
leur structure comme on connait, par exemple, la structure des fonc-
tions elliptiques?

Effectivement, nous ne connaissons encore, 4 '’heure qu’il est,
aucune propriété fonctionnelle notable des transcendantes découvertes
par M. Painlevé. Sans doute, I'intervention inattendue de ces transcen-
dantes dans certaines questions relatives aux équations lincaires,

(1) Cf. PAINLEVE, Bull. de la Soc. math., 1900, p. 31 ¢t suiv.
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intervention signalée par MM. Schlesinger et Richard Fuchs, précisée
depuis, et étudiée dans des cas nouveaux par M. Garnier, est un fait
nouveau bien remarquable : mais la constatation de ce fait ne nous a
pas conduits jusqu’ici & une connaissance plus intime des transcen-
dantes elles-mémes (voir i ce sujet notre septieme Partie).

Si les recherches qui font objet du présent Mémoire réussissent &
apporter quelque lumicre sur la nature et les propriétés distinctives de
ces fonctions, ¢’est en rattachant le probleme de M. Painlevé & un pro-
bleme plus général. Partant d’un ensemble de caractires fonctionnels
que nous restreignons progressivement, nous déterminons et étudions
les familles de fonctions et, tout d’abord, celles qui vérifient une
équation différenticlle algébrique, auxquelles appartiennent ces carac-
teres : nous retrouvons ainsi, pour un ensemble de caractéres particu-
liers, les transcendantes de M. Painleve. Lors done que nous parvenons
a ces fonctions, nous nous trouvons déja savoir qu’elles sont uniformes
ou 4 points critiques fixes (la seconde partie de laméthode de M. Pain-
levé ne nous est plus nécessaire) et nous en connaissons déja certains
traits caractéristiques. Kt, d’autre part, nous sommes en mesure de
situer ces fonctions parmi U'ensemble des fonctions (uniformes ou
non) qui leur sont apparentées.

La conclusion générale & laquelle nous parviendrons peut étre
résumée par la formaule suivante : Les transcendantes de M. Painlevé,
transformées en posanty = 2™ Y, X = z‘et choisissant convenablement
les exposants m, I, sont des fonctions asymplotes aux fonrctions dou-
blement périodigues ( nous expliquerons en détail ce qu’il faut entendre
par ce mot asymptote); clles sont aux fonctions elliptiques ce que les
fonctions méromorphes de Bessel sont aux fonctions circulaires (*).

Considérons, par exemple, 'équalion

(A) y =y,

(1) Ce rapprochement nous donne, eu quelque maniére, la norme des propriélés dont
jouissent les transcendantes de M. Painlevé. Les fonetions de Bessel possédent certaines
propriétés remarquables des fonctions eirculaires, les fonctions ellipliques en possédent
Q’autres. On ne pourra retrouver chez les transcendantes nouvelles, en fait de propriéics
classiques, quo les propriélés communes aux fonctions de Bessel el aux fonetions ellip-
Liques.

Ann. Ee. Korm., (3), XXX. == Jun 1913. 33
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que le changement de variables X = z 2%, y = va' Y, transforme en

y

1
5o = Y 1.
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(A" Y+

Les fonctions de Bessel Y (X) sont asymptoles aux fonctions
tang (X — X)) intégrales de Y'=Y*+1 : Pétude de cet asympto-
tisme fera I'objet de notee premiére Partie. Considérons pareillement
I'équation

(B) y'=6yt— 6,
M e /l 3 s P
que le changement de variables X = z 2%, y = Y2 Y (ransforme en

\7/ /' ‘/
B’ Y/ e r e — s = 6Y2—6
(B) X 5 X2 :
nous verrons que les intégrales de (B') peuvent élre caractérisées
comme fonctions asymptotes anx intégrales de Y= 6Y?* — 6.
Pareillement I'équation

(C) y=o)t—owy -+ Sa,
byl

. ~~r v o 3 .
que le changement de variables y = Vo Y, X = z«* transforme en

(C') Y”_f_%--.é%-——%::?.Y“~2Y,

a ses intégrales asymplotes aux intégrales de Y'==2Y* — 2Y.

Et ainsi de suite (voir notre quatriéme Partic).

Les propriétés asymptotiques des intégrales Y(X) que nous mettrons
en lumiere ne sont pas toutes, nous I'avons dit, propriétés exclusives
de fonctions uniformes ou de fonctions & points critiques fixes. Ainsi,
par exemple, pour étudier asymptotiquement I'équation (B') et la
comparer & Y'=6Y*— 6, il est utile, sinon néceessaire, d’introduire
dans I'équation un paramétre ., et variant i partir de zéro. C'est ainsi
que, pour étudier Péquation (A), nous considérerons I'équation plus
générale

(A bis) ¥y =yt a2t
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2 U2
=

3 - 2 . . L
ou, en posant y = x*Y, X = pr ’équation équivalente

Y

A" bis e
( ) p+2 X + 1
équation qui varie entre Y= Y*~1 et (A") pour w variant entre o
et 1 : pareillement, pour étudicr I'équation (B), nous considérerons
["équation plus générale
(B bis) y'=0y*— 6at,

P ’ Pt

) 5 r iy - , . P
ou, en posant y = x* Y, X = A I'équation équivalente
J o}

(B! bis) Y OF fp(p—2) Y

Y/
S, —=0Y2-—0
p4 X T (4 X bY:—0,

¢quation qui varie entre Y= 6Y? — 6 ¢t (B’) pour p variant entre o
et 1. Nombre de résultats que nous obtiendrons s’appliqueront done
a I'équation (B bis) comme & 'équation (B) : or les intégrales de
Iéquation (B bis) n’ont pas leurs points critiques fixes.

L’étude asymptotique des équations (B'), (C’), ... nous fera
connaitre en premier lieu Vallure des « branches d’intégrales » Y (X)
(swivies sur 'ensemble des rayons issus, par exemple, de ['origine),
la distribution de leurs infints (ou des points ou elles prennent une
valeur donnée quelconque), le mécanisine des permutations des fonctions
inverses; nous verrons quon peut décomposer les régions ¢loignées
du plan X ¢n cases olt une branche Y(X) ne prend qu'un nombre
limité (donné) de fois toute valeur donnée et qui se rapprochent
arbitrairement de parallélogrammes des périodes lorsqu’elles sont
arbitrairement ¢loignées.

Les intégrales Y(X), dont Ta structure est la plus réguliére et peut
étre prise comme type, sont les intégrales symétriques, qui sont méro-
morphes en X = o [il est clair que, pour Uintégrale générale de (B),
(B bis), (C), ..., Porigine est en général point critique |. Ces inté-
grales symé(riques sont intéressantes a étudier & cause des analogies
qu'il y a entre clles et les fonctions de Bessel correspondantes.
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Eerivons I'équation (A’ bis) sous la forme
Y 4+2p - =Y*+1:
X
cette ¢quation admet une intégrale Y, holomorphe et une intégrale Y, ,
méromorphe a Uorigine. Ces intégrales sont lices par la relation

?,[) — 1
Yo =Yia-p+ -
et Y,, se développe sous la forme @, X + «,,X* + ..., ot
a1 +ap)=r1, ay, (3 +ap)=ada;,, W (D =4 2p) = 2a,,ay,,

Eerivons semblablement I'équation (B bis) sous la forme

l

Y Y , .
Y" 4~ m X “+ n x* = 6Y2—0;
cette cquation admet une intégrale Y, ,, holomorphe et une intégrale
Y. méromorphe & Porigine. Ces intégrales sont lices par la

relation
OA=n—am

7 —_y e
Y 2(m,n) Y 1(myhm—n—12) 6X¢ ?

et Y, se développe sous la forme

'l Y;
Yi(ln,n)' = oim,n) X# Atm,n) XL 5
ou
Wypm,ny (2.0 4= 0m 4=n) = — (i, Copm,my (6.5 4= One -t 1) == 6, 0y

Ago(m,n) (10.Q 1000 =+ ) Z= 120y 0y Cgmon)e

Il serait intéressant de poursuivre 'étude du développement Y,
pour les diverses valears de m, n. Mais revenons h Uiniégrale générale
Y(X) d'une équation (B"), ou (C).

La connaissance de Pallure des Y(X) permet de choisir en toute
connaissance de cause les développements ou modes de représentation
de ces fonctions qui rendront le micux compte de leurs caractires
distinetifs ; elle permet aussi d’¢tudier les propriétés que on pourrait
appeler propriciés periodigues des fonctions Y (X).

Soient X, et X, deux points ot une méme intégrale Y(X) prend la
méme valeur v : sous certaines conditions, qui seront ultérieurcment
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précisées, je dirai que la différence X, — X, est une période de I'inté-
grale; cette période est en général fonction de X, de v et de la valeur v’
prise par Y’ au point X; en vertu de asymptotisme des Y (X) elle sera
(pour des 7 et n' donnés) d’autant plus voisine d’une constante
que | X | sera plus grand.

Pareille généralisation de la notion de période répugne au premier
abord et parait bien artificiclle : cependant mes recherches relatives
aux intégrales Y(X) m’ont de plus en plus convaincu que la considé-
ration des fonctions-périodes doit jouer un role important dans I’étude
de ces intégrales. Il en est ainsi surtout pour certaines valeurs parti-
culieres de 7.

Considérons, par exemple, les poles XO, X,, ... des intégr'ales de
I'équation (B"). Ces poles sont tous, sans exception, des poles doubles;
Iintégrale assujettie 4 étre infinie en X, est enticrement définie si
Pon se donne, avee X,, la valeur d’un certain paramétre G qui est le
coeflicient (arbitraire) de (X — X,)* dans le développement de P'in-
tégrale autour de X,. 8i l'on regarde X, comme fonction de X, ou de C,
cette fonction est nécessairement holomorphe partout ot elle est finie.
C’est la un fait gros de conséquences : en approfondissant I’étude de
la fonction X, (X,, C) et des Sonctions connexes, il semble que nous
touchions au ceeur des nouveaux étres analytiques introduits dans la
Science par M. Painleveé.

Je n’ai point, dans le présent travail, tiré de U'introduction de
la notion de période toutes les conséquences qu’elle comporte, car j’al
di traiter longuement un probléme préliminaire qui est assez ardu
cause de Dinsuffisance des moyens dont nous disposons pour
aborder : il s’agissait de préciser les conditions dans lesquelles
la fonction X,(X,) devient infinie et critique, ¢’est-a-dire d’é¢tudier
les intégrales Y(X), ou les intégrales y (x) correspondantes, qui ont des
poles rejetes a Uinfini. Vai appel¢ ces intégrales intégrales tronquées :
remarquables en elles-mémes & cause de leur structure exception-
nelle, elles sont en outre le pivot des recherches que nous avons
entreprises.

Les poles de I'intégrale générale de I'équation (A) sont distribués
suivant trois demi-lignes qui partent d’un cercle de rayon fini






