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SUR QUELQUES POINTS

DE LA

THEORIE DES TRANSFORMATIONS
DE BAECKLUND;

Par M. J. CLAIRIN,

Professeur a I'Université de Lille.

Jai indiqué dans ma These (*) plusieurs propositions générales
relatives aux transformations de Bicklund, principalement a celles qui
sont de premicre ou de seconde espece, ¢’est-a-dire qui sont telles qu’a
chaque intégrale de 'une au moins des deux équations transformées
corresponde une scule intégrale de l'autre équation; depuis cette
époque, j’ai obtenu quelques résultats nouveaux que je me propose
d’exposer dans le présent travail.

Le plus intéressant de ces résultats parait étre le suivant: j’ai déja
établi qu'une équation aux dérivées partielles du second ordre & deux
variables indépendantes, qui posséde une famille de caractéristiques
du premier ordre, dérive toujours d’une infinité de transformations
représentées analytiquement par quatre équations entre les coordonnées
de deux systémes d’¢léments du premier ordre; je montrerai plus loin
que, parmi ces (ransformations, il y a toujours, sauf dans un cas

(1) dnnales de PLcole Normale supérieure, 3° série, L. XIX, suppl., 1902. — Dans les
références qui seront indiquées au cours de ce Lravail, je désignerai les pages de ma thése
par leurs numéros dans le volume des Annales de UEcole Normale, il faut augmenter les
nombres de quatre pour avoir les numéros des pages correspondanles dans le tirage &
part. :
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particulier, une transformation de Biicklund de premiére espece (*).

Je ne définirai pas & nouveau les notations qui seront employées :
ce sont les notations ordinaires dont s’est servi M. Goursat dans son
grand Ouvrage (*), j’ai moi-méme rappelé leur signification dans ma
These et au début d’un Mémoire récent inséré également dans ces
Annales ().

1. Supposons que l'équation aux dérivées partielles du second
ordre
(€) I+ f(2, 5,5 Py, 5, t) =0

posséde un systéme de caractéristiques (C) du premier ordre corres-
pondant & I'équation différentielle

dy = m dx,
ou m désigne une racine de I'équation en A

s Oy O

- L )
0s + Rl ’

si . représente la seconde racine de cette ¢quation ('), (¢) posseéde un
autre systeme de caractéristiques (I') défini par I’équation

dy = p.de.

Imaginons que (&) dérive d'une (ransformation de Bicklund de
seconde espece déduite du systeme (C) de caractéristiques, soient

'=fi(z, ), 51 q;5"), Y'=/i(z,y, 5, P75 5),
]),:ﬁi('”) Ya&® P qs zl)v ’l'sz(f”a.}’a S P05 :")y

J
(h%w 2 =),

les équations de cette transformation, (¢) résulte de I'élimination

(1) Comptes rendus de I’ dcadiémie des Sciences, 3 juillet 1911,

(%) Lecons sur les équations aur dérivées particlles du second ordre.

(3) Annales de I’Ecole Normale supéricure, 3¢ série, t. XX VII, 1910, p. 451.

(*) Nous ne nous occuperons pas du cas ol les deux racines de I'équation en A\ sont
toujours égales.



SUR LA THEORIE DES TRANSFORMATIONS DE BAECKLUND. 70

de s’ entre
(1) B-+ar+ps=o, C+as+ Bt=o,

ou l’on a posé

()l =)
= =f (())f,,1 +f3¢%§f-’ B %% +f?){; ().

Par hypothése z'(2’, ') satisfaitd une équation de Monge-Ampére (¢'),
il est permis de supposer cette équation linéaire en 7/, s', ¢' et de I'écrire

(g e (mf - !y 4~ m - M=o,

m', p, M désignant des fonctions de ', y', =, p’, ¢’. On peut cal-
culer «', ¥, 5, p'y ¢ en fonction de x, y, 5, p, ¢, 5, ¢, =’ étant tiré de la
deuxiéme équation (1) et remplacé par sa valeur dans /i, /o, fs, /3

a' = (z,y, 5 p, ¢, ¢),
Yy =d (2, 5,5 P, ¢, 8, L),
(2) 5! *4‘ (2,7, 5P, 458, L),
= a(2, 325, pr 45, 0),
q -—-—l-IJ/,(.I.,)’-,~,[7,(j,~9,l) (2)'

Aux caractéristiques (C) de () correspondent des caractéristiques
(C) de (¢) le long desquelles

<d¢’> -}-m(d >+(m-—-— ) )q:(pu—i—-mpm)-— %< >

(3) %:m = ;{P 0 'P 0y '
((I ) -+ m(d]> + (m — {J) (Pryo—Fmpy ) — D5 (2;)

(¢') contenant lin¢airement les dérivées secondes de z', m’dépend de
', y, 5, p, ¢ sculement; si ces quantités sont remplacées par les
expressions (2), 7' devient une fonction de x, y, =, p, ¢, s, ¢, les déri-
vées troisiemes de 5 n’y figurant pas. D’aprés (3) cela ne peut arriver

(1Y) Thése, p. 8, 12
(2) 1bid., p. 26.
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que si I'égalité

@_2 m dd, b,
dy Js

est satisfaite, 7’ est alors égal & la valeur commune de ces deux rap-

ports.
y, et g, s'obtiennent d’ailleurs en remplacant 5" par ¢ dans /, et f,,

par conséquent

Wy Oy
m'—= —d‘ = -g—s—,— .

9 9h

ds dz'

Les formules qui servent & calculer 7/, s', # (*) donnent I'expression
“de M’ en fonction de «, y, z et des dérivées de z si 'on tient compte
de (¢'); d’ailleurs, M’ ne peut dépendre que de x, y, =, p, ¢, s, ¢ puisque
les expressions de ', y', 5, p/, ¢’ ne conticnnent pas les dérivées de =
d’ordre supérieur & deux. Le caleul n’offre aucune difficulté et montre
que M’ se présente sous la forme d’une fraction dont les deux termes
sont linéaires par rapport i p,, + mp,,;, M’ qui est indépendante de
cette quantité a nécessairement pour valeur le quotient des coefficients
de p, o+ mp,, au numérateur ct au dénominateur; il vient

()H'J/, / ()LP:; ()./b ! ()./3

M — — PR ___7)_57+[' s’
- I, - If
s 5!

puisque §,, ,, J, s’obtiecnnent en remplacant z* par ¢ dans f£,, /4, /-
Ces égalités expriment que la multiplicité formée par les éléments
(@,y',%,p'sq) qui correspondent & un élément (z, y, z, p, ¢) est une
multiplicité caractéristique de (¢'), car les coordonnées de ces ¢le-
ments satisfont aux équations
dy' =m'dz', dp' + pldg +-M =0

des caractéristiques du systéme (C).

(V) These, p. 28.
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Le raisonnement précédent ne suppose pas essentiellement que la
transformation de Biicklund considérée soit de seconde espéce, il suffit
que 3" (x’, y') satisfasse & une équation de Monge-Ampére : le résultat
que nous venons d’établir subsiste donc pour une transformation de
premiére espice si celle-ci fait correspondre a (&) une équation de
Monge-Ampére.

2. Une équation aux dérivees partielles du second ordre (¢) qui
possiéde une famille de caractéristiques du premier ordre peut toujours
étre considérée comme dérivant d’une transformation définie par le
systéme
() -'L"’:L (B, ),5, P53 ), ¥y = ./:2(~L',}’7 5P 755)

VP =folz, y,3:p,055),  q'= Jule,y, 50,053,

(ni5 =)

pour le voir il suffit de remarquer qu'une ¢quation de espece indiquée
est le résultat de Iélimination de 0, v, §, £ entre

Or 408 +%-=o0, Os 40t -+ ¢ =0,
D, (2,755, Py s 0? 0, &, 5:) =0, 0, (=, DERSYAN/E 0,1, ¢, 5_) =0,

®, et O, désignant deux fonctions homogenes de 0, n, £ et

qu'elle sera identique & I'équation déduite du systeme (4) si'on a
(5) D@,y 5 p, ¢ a3, B, C)=o, Dy (z,y,s,p,q,0,p,B,0) =0,

en appelant BB, G, «, B les mémes quantités que précédemment.

Apres que /; et £, ont éLé élimincées enlre ces deux équations, ce qui
st possible puisque @, et @, sont des fonctions homogénes de ces deux
quantités, il reste une seule équation qui contient oulre z, y, 3, p, ¢
les dérivees premieres de /, et /,, une de ces fonclions ayant été choisie
arbitrairement lautre doit satisfaire a I'équation qui vient d’étre
obtenue; une fois que /) et f, sont déterminées, f, et f, sont données
par le systeme formé de 'une des équations (5) et de

(6) /Iy

() sl 03

(1) Thése, p. 12.
Ann. Fe. Norm., (3), XXX. — AvriL 1913. 23
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Nous nous proposons de montrer que, parmi les transformations (4)
dont dérive 'équation considérée, il ya en général une transformation
de Biicklund de premiére espéce.

Les équations (4) définissent une transformation (B,) si le détermi-
nant

AfN  (dfN dfi 9fi . )
(dc) <dy op '()('l‘l (i=1,2,3,4)

est nul, ¢’est-a-dire sil existe une relation linéaire et homogene entre
les éléments de chaque ligne.

Remarquons que les éléments de la troisicme ligne de A peuvent étre
remplacés respectivement par

afy (s £)~/_2 df afy (dfy d/fs (//,,
0z r/z)-“ 05’ \dr 03 \dy o dy

a1 I9f; dfs ()f Ay Afy /s ()/h

J3 dp d5 dp’ ?}—:.7_()‘(7—{ a5 dq’

et ceux de la quatrieme ligne par

s =r(E) M) -r(F) +R-r% Fo-1%

W ’ Vi Vi /i

R
Y

ou

(L L) (L24), L& 24

\ (/.I,' 7; dy 1. A A

Ay S Jp ./',,7 Jy j,,

De plus, en dérivant les deux membres de 'équation (6), il vient

() () =~ 12 ()

d3' \dz ()" (lr dx

o 9fs | Of: Oy ( /s - a0 + /, a9 ?[2)
Js’ dp Yos ap )’

Js’ dp o ds dp
et deux autres relations analogues obtenues en remplacant z par y

et p par ¢.
L’équation qui exprime que le systeme (4) définit une transforma-
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tion (B,) est donc

df1>

dx

<
@)

(%)

(%)

@&7)

179
i of
dfs 0fs
dp Jg
d A . 0 dfl 0 |
£y ) 1
T 7.

Nous avons déja dit que /, et /, satisfont & I'équation obtenue en
¢liminant /; et /, entre les ¢quations (5) : imaginons qu'on ait

résolu ces deux équations par rapport 2 L, quon ait tiré de la pre-

Ji

mitre
L lay = dfy (f’;/ o O (df ("f s 9
fi i, ’.z,y,~, ,)’(/’(\c(x)’ dy ) op’ g’ ;71_)’ \(l}/) ap’ oy l
et de la seconde
_/‘__ dfy (// _(2_/_‘ afy (l_/2> df, ()f2 s
7 "1 ry, s (/1> (l)/ “op 0 \dz ) (l)‘> 9’ Oy |
En égalant ces deux expressions de s 7, on a
13
(8) H,—1l,=o,
pour abréger nous désignerons par G le premier membre de cette
équation.

1I,, H,, et par conséquent G, sont évidemment des fonctions homo-

{ )
génes du prumcrordrcdo(lf‘) <[f‘> s 2 ot es fonctions homo-
dy ) dp’ 9q
\ ) d
genes d'ordre — 1 de any, (4hy, o, ()f’ - Remarquons aussiqu’on a
dz dy; op’ oy
JH, ol I, JH,
(D) @y JE T
(9) dax _ dy _ Jap _ ()q s
o, oH, ol ol b
AN AR A
<(/x> J <c/_y) J Jp ()(j
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il suffit, pour le vérifier, d’observer que II, satisfait & 'équation

, A (AN (s
0, [x v, 5 py gy 1L ( x>+<d ) H,<—?)+<dy>,
o O oy o 9L

I Jap o ap’ » Hgo ()f/ J9q

()~ (@) =+

9

et qu’en posant

on trouve
o0d, o0,
daf, a0, dfy I,
o, (%) o o, (%) T
() M a (L) e o
({x) oM, o, dz oll, o,
en divisant membre 3 membre, on ohtient,
()lll
(L)
.r:
()“_L_ gt
Ldfy

on opére de méme pour les aatres rapports qui figurent dans les éga-

lités (9).
On a des c¢galités analogues en remplacant H, par II,, d’ailleurs,

d’aprés (8), on a aussi

I oG oG JG
(dﬁ) () ((_/Q> IR

dy ) ()/) g

(10) = o Taa = Tag - = =1
(//z) p) fifi) ’)./2 ’)./z
dy ()/) ()(/
Multiplions par
G dG G O

ad > 2
" <f{[1> 0 f.‘l@) g O O
da dy ap ()//
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les éléments de lapremiére ligne du déterminant A et ajoutons les pro-
duits, il vient

df, JG <d/,' JG dfy IG dfi IdG
(7 ) AR CNTiA STA T op Saf T ag Jop T ¢ T
2| 0
dx \dy dp 0(/

en appliquant le théoréme des fonctions homogeénes et tenant compte
de I’équation (8).

Opérons de méme sur les éléments de la deuxiéme ligne, d’aprés (10)
le résultat est

daf, oG /df, a6 af, 0G 9y G N _ oy o
H; <22—1,—> 0 AN <W> ) dafs’ o ()P 9fs g dq ‘)/z =MG=o.
(@) o) Yo Mo

Passons & la troisiéme ligne, nous trouvons

/. 9 (f_l_/“_,_) dG 2 d [dfi\ oG 4 92 Jdfy dG Jd afy I
o5 \dz NER )3 \dy N ERD)) 0 af, " 77 9g )()_/'1
cl:::) ( (ly) op dq

%—/ ({1/ JdG Jd [dfy,\ 06 4 Jd df, G . Jd Jdfy IG
) da (//1 03 \dy (l/ a3’ ()p afy 093" Jg 0/
o(44 0%l
B \(lr //y ()1) oq

et en divisant par /,

J <({f1> J(x +( <f/f1> G 9J Ifi JG J_9fi JG

03 \dz ) [ df: dy) AR T 97 op JoR T 05 9q o
dx dy op ()(/
_*__L i df‘z oG ( f’f_‘ olx Lo 0 ()fz oG +_()_ dfs 0G
i, | 05/ \dz /{f, dy (lf, Jdz' 0/) ()/1 Jz' dy ()_/1
. <(/L ) (/V> ()/) ()(/

ou

0 <ij, JG 9 0 r//', G 0 ()/. J0G + () ()ﬁ oG
PEANZ (d/) 05" \dy ((lj + o7 op ()_/'1 s dg  df

J—=—

dx (/y> ()f/

4+ 9 J [df, oG N Jd (df G0 ﬂ_l oG N d dfy 0G
03 (/L) df, 03 \dy 1// " oe Jp ()/, Jds' dy ()/'2

9 )( ) 05
dz ()/) dq
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d’aprés (10). Cette expression est la dérivée totale de G par rapport 4 =/,
elle est done nulle. ‘
Pour que le déterminant du premier membre de I'équation (77) soit
nul, il faut et il suffit que la relation linéaire et homogéne & laquelle
satisfont les ¢léments des trois premiéres lignes soit également
vérifiée par les éléments de la quatricme, ¢’est-h- dlre qu’on '111

G <_d__f_;>+ oG i_&)_*_ I d /";—{— oG 0 f,w
df,> dz [, (/f, dy f, df, ap / ()/, bUBA
dx dy ()/ ()(/

ntf

ou en remplaca 7. par H,

96 fdH, _ dH)\ | 9G_ (dH,  dI,
(ro) (fm (T/:?*'”T/?) BN < Tz )
> (cly>

dx
}_i)w('_.__ ‘(v{l‘lﬂ!_&_ G 1,
Jdfy dp l)/1 (/4/
QY- J
Jp dq

=o (')

1 et /, doivent satisfaire en méme temps & (8) et d (11).
Le premier membre de (11) contient les dérivées du second ordre
de f1, /,, mais si nous en retranchons

oH, dG ([(‘) ()Il, ((l(: (/(i>“ oll, dG o, dGx

()<_(_£_/~,> \'(Zv-_}—l dz /l/1 dy N ()/'1 dp 0()]', dy’
dx dy ) op ay
quantité évidemment nulle puisque G et par conséquent —— i {2:

sont nulles, il reste une équation entre z, y, 5, p, g et les dcrlvo es du
premier ordre de f, et f,. Le calcul n’offre aucune difficulté, apres

(1) Hy, Hy, G et d’autres fonctions qui seront définies plus loin dépendent de z, y, z,

p, ¢ directement el par Pintermédiaire des dérivées de fi, fi, nous désignons par %{LI’ >
X

dH . .

—2)7'-7 - les dérivées totales calculées en appliquant le théoreme des fonclions com-

posées.
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réduction I'équation devient

183

oG oH, JH; G JH, JoH, G oM, JdGx oH,
/(%) (& ) Cor =2'2) o * '
dx dy ) dap dy
oG oG\ JH, oG 9Gy JH,  JG JH, G 0H,
”<07 o ?3> oL~ (W TIR) (AR Op 9k 97, %
5) ('/y) op 9q
JdG oH, - oG oH, oG 9oH, oG JI, 7] afy
[ 9/1 0 (/f, ()()_/, )((l/> ()<(—Q—'> ()f, ()<£L, ()/,] 3
op (l 70 dq dy dz] " op dy Jdq
JdG aJl, - 96 o,  JG  JH, Jd6 Il Y afs o
[ ()fl dfl 0 ()/1 <(/f2) 9 <(/A ()/z p <(/f,> 0 ()/2} Js 7
oy rl 1 dq dy dx op dy Jgq

ou en remplacant G par I, — I,

oH, (f)_l_!_,_ +p o, ) " JH, (ﬂk ‘I_(/_(Z_l_l_ﬂ>
<(//,> dx Jz 0 ((l__{_,‘ dy Jds
dzx \ dy
KA 4 oL om, ol /oM, N ,0"1 _ ol
()/1 ()// ()/, dg <().1,' P ()..) TN
P00 ()(?770)
()Il, r)ll o, o, oH, Jl, o,
(«Jy 7 oe> (d/)"TJIT;«)._T“U?)o/.
dy Jap Jdg
o, JH, oH, JH,
(12) I 9, (// ()0,/1 ((//1)
_ ()1) r[r, dy dy
ally  odl, oH,  Jll, 7} dfy
A AN A A KE
(dz} ()d) )( ) 07]
()H, JH, " oH, o,
=Resrtce
()/1 dx dg dy

J f-{—[—z- ()f)'—/-l J 4/ df’ dz
dx op dy ()//

|

o, o, 9, oH, J%~

3. Les théorémes généraux de Cauchy ne peuvent s’appliquer au
systéme formé par (8) et (r2); pour nous en assurer reprenons les
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équations
(‘3) (I]l('xy Y5 Py s 0’ Tl C: 5) = 0, (1)2(“'; Y5 P 4, 0, 0, &, E):O

qul avec

0r +ns+¢=o, Os+nt+E=o
définissent 1'équation du second ordre donnée, sans restreindre la
généralité nous pouvons imaginer que ces ¢quations aient été mises
sous la forme

C—o(x, ¥, 5 p, ¢, 0,0)=o0, E—oy (2, ¥, 5, p,q, 0, n)=o0.

Les équations (13) sont en effet résolubles par rapport & {, £ 4 moins
qu'on ne puisse éliminer simultanément ces deux quantités de
maniére 4 obtenir entre , y, =, p, ¢, 0, 1 sculement une relation d’ou
I'on déduirait
7 .

g =Ly, 5 )

Le systeme de caractéristiques du premier ordre de () serait délini

par

dy =w(x, y, 5, p, q)dx,
on peut toujours revenir au cas ou il n'en est pas ainsi & 'aide d'une
transformation de contact.

I, et H, sont alors données par les ¢quations

B—o(z, Y& Py (s &y B)=0, C—ay(x, ¥, 5, Py 45 ¢ ﬁ) =0,

o, B, B, G ayant toujours la meme signification. Le caleul des dérivées
particlles de I, I, ne présente pas de difficultés, quand on remplace
ces dérivées par leurs expressions dans (12), il vient

[ doy . do,  Jdy, g, do, Dy, Do, 09, . 9, 09,

S()y 19z 7 0p 92 " 9g 05 dz 'z T Oa op
)9, 01 v Jwy Jaf Afy
4 iﬂ _ﬁ_ L N Z _...‘)
() o dy a ap do H, 0z 0z
— .. Afy Afy Ofy Ofy Afy Afs Afy Ifs\ __
‘, ’—M<x’}’“’p’(”7}—, 0z 0p’ 0y’ 0z’ 95’ /)/)’()(/)nwo

en tenant compte de I'égalité de H, et H, [équation (8)].
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Dans le premier membre de (14), «, B doivent étre respectivement

df‘ df 22, 0, ‘)f’ 0J: Si 'on remarque en outre

que H, satisfait '1ux g alltcs (c)) on vérifie aisément que

remplacées par H,

oM oM oM oM
VO 0h SR Ok
()ar___ Js ()p__ 09 o
(15) oM = oM = om — om — =T
9/ o o o>
J dx J ds ap J dqg

Il est donc nécessaire d’étudier directement le systéme

| e O 0 0, 90 00 00 00 0 08

(16) .Y dx’ dy’ 95’ 9p’ 9q’ ox’ 9y’ 95’ op  9q
= ~ /s ’)./1 ()/1 ’)/1 ’)/2 ()/ ()fz ()/>
? M ('l’ Yo oo 0 927 937 op’ 0g’ 0z’ 03’ dq ’
puisque tous les déterminants fonctionnels tels que ——I—)D(i'—’ﬂ)—— sont
]) < ./l 0./2)
l oz’ dx
nuls.
Licrivons la combinaison
dG oM _ JdG dM JG /_lM
(17) dx Jof, JOf dw [ Of dy
()L' Jdx dy
L dG oM 0G dM  dG oM
dz  dfy df, ds dp  df
¢l 2L pR-Al
Js Jdz op
0G_aM _dG oM 9G aM _

dft dp + dq d()}‘] d()—f‘ dag =

il est facile de voir que, dans le premier membre de cette équation, les

dérivées secondes de f, et /, disparaissent; pour ce qui est des dérivées

de f, nous remarquerons que I’expression précédente estla parenthése

(G, M) formée en considérant (16) comme un systeme de deux équa-
Adnn. Ee. Norm., (3), XXX. — Avamw 1913. 24
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tions simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, la fonction
inconnue étant £,, quant aux dérivées de f, calculons les coefficients

de Pfs 02/

T2 O dp’ nous trouvons

G oM JG oM
()f2 ()/1 ()f, ()/"2
d;( () ()x Ja
oG oM Jdx oM - G oM JG oM
0()/ ()./1 ()% ()Q[_‘Z_ )()./2 ()()/l ()/1 )(_)/_2

dap ()1 daz = dp P Jdp ()p 0z

)

quantités nulles d’apres (10) et (15).
(17) sc réduit ainsi & une équation entre x, y, 5, p, ¢ ot les déri-
vées du premier ordre de f, et f,, nous 'écrirons pour abréger

N (e sy 2o U, 00 O O O O O OFY
(18) N<'I'")’“’[)’/ dx’ 9y’ 03 op’ 0q’ 9x’ dy’ 937 ap’ o)

Considérons le systéme formé par (18) et

91 (s oy U, 6, 05 00 O O, 08 OF O 01
9 I 5D dy’ 9z dp Oq ox’ 0y’ 95 op’ dg)

nous venons d’indiquer que N est identique & (G, M), cette parenthése
étant prise de la maniére que nous avons expliquée comme toutes
celles qui interviennent dans le raisonnement, G représente la
différence

H, — 1L,
(18) s’écrit donc

(18) (H,, M) = (H,, M).

Remarquons que, d’aprés la forme du premier membre de (14),

M est une fonction de @, y, =z, p, ¢, «, B, 1, ()){’ -+ ()f’ les lettres o, {8
désignant respectivement I, QIPi ~+ %{;’7 1, (—3){/1 -+ df’, ou H, peut rem-

placer H, d’aprés (8); remarquons aussi que I, [I, sont déterminées
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par les équations

AN of, _Of o Ofi _
() + (&) —o(w0 o0 oG G ) =o,

: d/1> (dfa> afy , 9fs oy 9/
I (==) 4+ =2) —o,(a, , 5 p, g, Hy 2 ] 1 22 ) = o,
‘<a’y dy ('D‘<7 yo 5 Py gy M ()p ap’ . 55 g d(/> ¢

qui permettent de calculer les dérivées partielles de H,, H,.
Aprés développement des deux membres, (18”) devient

oM M OM Jdo, OIM Jy,

(18") —0;;%—1)—()—:—-——()—[77);——7)—(—]-76—
do; 09\ 0oy OM [do, . dfy  Afs oM Oo,
( +<T)F:“77’°;>7)%+7;<7)%—” & as>+ 05 g
df df1 doy af1 09,
<?5>“‘WW_7)7/7)_5
[ oM oM OM Jd9, OM Jg, )
\ 0y 705~ 0 9%~ 9 9 |

|+ (% - 2n)lm, Mo 0M<"% I lf__zf_>\
JpB de ) 0z der dp e dgq E s
afi 1 095 df1 09,
() — % % - 5%

Jdp Ou Jdg If

quand on a supprimé de part et d’autre les facteurs égaux H,, I1,.
Si, dans les deux rapports précédents, les numérateurs ne s’annulent
pas, on peut imaginer que I'équation (18”) obtenue en les égalant ait
9/

¢té résolue parrapport i - M pulq quaprés avoir remplacé cette dérivée

par sa valeur on ait tir¢ 7)—% de (19). D’aprés le théoreme de Cauchy, les

¢quations (18), (19) admettent deux intégrales /,(x, y, 5, p, q; 5'),
Jo(x, ¥, 5, p, 5 5') qui sont completement déterminées par la condi-
tion de se réduire & deux fonctions données o, (x, z, p, ¢; 3'),
wy(x, 7, p, g; 5') pour une valeur particuliere y, de y. Supposons
que o, et w, mises a la place de /;, /, annulent I'expression Moot ’on
altribue & y la valeur y, et montrons que les intégrales f, et f, cor-
respondant & ces fonctions o,, o, satisfont & (14) quelle que
soit y. ‘

En effet quand on substitue dans M & f,, /, des fonctions quel-
conques de z,y, 5, p, ¢, 5, M devient une fonction p(x,y, z,p, ¢;5")
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dM
dy

g%‘ -3%, ... D’aprés I'expression (17) de N, si f, et /, satisfont & (18)

et (19), v est une intégrale de

ivé .y . aM .
etles dérivées que nous avonsreprésentées par ——, —— --- deviennent

JG %_‘_ G I JdG Q[£+ JdG gﬂ.}. I _()_p.____o
((_)j_} ox ()g_/_',()“v ()% Js 02[_, ap ()% dg

ox dy Js Jap dq

(")

. o dG di
puisque les dérivées — - sont alors constamment nulles. I

i AR
n’existe qu'une intégrale de cette équation qui s’annule identiquement
quand y devient égale & y,, c¢’est nécessairement I'intégrale évidente
zéro. D’ailleurs on obtient w.(x,y,,z,p,¢; =) en laisant dans M la
substitution indiquée plus haut qui consiste a remplacer y, f,, /, res-
pectivement par y,, »,, ®,, lesfonctions £, /, sont donc des intégrales
de (14) si leurs valeurs initiales w, et o, satisfont & la condition
énoncée.

Vérifions que les valeurs initiales pourront toujours é&tre choisies
comme il vient d’étre dit : il est facile de voir que I'équation

X _ ()G)| ()f))l ()0)] ()(1)] ()0)2 ()(1)7 ()6)2 ()())2\ -
(20) M <1, Yo, G Py 4, -5:;, 75-) -5;';—(—)77(—):%—.7 7)-5-’ —()—p~,—(-)—(]~ =0

. . . O )
est toujours résoluble par rapport & == ou —=

—— g A1) . \ -
Iz Ja La forme du premier

membre de (14) montre en effet que p ()()1\,1) et 0(?1 différant de
Jdx 03

Jdo 9 » " ' L . .
—d—@l -— —d-o—f, cette quantité ne peut s’annuler identiquement que si
o (z,y,%,p,4,0,7), ¢.(@,%,5,p,9,0,1) sont les dérivées partielles

par rapport & 0, v d’'une fonction ¢ (x,y, z,p,9,0,71) (*). L'équation

of O o, o

(1) 1l faut naturellement imaginer que -5 « - - aient 616 remplacées

oz’ '(F’ > ox’ gy
o oG
par leurs valeurs dans ——=» —=, - -- comme dans M.
dx dy

(2) La fonction ¢ peut élre supposée homogeéne et du second degré par rapport & 0, 4
puisque ¢y, ¢, sont homogénes et du premier degré par rapport 4 ces quantités.
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du second ordre donnée résulterait alors de I'élimination de 0, v
entre

oy o
Or + - =L = 0s +- ==
r -+ ns-&—(m o, s—i—nt—l»—d_n 0,

ou encore, en regardant r, s, ¢ comme les coordonnées cartésiennes
d’un point dans I'espace, I’équation du second ordre représenterait
I'enveloppe des plans

r—+o0ns +n*t+d(x, ¥, 5,2, 9,0, 1) =0
qui sont toujours paralleles & un plan tangent au cone
rt — s*=o,

les deux systémes de caractéristiques de (e) ne seraient pas distinets,
nous avons ¢earté ce cas.

re g oM oM .
Les dérivées - o g, e sont done pas toutes deux nulles, il est
2 2 ) 2
[r— ( e
Jdx Js

toujours possible de prendre pour o, une fonction quelconque de =,
z, p, ¢, 5" et de déterminer w, par I'équation (20).

4. Bixaminons maintenant le cas ot le numérateur de 'un des deux
membres de (18”) (pour fixer les idées, celui du premier membre) est
nul quand £, /, satisfont aux équations (16). Cela revient & supposer
(H,, M) nulle ¢n vertu de ces ¢quations.

Appelons A une constante quelconque et écrivons le systéme

(21) =12, I, =12, M=o,

nous allons lui appliquer un théoréme démontré par M. Riquier (');
nous conserverons les notations employées par ce géométre.
On peut imaginer que I’équation

M=o

(1) Les systémes d’équations awrx dérivées partielles, p. 387 et suiv.
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/

ait été résoluc par rapport & == et qu’aprés avoir porté 'expression

obtenue dans

H,=
on en ait tiré 2, quant
Jdx
H,= 2
. ofe. 0fs Ofs. Of ,
elle est résoluble par rapport a 2, 52 95" o 2 sont les dérivées prin-

cipales du premier ordre.

Si I'on attribue & chacune des variables x, y, 5, p, ¢ ¢t & chacune
des fonctions f,, f, une cote égale a I'unité, tous les premiers membres
des équations, supposées résolues comme il vient d’étre dit, ont pour
cote 2 et les seconds membres ne contiennent que des quantités dont
la cote ne dépasse pas ce nombre.

Désignons par x,, y,, 5, trois nombres, par o, une fonction de y,
p, g et par @, une fonction de z, z, p, ¢ et montrons qu’il existe deux
fonctions f,(x, ¥, 5, p, q), fo(®,y, 5 p, ¢) satisfaisant aux équa-
tions (21) et aux conditions initiales

J1(Zas ¥y B0y 25 @) =Yy Py 4 )5 Sa(Zy Yoy 5 Py @) = (2, 5, Py 4);

plus briévement montrons que le systéme (21) est complétement inté-
grable.

La cole des premiers membres des conditions initiales, représentée
par I' dans I’énoncé de M. Riquier, est égale & unité; pour que le
systéme (21) soit complétement lntcgmbl(,, il faut et il suffit que les
équations dcéduites des équations proposées en dérivant fournissent
pour les dérivées principales de cote 3, ¢’est-d-dire du second ordre,
des valeurs bien déterminées. La scule dérivée principale du second
ordre qui puisse &tre calculée de deux manitres différentes est
f)“f
dx
tions (21) les expressions trouvées sont identiques puisque la condi-
tion

1cl

—; quon se serve de la premiére ou de la deuxitme des ¢qua-

(Hy, My=o0

est une conséquence de ces équations. Nous avons ainsi établi Iexis-
tence de deux intégrales f,, f, du systéme (21).
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Posons
Mila, y, 5, p,q)+Sfolx, 5, 5,0, q)=V(x, ¥, 5, P, ¢)s

d’aprés tout ce qui précede, cette fonction V(a, y, =, p, ¢) satisfait aux

¢quations
A% + A% ~ 9V 9oV
JE; I)?,;'—‘Px<$7.% Sy Py (—)}’;’ 'd~q—> = 0,
oV A% oV 9V
_—-())’ -+ (/—_()z — Dy (ar, Y 5 P q, —01)7 —dq> == 0,

quelle que soit la constante %
Via, yy 5, p,q)=k

est une intégrale intermédiaire de (¢). Le cas d’exception que nous
venons d'¢tudier est done celui ou I'équation du second ordre consi-
dérée posséde une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant
d’une fonction arbitraire.

Une telle ¢quation ne peut dériver d’une transformation (B,); en
effet, il existe alors pour le systéme (1) de caractéristiques Crois inva-
riants du second ordre (') auxquels devraient correspondre trois
invariants du premier ordre de la transformée (*), celle-ci serait
une ¢quation de Monge-Ampére dont les deux systémes de caractéris-
tiques sceraient confondus, chose impossible puisque () a par hypo-
these deux systémes distinets de caractéristiques.

5. Iin dehors de ce cas particulier, une équation aux dérivées
partielles du second ordre & deux variables indépendantes, qui posséde
un systéme de caractéristiques du premier ordre, dérive d’une trans-
formation de Bicklund de premiére espéce ; les équations quidéfinissent
cette transformation dépendent, comme nous avons vu, de certaines
fonctions arbitraires, mais quand ces fonctions sont modifiées la trans-
formation (B,) n’est pas changée, plus exactement lanouvelle transfor-

(1) Gounsar, Lecons sur les dquations aux dérivées particlles du second ordre, t. 11,
p. 158,

(%) Thése, p. 39.
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mation est déduie de la premiére au moyen d'une transformation de
contact appliquée aux ¢léments (2, ¥, <, p',¢') (*)-

Si I'équation proposcée (c) est une équation de Monge-Ampére elle
dérive de deux transformations (B,) puisque les deux systemes de
caractéristiques sont du premier ordre.

Nous ferons une seule application de la théorie précédente. M. Goursat
a indiqué que chacun des systemes de caractéristiques d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre & deux variables indépendantes
ne peut posséder plus d’un invariant d’un ordre donné supérieur &
deux (*), j"ai complété ce résultat en montrant qu’il subsiste pour les
invariants du second ordre quand le systéme considéré est composé de
caractéristiques du premierordre (*), la démonstration que jai faite est
d’ailleurs calquée sur celle de M. Goursat.

On peut déduire la derniére proposition du théoréme général de
M. Goursat. En effet, imaginons qu'il y ait deux invariants du second
ordre pour le systeme (C) de caracteristiques de (¢), le systeme ()
de caractéristiques de 'équation obtenue en elfectuant la transforma-
tion (B,) dont I'existence a é¢ démontrée dans ce travail posséderait
deux invariants du troisitme ordre, ce qui ne peut arriver d’apres le
théorcme que nous venons de rappeler.

(1) These, p. 35.
(2) Gounsar, loc. cit,, p. 159,
(?) Bulletin de la Société mathématique, 1. XXXII, 1904, p. 149.



