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SUR LA

r.

RESISTANCE DES FLUIDES,

Par M. H. VILLAT.

INTRODUCTION.

On sait que, dans 'étude du mouvement des fluides parfaits, 'hy-
pothese de la continuité conduit 4 des paradoxes tels que celui de
d’Alembert (') et reste absolumentimpuissante afournir une approxi-
mation, méme lointaine, pour Pétude des fluides naturels. Meme
en tenant compte de la viscosité du fluide (*) ou du frottement (*),
Phypothese précédente donne encore des résultats en désaccord absolu
avee 'expérience.

In 1847, Stokes, discutant un cas particulier, fut le premier con-
duit a se demander si Pexistence de discontinuités cinémaliques
n’élait pas nécessaire dans le mouvement d’un fluide parfait (*). En
1868, lelmholtz (*),se basant sur des considérations expérimentales,
¢met U'idée que, dans certains cas, il se forme dans un fluide parfait

(1) Cf. surtout: U. Cisorry, Sul paradosso di d’ dlembert (A del Reale Ist. Veneto
i Seienze, t. LXIII el LXYV, parte seconda). — ALManst, 4eti della R. dccad. dei Lincet,
1910, passim. — Luvi-Civita, Sulla resistenza dei mezzi fluidi (Atti dei Lincei, 1901).

() Lams, Hydrodyn., 1906, p. 318. '

(%) Levi-Civits, Suila resistenza d'attrito (Rendiconti del Circolo mat. di Palermo,
1907).

(*) Srokes, Camb. Phil. Soc. Trans., 1847 ; Mat. Pap., t. 1, p. 310.

(%) NermnovLtz, Berl. Ber., 1868, p. 215; Phil. Mag., \. XLIL; Wissensch.-dbhandl.,

L. 1, p. 146,
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des surfaces de discontinuité (surfaces de glissement), le long des-
quelles deux portions du fluide glissent 'une contre Pautre @ par
exemple, si un solide se meut dans un (Tuide, il entraine derricre lui
une masse {luide (sillage) faisant corps avee lui, le reste du fluide
étant en mouvement par rapport i lui.

Ce nouveau point de vue répond & la réalité, au moins approxima-
tivement ('). On peuat faire voir qu’'il y répond exactement, comme
cas limite : le mouvement ainsi envisagé est probablement celui qui
se produirait dans un {luide réel dont la viscosité tendrait vers
zéro.

Dans Uordre d’idées ainsi interoduit, et partant d'une méthode ¢di-
fice surtout par Kirchholl (#), divers savan(s ¢laient parvenus i déter-
miner le mouvement permanent avee sillage d'un fluide plan autour
d’obstacles de formes trés particulicres (el supposés animdés  de
vitesses constantes) :

Un segment rectiligne perpendiculaire ou oblique & sa vitesse
(lelmholtz, lord Rayleigh);

Deux segments reclilignes égaux, également inclinés  sur leur
vitesse commune (Bobylefl');

Un profil formé d'un certain nombre de segments rectilignes (Jou-

kowsky, Michell, Love) ().

lin 1go7, un Mémoire fondamental de M. T. Levi-Civita (") aintro-
duit dans fa théoric un progrés considérable, en déterminant Uinteé-
grale générale des mouvements plans permanents d’un fluide indéfini
autour dun obstacle immergé. La fonction arbitraire dont M. Levi-
Civita fait dépendre le probléme est une certaine série enticre dont
les coefficients (réels) doivent satisfaire 4 une condition qu’il a indi-

(1) Cf. surtoul : Margy, Le mouvement des liguides ( Comptes rendus e, Se., 183,
1901 ). — AULBORN, Ueher dew Mechanismus des Hydr. Widers, Hamburg, Friederichsen,
1902, — RIABOUCINNSKY, Spectres aérodynamiques (Bl de UInst. de RKoutchino,
fasc. 3).

(2) Kmvenworw, Forles, Mechanik, 20¢ Legon (Lraduite dans Ja Thése de M. Sautreaux).
~— RavLeien, Lhil. Mag., 1876. - M. BrinLoui, Recherches récentes " Hydrodynamique
(dnn. Fac. Se. de Toulouse, 1887).

(?) Love, Hydrodyn,, t.1V, p. 99.

(*) Luvi=Civira, Scie ¢ leggi di resisienza (R. C. del Circolo mat. di Palerino, 3907).



SUR LA RESISTANCE DES FLUIDES. 209

quée, et a diverses égalités et inégalités récemment mises en évidence
par M. M. Brillouin dans son cours au Collége de France (19og) (*).
Une fois choisie la fonction arbitraive, la méthode de M. Levi-Civita
permet de déterminer la forme de obstacle et les ¢léments du mou-
vement.

La méthode en question est susceptible d’extensions intéressantes.
Déjic M. U. Gisotti (*) en a trés ¢légamment obtenu la généralisation
au cas d'un fluide dans un canal rectiligne indéfini, Cobstacle érant
supposc symeirique par rapport a Uaxe du canal, et le mouvement é¢tant
¢galement symétrique par rapport & cet axe.

Jai cherché  obtenir une extension nouvelle, au cas ou le [uide
est limité par une paroi fixe indéfinie, obstacle étant quelconque.
Tel est le probleme que jai tout d’abord résolu dans la premitre
Yartiec de ce travail.

A cet elfet, Pai déterminé une représentation conforme faisant cor-
respondre, au champ occupé par le fluide en mouvement par rapport
au solide, Vaire intérieure & une demi-couronne circulaire, dans le plan
d'une variable auxiliaire G, et cela de fugon que les bords du silage
atent leur representation sur les bords rectilignes de la demi-couronne
situds a l'ave réel. A cause de celte propriété,la fonction Q (), a 'aude
de Iaquelle fexprime tous les ¢léments du mouvement, peut élre pro-
longée analytiquementdans lademi-couronne qui complete la premiére,
ce qui permet de conclure que la solution générale Q qui convient &
notre probleme présente la méme généralité qu’une certaine série de
Laurent & coeflicients réels (non tous arbitraires) assujetlis & ctre
convergente dans la couronne. Dans ces conditions la connaissance
d’une solution particulicre Q, permettra d’éerire U'intégrale générale.

Je suis parvenu i obtenir une fonction particuliére Q, en introdui-
sant comme forme analytique une série ordonnée suivant les cosinus
el sinus des multiples de ¢logC (série analogue & une série de
aurent, a lordre des termes pres). Je construis tout d’abord une fonc-
tion que jappelle Q) et qui, pour un obstacle formé de deux segments

(1) M. BriuLoutN, Comptes rendus Ae. Sc., 21 novembre 19ro.
(2) U. Crsorry, Sul moto di un solido in un canale (R. C. del Circ. matl. di Palermo,

1909 ).
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rectilignes comprenant un angle quelconque, satisfait & toutes les
conditions d’existence et de continuité voulues. La démonstration de
la continuité¢ (sauf en deux points de la fronticre exclus a priord) est
le point le plus délicat et résulte d’une application répétée d’un théo-
reme d’Abel.

Ceci posé, je forme, dans tous les cas possibles, une fonction Q,
particuliére répondant toujours au probleme. Do je tire intégrale
génerale de la question, sous une forme ot la fonction arbitraire est la
série de Laurent dont jai déja parlé, et que je serai amend plus loin &
remplacer avantageusement par une autre fonction, toute différente.

Revenons au probleme du fluide indéfini, résolu par M. Levi-
Civita. La fonction arbitraire qu’il a introduite n’a malheurcusement
aucune liaison apparente avec laforme de Uobstacle; de sorte qu'apres
les savantes recherches de M. Levi-Civita, et d’aulres plus récentes,
le probléme essentiel restait complétement & résoudre : Connaissant la
forme de ' obstacle, déterminer le mouvement el tous ses éléments.

La solution de cette question fondamentale, dont M. Levi-Civita
avail montré toute la difficulté, fait lobjet de la seconde Partie de ce
travail. Je suis parvenu & introduire une nouvelle fonction arbitraire,
au moyen de laquelle lasolution générale du probleme peat facilement
s’exprimer, et telle que cette fonction arbitraire posséde avec la forme
de Uobstacle un lien étroit et évident. 11 en résulte que, Pobstacle élant
donné @ priord, on peul immédiatement déterminer les propriétés
caractéristiques de la fonction arbitraire qui lui correspond @ cette
fonction particuliére appartient & une certaine classe de fonetions qui
correspondent toutes a des obstacles de méme forme générales et il
est possible de choisir une fonction appartenant a la classe ci-dessus,
de maniere qu’elle fournisse un obstacle pratiquement identique i
celui qu’on s’est donne.

Je suis parti de ce fait, que Pon connait la fonction () de
M. Levi-Civita, pour un obstacle polygonal. Imaginons alors que le
nombre des cotés de cette ligne croisse indéfiniment, de sorte que
cetle ligne devienne & la limite une courbe donnée, el prenons comme
fonction arbitraire celle qui exprime la relation ® = @ (o) entre 'in-
clinaison ® de la tangente en un point du profil de Pobstacle et Iar-
gument o du point correspondant dans la représentation conforme.
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Dans ces conditions, un raisonnement peut-étre hardi me conduit, &
la limite, 2 un ensemble de formules dont la légitimité est loin ’étre
évidente. Cette légitimité se déduit de I'étude approfondie de la fonc-
tion Q () que j’ai obtenue de cette maniére.

Le point capital est la continuité de cette fonction Q(¢) dans le
cercle |C|= 1, et jusque sur son contour (exception faite de deux
points). La aussi est la plus grosse difficulté. Cetle continuité établie,
fe fait que la partic réelle © de la fonction Q ainsi constitu¢e prenne,
sur la circonférence limite, les valeurs © (o) achove de legitimer la
marche suivie.

Yai ensuite appliqué mes formules & quelques exemples, ol la
forme de Pobstacle est donnée d’avance, notamment dans le cas ot
'obstacle a 'apparence ('une proue de navire, cas pratique le plus
intéressant.

Jai eté ensuite tout naturellement conduit & appliquer la méme
méthode a Pétude du mouvement dun flaide limit¢ par une paroi
fixe, mouvement dont javais déterminé I'intégrale générale dans la
premiere Partie. La encore, Pintroduction d’une nouvelle fonction
arbitraire (analogue & la précédente) permet d’obtenir la solution du
probléeme d’une facon qui mette hien en évidence la forme de I'ob-
stacle donné a priore.

I/introduction, antéricurement faite, de la fonction Q}, joue ici un

role essentiel; je démontre en effet que la solution générale Q peut
toujours recevoir la méme forme que Q) ; et des propriétés de cette
derniere se déduisent celles de la solution générale.

De ces résultats on tire des conclusions analogues & celles qu’on a
données pour le fluide indéfini.

De nouvelles extensions de la méthode suivie sont possibles, et
Jen exposerai prochainement ailleurs Ie détail relativement aux pro-
blémes suivants : mouvement d’un solide dans un canal indéfini; écou-
lement des jets {luides par orifice d’un vase de forme donnée, etc. (*).

(1y Cf. Hennt Vinuat, Sur le mouvement d'un solide donné dans un fluide limité par
une paroi fize (Journal de Mathematiques pures et appliquées, 1911) (& paraitre). —
Id., Sur le mouvement discontinu d'un fluide dans un canal renfermant un obstacle
(Annales de Vlicole Normale supéricure, 1911y et diverses Notes aux Comptes rendus
de. Se., t. GLIL p. ¢33 et 1031; t. CLIL, p. 303 et 630.
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Je ne veux pas terminer celte Introduction sans adresser ici mes
remerciments & mes Mailres, et particulicrement a M. M. Brillouin,
qui a bien voulu s’intéresser d'une facon constante & mon travail, et
dont les encouragements et la bienveillance m’ont ¢té si particulie-
rement précicux.

PREMIERE PARTIE.

SUR LA RESISTANCE DES FLUIDES LIMITES PAR UNE PAROI FIXE INDEFINIE.

Considérons un fluide plan incompressible, dont nous prendrons la
densité pour unité. Supposons ce fluide limité par une paroi fixe recti-
ligne indéfinie. Parallelement & cette paroi, un solide S se déplace dun
mouvement de translation uniforme, avec une vitesse égale a 1 (pour
simplifier Iécriture). Admettons qu’on ait atleint un mouvement
permanentirrotationnel, avee sillage ¢tenduwa Pinfini derricre le solide,
et faisant corps avee lui.

Soit O le point du profil du corps S, sur la partie antérieure, ot le
courant se divise pour venir entourcr Pobstacle. Ce poinl O (proue)
pourra élre un point anguleux, par analogie avee Ta proue d’un navire;
nous le prendrons comme origine d’axes Ow, Oy liés aun corps,
Oz étant de sens contraire & la translation, et par suite parallele & la
paroi fixe.

La portion o du fluide, en mouvement par rapport au corps, sera
separée du solide et du sillage par une ligne L formée : d'une
partie o, -+ 7, du profil de Iobstacle, et de deux lignes de disconti-
nuité (lignes libres) A, et A,. Sur L nous admettrons qu’il existe
partout une tangente, variable d’une facon continue, saul peut-étre
n O, Py et P, (voir fig. 1). Sur &, + @, la courbure variera d’une
facon continue, sauf peut-étre en 0.

Enfin nous supposons qu’a infini (sauf dans le sillage, bien
entendu) le fluide, primitivement au repos, n’est pas troublé par le
mouvement du corps. De sorte qu’en appelant w et ¢ les projections
sur Oz et Oy de la vitesse d’une particule fluide relativement au corps,
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[
Q
Bef

on aura, a 'infini,

=<1, IS0,

Rien n’empeche, en imprimant i tout le systéme une (ranslation
g, 1,

¢ Plan z)

(A) a, e
)

cgale i 1 dans le sens Oz, d’imaginer que le solide S est immobile et
placé dans un courant fluide de vitesse 1 a Pinfini. Nous ferons doréna-
van( cette hypothése.

Cela étant, le filet fluide qui tombe sur le corps, au point 0, s’y
arréte momentanément, puis se¢ sépare en deux, suivant les deux
lignes o, -+ A, ¢t &, -+ Ay, qui sont des lignes de courant. Les autres
{ilets ne subissent pas d’arrét. Par suite la vitesse V dans le fluide est
partout positive, sauf en O, ol elle est nulle.

Désignons par @ et le potentiel et Ia fonction de courant, lesquels
donnent licu aux équations

v=92 = 9
T oz oy
p=92 0%,
Ty T oa

Comme g et P ne sont définis qu'a une constante prés, nous choisirons
ces constantes de maniére qu'on ait o ==0 el Y =0 au point O.
Alors 4 sera nul tout le long de la ligne L.

Enfin, pour déterminer la pression en chaque point, on sait qu’on
déduit des équations ’Euler la relation

1
p=— ;V’—i— const.

Ann. Be. Norm., (3), XXVIII. — Mar 1911, 27
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Dans le sillage, la pression p, est conslante; ceci ne détermine
d'aillears pas la constante de Péquation précédente valable dans .,
4 cause de la discontinuité des vitesses en traversant A, et A,.
Mais, le long de &, et A,, I'égalité des pressions sur les deux cotés
donne

1
), - = V2 o const,
P 5 V2

La vitesse est done constante dans A le long des lignes libres et par

. , . . . 19 v = e . 1
suite égale & 1, qui est savaleuralinfini. Doz const. == - +p, et la

pression dans <l est
I
(1) /):::/),4—;—(1-—-\”).

Posons maintenant

S= 40,
il est clair qu'on a
df
) —— gy
(2) dz ¥

w et fsontdeux fonctions analytiques de z, régulicres dans le champ
toutefois les formules

dy == wde~+ ¢ dy,

= v - dy

montrent que / est infini pour s infini, tandis que o reste fini.

Domaine du plan [ correspondant aw champ s, — A la ligne L cor-
respondent pour / des valeurs réelles. Si Pon parcourt o, + 2,
ou @, + A, en partant du point O, / partira de zéro et prendra des
valeurs positives croissant jusqu’a Pinfini. En effet, en appelant s Pare
d'une de ces lignes de courant, en prenant comme direction positive
pour compter les ares la direction du courant, on a sur ces lignes

de _u dy ¢

as ¥’ ds vV’



SUR LA RESISTANCE DES FLUIDES. 211

lo  Jodr  dy
(_£~'~*(?(_.I_+.()_ﬁ€l‘l/——v>0:

ds — 0x'ds  dy ds
done o part de zéro et va en croissant; on a montré précédemment
qu’il croitrait indéfiniment.

A la parol fixe, qui est nécessairement une ligne de courant, puisque
lavitesse du [luide y est tangenticlle, correspond une valeur constante
de b : soit J,.

D’ot Iaire ci-dessous w du plan £, délimitée par la droite § =,

Fig. 2.
¢ (Plan f)
b
(B)
@, A X4
o T, 4 e ¢

et par la coupure le long de 'axe 09 (fig. »). Nous appelons f, et /,
les deux points qui correspondent & Py et P, (points ou le sillage se
détache de Pobstacle).

Ceei posé, 'équation f = f(z) elfectue la représentation conforme
de Paire A sur le domaine . :

Si le champ & est donné d’avance, tel que I'indique la figure 1, on

. - d R . .
conclura de suite, — du fait que l Zl_{l = V n’est jamais nul, sauf au

point O, et du fait que la correspondance est biunivoque entre les
contours de A et de w, — que la représentation est conforme. Mais il
est bon de remarquer que si, partant du champ b, on construit a poste-
riori le champ A comme nous serons amenés a le faire (voir p. 21 et
suiv.), la représentation ne sera conforme que si 'on s’est assuré que
le contour du champ A estformé de lignes ne se coupant pas, — ce dont
on pourra s’assurer dans chaque exemple. [Ce genre de difficulté a
6té signalé, pour la premiére fois, par M. M. Brillouin (Comptes rendus
de l'Ac. des Sc., t. CLI, p. 932).] ' :

Nous avons donc le droit de considérer = comme une fonction de f,
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réguliere et finie dans le domaine b, saul pour £ infini, cas olt = est
¢galement infini.

La fonction sv(f') et son logardthme — (8. — La fonction
W -

Glait, on Pa va, une fonction de sz, régulivre dans A, y compris le
point i Pinfini, pour lequel [w]==1. Nous pouvons done maintenant
considérer s comme fonction de /; finie et continue dans .

|ow] sera ¢gal & 1 pour S réel el supéricur a f, ou /, (suivant le bord
considére sur la coupure), puisque o] == Vest égal a1 sur les lignes
libres.

wsera réel, ¢ dlant nul, sar la droite 4 == 1,.

Posons

W e ik
en convenant que £ soit nul pour /infini (Jow] = 1). Qsera une fone-
tion uniforme, finic et continue dans w, exception faite pour /= o,
ol 1Q = + .

A Ay et h, correspondront des valeurs de Q réelles (pointessenticel ),
car sur ces lignes on aw|==1.

Pour g =1,, Q est imaginaire pure, car o est alors réel.

Avant d’aller plus loin, nous allons faire voir que Pon peut, au
moyen de deux changements de variables sueeessifs, remplacer le
champ w du plan /, par le domaine intéricur & une certaine demi-cou-
ronne dans un nouveau plan §, de manitre que les lignes libres corres-
pondent aux bords de la demi-couronne sur Paxe réel,

Introduction. d’une variable auxiliaire ¢. — Je vais tout d’abord
elfectuer la représentation conforme de Paive an sur un demi-plan.
A cet effet posons

L
i N R
(4) J o= /\/ e
ce qui est équivalent a
(5) = AL+ A(D —a)log(¢—b) -+ C.

Nous supposons que « ¢t b sont deux constantes réelles telles que

| <1, h>1,
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A est une constante réelle (que nous prendrons négative, G est une
constante quelconque. Les quatre constantes «, b, A, C vont satisfaire
a quatre relations que nous allons établir.
Notons qu’en posant

t—b=re’s,
et en convenant de prendre @ = o pour £ réel et > b, posant encore

C=—Ab—a)ri+

(avee (X réel), notre changement de variable devient
(6) S=At+- A —a)(logr 4 ic) —A(b—a)me 4 (.

Cela étant, faisons déerire au point ¢ 'axe réel de son plan.
Pour ¢ réel et plus petit que b, on ac=wetr==0—t; festréel;

, A ot nbontif £ doerai :
lantque ¢ ne dépasse pas a, — est négatif, et / décroitra depuis +

jusqu’a un certain minimum (que nous poserons égal & zéro), en
passant par la valeur £, que nous supposerons atteinte pour

[ mm-— 1.

De t=ai t=0, / est toujours réel et croit de zéro & —+ o, en
passant par la valeur /; que nous supposerons atteinte pour

L= =1,

¢ arrivant au point b, évitons ce point par unedemi-circonférence de
centre b et de tres petit rayon; / devient alors imaginaire pour ¢ >0,
la partic imaginaire ¢tant constante et égale & — A(b — a)w¢ (valeur
que nous égalerons i 2,); quant a la partie réelle, elle va sans cesse
en décroissant de 4+ — .

Moyennant les quatre conditions sus-énoncées et qui s’écrivent
explicitement

(7) Aa+ A(b—a)log(b—a)+ C'=o,
(8) fr=— A+ A(b—a)log(b-+1)+C,
(9) Si=A+A(b—a)log(b—1)+(,

(10) by=—A(b—a)m,
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la relation (6) fait correspondre le domaine b au demi-plan ¢ supé-
rieur (fig. 3). La correspondance est biunivoque ainsi qu’on s’cn

Iig. 3.
( Plan t)
(Az) (@) (G5Y) ) (Paroi y)
- 4] a +1 b ’

apercoit sans peine par un raisonnement analogue @ celui du para-
graphe précédent.

Introduction d'une nouvelle variable (. — Posons maintenant

1 1
11 =logl == = (logp + ()= B
(11) [4 L( f /\// /.__/,)

e et o désignant Te module et un argument de la variable Tintroduite,
et B désignant une constante réelle.
Par la transformation

(12) L= - I

-

réduisons le polynome sous le radical & Ta forme canonique privée de

, R b . .
terme du second degré. 11 suffit de prendre /== % et il vient sans
3]

peine
I3 SO /02 A
{ - — — 'rm/' - — i et | e rn
F(1)=h(1P—1) (L— b) = 4t (145 (5 .),

de sorte que

"“Wc - l)/ /’/' Bb [ b ’
)2 ) [
\/IT‘—“‘/I i""‘) """—5—(‘2)— —wl)

De la nous tirons, en introduisant la fonction elliptique de Weier-
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strass,
‘ ‘log¢
13 T=p ( 2 4k
(13) J . IB )
£ ¢tant une constante, arbitraire pour I'instant.
Aux racines : — 1, +1, b, de F(¢), correspondent les trois racines
du trinome en 7, par ordre de grandeur croissante,
b b 20

(14) Cy=—1— 75 Cry=1— 7, e = -

Lesdemi-périodes delafonction elliptique sont 'une wréelle, autre o’
purement imaginaire, et données par les formules

—~
-
913

) /""w 12k3 0y T dr
6) == ———y —_— —
. Vit —. .. L, Vit —. ..

1

Geci posé, observons que, lorsque ¢ déerit Paxe réel de son plan,

Fig. 4.
(Plan T)
(X)) (G5 (@) (M) (Paroi P)
ez a6 |o e,

7 en fait autant, comme 'indique la figure 4 ci-dessus. Au point ¢t = «,

, b
correspond 7 =« =a — 3’
. . , ) log¢ . .
Or, si s représente Pargument -5 + /e de la fonction p, on connait
Fig. 5.
( Plan s )
w’ (w) m) w.’,w‘
( (X

0  (Paroi dy) w

la variation de p(s) lorsque s décrit dans le sens positif ( fig. 5) le
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rectangle construit surles demi-périodes; lafonction p(s)décroitcons
stamment de + 2 & — % en passant par les valeurs e,, e, e;, pour les
sommets durectangle autres que Uorigine; la valeur « est atteinte sur
le coté supérieur du rectangle.

Revenons maintenant 2 {. On a dit que

— l_(:‘_{i’_;_ -+ I 7;—1 - IM A
B ' B ’

Supposons que B soit positif, et que £ = /A" (avec & réel). On voil
alors immédiatement que :

Si s varie de o & w, g reste constant ct ¢gal & ", o croit de o
a Bw;

Sis varie de w & w + o', g varie de €™ d " tandis que o resle
égal 4 Bo;

Si s varie de o + o & o', g reste conslant et égal i ™ 5 déeroil
de Bow do;

Si s varie de o a o, g varie de "™ 4 ™, el 7 reste constamment
¢gal & o.

Dans ces conditions, si nous déterminons les constantes B et £/ par
les conditions
(16) BoZ, Mo (<o),

0)
nous voyons que le contonr décrit par la variable € == % 4~ 1+ dans son
Fig. 6.
M| (Plan §)

(Grn) /\‘C ,'Go

. (@7
garo e X
\
o] 0 q (Ag) 3 ¥

plan, lorsque ¢ décrit 'axe réel, est la demi-couronne circulaire de la
figure ci-dessus. Le rayon de la grande circonférence est égal & 1, &
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cause du choix de £/, et le point qui correspond & ¢ =« est situé
sur cette circonférence. Quant au rayon de la petite circonférence, il
est ¢gal a

(]7) l‘"/‘(::(,‘_””:.q<l,

quantité que nous désignerons par ¢, selon les notations habituelles
de la théorie des fonctions elliptiques.

Maintenant, du fait que, lorsque le point T déerit le contour de la
demi-couronne, = el par suite ¢ prennent une succession continue de
valeurs toutes distinctes, on conclut, par un raisonnement classique,
que la demi-couronne et le demi-plan ¢ supérieur se correspondent
d'une facon biunivoque. Nous avons done réalisé la représentation
conforme annoncée, du champ a do plan £, sur une demi-couronne
(par Pintermédiaire d’une variable auxiliaire 2), et celade (elle maniére
que les lignes libres A, et 4, aient leurs images sur les limites de la
demi-couronne situces sur 'axe réel.

Nous appellerons o, largument (entre o et =) du point de la demi-
circonférence de rayon 1, qui correspond & /=, on v ==« (¢ esl-
a-dire en somme i la proue de I'obstacle dans le plan z). On a done,
drapres équation (13),

.,

/ » !
(18) a—p ;m,»—m .

Knfin, en ¢liminant les variables ¢ et =, ona sans difficulté larelation
suivante entre /et {:

/ f ,
(r9) S—=A | —)f - J)(-;.—I;—Tl();,"{——m') ‘

20

’ ) kY . N e
4 A(h—r)log| — - (77: logl — o ) l A T A (b~ )T,

Détermination  des constantes. — La figure primitive du plan =
¢lait caractérisée par les trois constantes /i, /., by, toutes trois posi-
tives. La transformation 2 laquelle nous venons de parvenir fait inter-
venir d’autres constantes, i savoir: A(< o), b(>1),7,(entreo etw),
les autres constantes apparentes s’exprimant en fonction de celles-li :
en effet la donnée de b détermine e, e,, €,, ¢t par suite o et o', et la

Ann. Lie. Norm., (3), XXVII, — Mar tgr1. 28
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fonction p. Ensuite on a

, b 1z m A
(20) [ A R e i E e - ) ),
W) /

Iy -
B 7

valeur dont le module est moindre que 1, puisque, o, ¢lant compris

1) i - N 'e
entre o et =, (p(:c“_——(-)’) sstocompris entre e, el e, ¢est-a-dire
T / N
1 b
entre 1 — 5 el — 1 — 3 )
B D)
Je veox laire voir que la donnée des (rois constantes /., [, b, esl
équivalente exactement i la donnée des (rois constantes A, b, 7, avee

les restrictions
/l >0, f2 o0, 'bl T 0 \ <70, 7 R [ER PR -

En premicr lieu, les quantités /), f,, by s’exprimentan moyen des
(rois autres. Kn effet, les ¢quations (7), (8), (9). (10) nous donnent,
apres soustraction de la premicre aux deux suivantes :

(10") by Al a,
: . -
(o1) Sio A wy \(I;mu)ln;zzw»u;l,
. _ b4 1
(22) /[y AC o w)y = AD a)log ey
' [/

ce qui donne £, /,, by by est bien positive, d’aprées les hypothéses.
Pour ce qui est de f; el /,, observons qu’on peut les éerive, en élimi-
nant A au profit de J,,

Dy /A
053 e [ o [ 8 i
(23) /i r (\I; 1 Saly l‘,)’
by b I/
2 TR Jog et )
(24) Ja 7T</I~'(l “hoa ')

Or, si 'on considere la fonetion
Yoo X - JogX —1,
il est facile de s’assurer que sa variation est celle qui est représentée
par le dessin ci-aprés, oitle minimum a pour abscisse 'unité,
Cette fonction est done toujours positive, et par conséquent il en est
de méme de f, et /..
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Réciproquement, supposons maintenant qu'on se doune /i, /4, i3
je vais en deduire A, b et a.
A cet elffet, partons des quations (23) et (24), nous pouvons

ig. 7.

.w%l,f’ \
] '.x
, | \
07X, [
'y 0 i O . . .,
affirmer que - et = sont les abscisses de deux points situés
b 7 [/
sur la courbe g précedente, o Pintersection respectivement avee les
droites
./ ./
3\ . ol Y A
71 71
En observant qu’on doit avoir
o Ot
P I I L =Tl I
b u byt

les points en question sont déterminés sans aucune ambiguité, et

Pon a, X, et X, étant des nombres maintenant connus (voir la ligure),

by 1 0 -1 :
ol
Lo N p e it X
\z‘ 27 /1

et on s"ussure aisément qu’on a bien |a| <1, b > 1.
Geel posé, A est fourni par I'équation
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et il est bien négatif; et, la fonction p une fois construite, I'équation

b 3 )
e ;._:‘_;_..{- b Fﬁ,-—-—-(,))

fait connaitre une valeur unique pour s, entre o et «.
L'¢quivalence des deux systémes de constantes est done hien
ctablie.

Expression de la différenticlle df. — Des deux équations (4) et (13)
nous dédoisons

. { -l m m A dZ
25 df == A\ R dt = ' | —logl — 1) ) [
(25) o= A Y p (gt =) £ S
¢’ est-a-dire
) \ ]
) (“:"‘ logl— ') +4 =5 -« . . ,
I [T ”g ’ ) 3 / 7ie

df ==\

) [}
PETUN AR PIPTI QAL I
ol 1 ( i logz = ) ‘ Z

P (\.—T"_" l()"C ===y /) o —4‘,)“‘

Or on a, Capres la formule d’addition de la fonction p,

) (e, — (t‘ )
'l)(-—-l();,' — ) ey e ‘). i,
fn
pl=—logf) -«
i

el par suite

z ' (ey - ep) (e ey) ! \
—loel — ' 4_ | 4 y) .
bR ( T‘."”‘ U‘) 0 oL ("nl(,hg).
:|) - l”" ) ey g
D’aillears
o b
-
et
0 ) ) - ((‘;, ) ‘,, ——
T e A r.,') oo PR T S ) ~..-E)_ .

’ [t
) J'("’ngn e

ki) ’("' !y ) g0 ,\
s l“ l’("'gn "’)
LA
" J)(»—lu"’) »»»»» ¢y . ;
(36)  df = A = (04 e) e (o) 2
- 2 P v ~T
(T ¥ 4

ld»(—l()g )—a
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ol encore

(27) df /\.%(”u"—(ﬁ)(‘«‘u'—%)z

[‘p(ﬂa(.> J»(lﬁlo,,,ﬂ D <L_TEIUDC> o
om0 ) , 1r 3 B
I,,)(;a",) — i‘})(g—;log§> — (!2]“]>(-[:-;:|0gﬁ> ——L’;;] )

Nous observerons que, la fonction p ¢tant paire, cette différentielle

~ s

I . .
7> car celte opération change

” l .C ' 1t ¢ : 1 ( ] o1
r 2 ! ’ ) Jiye D Y I A > .
; 0og ¢ en ia (Ill:ll]tlt(, opposee (d un mul(,lpl(, pres de la penode JO)).

reste invariable si I'on change € et

Cette propriété nous sera utile un peu plus loin.

Prolongement analytique de la fonction Q. — Par suite du change-
ment de variable entre /et G, lafonction Q, regulicre dans le champ w,
du plan f, peut étre considérée comme une fonetion de T régulicre
dans la demi-couronne de tout & heure. Et, comme Q prend des

Iig. &

valeurs réelles le long de A, et Ay, ¢’est-d-dire pour les points { situés
sur les bords de la demi-couronne appartenant i Paxe réel 0%, elle
sera prolongeable analytiquement, selon le principe de Schwartz, dans
la demi-couronne symétrique de la premiére par rapporta OZ. Les
valeurs prises par Q en deux points {imaginaires conjugués, seront
elles-mémes imaginaires conjugudes.

Dans ces conditions, la fonction Q sera régulitre dans la couronne
tout enticre. Blle y sera linic et continue, limites comprises, sauf au
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point {==¢ (qui correspond a /=0, ¢est-i-dire & la proue de
Pobstacle) et au point conjugué.

Q devra étre nulle lorsque /est inlini, ¢'est-b-dire pour (== == g¢.

Sur la circonférence [{] —= ¢, qui correspond & la paroi fixe, Q doit
étre Tmaginaire pure.

Voyons maintenant comment  se comporte au voisinage du poinl
{ = ¢ ou du point conjugué.

En posant

i~
Iw

(28) 00T

(avec O el T réels) on a
R L
"ot

(29) Vos|u—ide| el B e

Done la partic réelle O de Q est langle de la vitesse avee O Obser-
vons, en passant, que la condition que  soit nul pour/ = entraine
que © s’y annule s les lignes libres A, et A, ont done Ox pour direction
asymptotique.

De la signitication de ® nous déduisons que, si le point T (end
vers le point ¢ ou vers [e point conjugué, en restant sur la circonfeé-
rence |C| =1, O tend vers ¢ 4o si Von arrive i gauche d'un de ces
points (sur la portion de circonférence correspondant a la paroi @, ),
et vers 2 o si Ponarrive & droite (sur la portion qui correspond i o,).
Nous désignons ici par 2o langle (L 2w) des deux tangentes en O i o,

N . ™
¢l @, dans le sens du courant; el par ¢ angle, plus petit que =

en valeur absolue, que fait avee O.x la bissectrice intérieure des deux
tangentes en question.

Knfin, de I'équation V == ¢ résulte que, pour £ nul, ¢’est-a-dire
(== ¢, V étant nul, T est 6gal & .

Ceci posé, nous allons maintenant faire voir que tous les éléments
géomeétriques et cinématiques du mouvement peuvent s’exprimer au
moyen de C et de Q(0).
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11.

EXPRESSION DES ELEMENTS DU MOUVEMENT EN FONGTION DE £ BT (7).

Lignes de courant. — Ces lignes ayant pour ¢quation ) = const. on
les obtiendra en égalant dune constante le coefficient de 7 dans £, dont
Pexpression est fournie par 'équation (19). On v parvient aisément
en observant que '

y \

( o lowt / S (lo2p - i) , m .<’o)| o'
y— - ) =Pl = 2o = 1T) ) =g L — 1080 + ——) .
PA7708 ' ) Plagtiosp ot P =7 Fosrt T

Or-la formule d’addition de la fonction p donne

ST U EA [
p (A H)-l—(‘ll——\——i——l—) pPA By

AV p A
el par suite ici
1] . A
P (-_»»- log - m’)
YAim T
EA (ﬂc) =P l/ ,T:l“hp b= l Ny . r,'("" e +m" .
- . ) — — —— — " — .
’] ( 0) a0 'r)/ A J ™ ) v e hp l )
i :a) plil=logp - —.—-) s ' -
\ [P T

linaginaire

- AN " N
N ™ ) P " yag ™
lit comme p '-l ( ;Ingp |~(—)l pstréel, et p , [ (;logp += >
. . ., i , o
pure, on a immédiatement la quantité p < ;log;——m’) sous une forme

ou le réel ¢t 'imaginaire sont séparés. On fera de méme pour

b ) , \ i ) , A
log | -~ == - )(-.—— logl — o == o (— logl— m ) — ey
» 3 PAERoP ) ”<‘p.z7r " ) |’

d’olt pour  une expression facile & éerire, et qu’il nous parait inutile

d’expliciter.

Vitesse el position d’une molécule correspondant a ¢ donné. — On a
("aprés (2)
df

ds

= w,
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el par suite
daf

lz = === i (),
oW N

D’ott, en se rappelant que pour z == 0 on a { = ¢,

N4

(30) i / it df,

LT}
oo

olt df a Vexpression (27), intégrale étant prise sur un chemin quel-
conque sans sortiv de la couronne.

Ceet donne la position de Ja molécale. On a déjiova que la vitesse
est donnée en grandeur et direction par

" u--i¢
Vel L0 e,
‘ Y
Elément d’arc. — 11 est égal 2
(31) ldz| v df].

Rayon de courbure d'une ligne de courant. — 1’angle de contingence
¢tant alors €@, le rayon de courbure est

f

30 et | &L
(32) R 76

Sur une des lignes libres, en particulier, on a V. o-e' =1 et le

ar.

rayon de courbure devient —5

Parows o, et w,. — Il suflira de prendre Uintégrale (30) le long de
) =1, en cheminant du point £ == &% vers le

la demi-circonférence
point T==—1 pour &,, et vers le point { == +1 pour o,. Kl comme
sur cette demi-circonférence ona C=¢ (oo wm) il vient sans peine,
en partant de (27), d’abord

( ( )2 i ((n) o ' (‘ma“ )
. ) 5 a2 )2 ) | e [ | e
_— A 2 y o ¢ ) ey 2 ‘J - o) P % )

Poo(Za) < |p(Ze) e |0 (29) a ]

da== el df o e
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puis, en séparant le réel de Uimaginaire,

”)(/m’) g \NT L o "
v (=) —y _”> J'(;,;v)

> / eV eos® \ . .
v, ») & N
||’ Jo o H >w"J[J<rG> e

A
w
e
o

(“;/;) ‘}’1-&‘—“"’7‘_:‘(’—'3""01)(0:1—02)2
lxl’('{;—:"') — ¢y )

‘fl)
l.v( ) »~.v( )
I’6lément d’arc sur une de ces parois est d’aprcs (31)

(33) w0 =220 ) (-

Q

Tn

i
X/ e sin® -
, o m
K :;'70 "‘; J’ —e‘l

) "0y P
Am ‘J’(""Ju‘)”‘l)(%7> 'J)'(\_EO'> l({g‘l
ol ” _""“' ey ) (g )T ) » Ity )
A W=, | —¢; )(—’.g —r, l(—’-g’ —_—
d (7‘: ! P F iz ; i

Dol Pare o7 :

Am 32
B (¢ —ey) (¢ — ¢y)*

()29 (2 )

a7 -
< | L = / | ds ).
, 0 0 o
7 ‘J’( 9'0)"“(1] ‘l)( G’)—(‘ I’ (—’I) -0y
T T
Pour o,, o croit de o, & =5 on a alors
1) 1) ) )
J!(-—O’n) l’<:5>>m .l’('T:'T)<0- dg >0
A \ TC
donce
. A 2
(35) m:"th——L((’-—-G,)(67~~(v)‘

T ) ) )
T e J) O‘(, — J'l ;_:O'
By — "
1) 0)
LN e HCaE
. Ik -
Pour w,, 5 décroit de o, 2 05 on a

] A ) AL %, i
1 o' — | —o) << o0, P =o)<Co, dr <0}
J o ) J - d )

T i

Aun. Fe. Norm., (3), XXVII. — Mart 1gt1. 20
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done en remplacant on constate qu’on obtient pour @ la méme expres-
ston quc dans le premier cas.
L’¢lément d’are s’éerit alors

Aw ¢ l“:"<!£7“;°") J’(m ) J)'(%a‘)(/c

(-’;()) (/ZTY» -—-—TE—'/(' —"C;)( x)"‘(.;) ™ : - o 2;
J)( ) ‘[p —a‘)——(' HJ) = l

dvs
de’

d’ou le rayon de courbure

Lignes libres. - On les obtient lorsque € déerit une portion del'axe
réel :de — 14 ¢, pour A, de 41 ¢ pour A,.
Soit 5, Paflixe du point P, ou se détache la premicre ligne libre.
On a sur A, d"apreés (30)
I / (:I‘.‘_." ((/..
4 1
Or, sur 'axe réel, Qestréel et Cogalement; quant i la dillérentielle d/,

prenons-la sous la forme (27). Sur A,, € étant entre 1 el -~ ¢,
on a

) log == logp - i,
puis

0o L ) (e W) (ey—¢
J)(—.—Llog’;) -":.:,p( -;r'-lu;.;"o b m) T R XA ~ 4,

i (o
Pl = logp) e

quantité réelle, puisque p (»» l(wp> est réel. D’autre part, 1l vient
3

\
(e ex)(e)— ’/':x)J”( : ?—lu;;‘p)

/ (—?—logt) L e ' 5
T l Lt B
I ( - = log p) —ry l

quantité visiblement imaginaire pure. Nous en concluons que df'sc
présente sous forme réelle. On peut done éerive sur A, (== 2, +iy,)

(R
g 2 1/ cosfdd/,
L

(7)) { ”

( Yo yx»»l—/ Sin&2d/.
o/
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Calcul analogue pour A,, ot { est réel entre 1 et ¢, de sorte que
P o y e . .. X
logl = logo, ")(-F:l()g:> est réel, et p (Elog§> imaginaire pure et

enlin df réel.

[are d'une des lignes A, ou A, est donné par
|d)| = | df].

Sur unc des lignes libres, I'arc compris entre deux points correspon-
dant & T et O est égal & | f'— /7|, /" et /" étant les valeurs de / corres-
pondantes, fournies par la formule (19)

Quantité de fluide s’ écoulant entre l'obstacle et la paror. — Construi-
sons treés Join & droite une normale HI & la paroi fixe, jusqu’a la ren-
contre avec la ligne libre A,. La quantité Q de {luide qui s’écoule

Fig. q.

J

Ae

pendantune seconde entre 'obstacle et la paroi est égale & lalargear HH'
du flux liquide, puisqu’a linfini la vitesse est horizontale, constante et
égale & 1. Onadonc

38) Q :?..':/ dy = wdy — v dx.
Jirw Jirn
. 1 d.
Mais & cause de « — %, g == — 7[—%-, on a
0= r/kl,Jt
H'H

et comme ¢ est nul sur 4,, il vient

Q = '<IJ1 .
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Q est donc une quantité connue. En méme temps, ce qui précede nous
apprend que la ligne A, a une asymptote paralléle a la paroi lixe, et a
une distance de celle-ci égale & ,.

Résistance de lobstacle. — Hn appelant o el B les cosinus directeurs
de la normale extérieure & Pobstacle, les pressions elémentaires
exercées par le [Tuide sar Pobstacle (- pads, — pBds, sur chaque
clément ds du contour), se composent en une résultante générale
P, Py, et un moment résultant M au point O, donnés par les for-

mules

(39) P :Mf['“ ds, P, - -‘//)‘6’(/.5', M- //)(;’j.l' —ay)ds,

ot les intégrales sont étendues au contour total, parcouru dansle sens
direct.
Occupons-nous seulement de P, et P,. A cause des formules
zels o= dy, Bes —— dur,
on a immeédiatement

PPyt iy m//:(((l' ~ Ll ) [//; s,

I

D’ott, en observant qu'on a, daprds (1) @ p=pot (0 V*) sur

P,OP,, et p=p, surle reste du contour,
P.:::/(I \‘)(/z.
Pintégrale étant étendue cette fois a Parc P,OP, seulement. 1o

, L' N " '
(10) | L / (v~ V2)ds w--;f (1 V2%)yds.
% pon, 2S00, )

La résistance ne dépend done que de I'état du mouvement sur o,
et oy,
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Utilisant les formules (2), (3) et (29), nous aurons tinalement

1 N o ; .
(41) P == ((jz£1_62r~}-/£.!)(//’

20 .
Pintégrale étant prise cette fois sur la demi-circonférence |{] =1, dans
le sens direct, du point 1 au point — 1. Observons maintenant, comme
I'a fait M. Levi-Civita dans un cas analogue, que-la fonction Q prend
des valears conjuguées en deux points L conjugués. Par suite, en deux

. ¢ I . ’ . ‘e ~
points : L el z» conjuguéssur la circonlérence de rayon 1,0 estle méme
5
et T a des valeurs opposées. Donc on a, sur cette circonférence,

’).

2T 4 Q=T i®=0{(0 - [T)=[Q (

uxl o=

Par suite

. * 142 l

Y, E, -~ 1) 1,0, 1)

.. N < , P I
Rappelons-nous ici que d/f n’est pas modifiée par I'échange de C en =
5

nous en concluons immédiatement

. O (L) g
/ ¢ . (:"l df - / e f.,
i, 1)

L, i, 1)
D’ott pour P,
1

(42) T AL
R e

intégrale ¢tant étendue a toute la circonférence [{| = 1, dans le sens
direct.

Or, expression de e®dfsur cette circonférence résulte de la for-
muale (27), o { = ¢°. Nous avons donc finalement

(43) P A o) (e — )
AL ' )
7 e w TN
e T{ecos® - isin®) i J)( 25,,) — J)(-U)—l ‘I:’(Q 7)
T 0 T
7 - : = ([J

' T o) ) ’ 0) 12
PDl=7 - Cy Pl =7 ) —¢Ca ‘P(:O’)—L"J
S g e[ (Ge) -] p(5e) -
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D’oil, en séparant le réel de Uimaginaire,
ta)

Ao ( Oy Oy ) ((f;‘ —_ L’2)'-"

0] P ‘ -

27T [ (1)
.I’( :’7«)) e Oy
I

Ao (ey—ep) (e y)”

0) '
4][; -T: “y oy

am l.v(l’m,) p(Zs)

L =
< / eV eost)
7y ( g
=7 2
(= )

L'analogie qu’on remarque entre ces formules et celles qui sont
intervenues dans le calenl des parois o, el &, va nous permetire de

(45) Py

.
9T

démontrer les deux résultats suivants ((‘ll supposant que Pangle @
. . ™ 7T
sur la paroi reste compris entre - el s
in désignant par 2, y, les coordonnées dua point Py, et par a,, v,
celles du point Py,

1° La composante P,. est essentiellement positive, etsagrandeur est
o, . \ .- . | .
inférieure & la demi-distance verticale = (v, - vy ) des deux points P,

et Py
2° La composante P, normale i la paroi est comprise entre les deux

N N I 1

limites ~xy et - @,

» Lamites de P,. — Considérons en effet P,. Décomposons I'intégrale
qui y figure en une somme de trois autres : relatives aux intervalles

0, Ty, Ty Ty TR

pour =. En se reportant aux formules (33) et (34) on voit de
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. .. . . . , N § P -
suite que la premicre intégrale particlle est égale & - - v, (quantite
B © KA
positive, ce qui du reste ¢tait évident); la seconde intégrale est de
N I . V. .
méme . y,. Dans la partie restante, faisons le changement de variable
, . . . o I -
=27 —GC («;c qui revient a remplacer ¢ par ;—); on sait qu’alors €
\ )

se change en sa conjuguée, donc
O(om—5')=0(g"), T(om—o )=—"T(s).

Yar (Z(,)llSé(lllcll(, en l.'elll‘dl'(lllilllf. que

Ty ) )
227 P “’-70)' .l’(:q) J’(—"_)
I ™ / - T LT
¢ Tsin® s do
- 1) gl
plze)—allr(ze)— o
m m e
o ‘,»(—c‘,) P —5) T (—o‘)
o ' \ TC s
- eTsin® — - — s,
oy [ 0 , ) X =
.l’('ﬁ:"’) —_ (,,v lp(‘-‘r-;r:r) —

Or, comme on sait, la vitesse V==¢" ne peul dépasser la valeur
limite 1, qu’elle possede & Uinfini; on en conclut que, pour o <o <=,
T est négalif, el par suite

el e

done, en observant que Pexpression éerite sous le sigue / est néga-
0
tive dans tout 'intervalle o, =, puisque

o . .
‘,)’(-'-ﬁg-) <70, sin® (g -—7,) > o,

() o( Jemere
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on peut écrire

Aw (ey—ep) (ey— ey)*

0 — -
< 2T A
J’(""’n —
- \»71. -
) (3) \ () ‘ g X
o l")(—o’o)—“«"y(.— 7) n]’ (.—-G)
roo. s / Wi T ~ YV
< / eV sin® —— ‘ S
) [ ) : o
Jy IJ,(__J)_,,,_,HJ,{_ )u,,‘l

Aoy (ey-—e)) (eg— ey)*

2T mn
""0'(;) !
\TC
_.("" A M »
J) -I;:O'“)—--J) ;'J',

» T .
s / ,‘;‘l' ﬂin (u) - - - 1_‘., L s (/,_7- . _‘.l .
v

) el e[

2 T
_..‘_}_'ll(‘:z ceg) (ey - 0y) / etsin® .. o

O (m ! , Ja
4l";7o : ’-:4Y

T e

l')

La quantite

- I “
est donc en module plus petite que=(y, ).

Done enfin la somme des trois intégrales, en lesquelles nous avions

» , .« . . e . el 'Y
décomposé P, estpositive (et nonnulle) etelleestinféricure i '2’«5—~;)—

Limites de Py. ~ En suivant exactement la méme voie, on décom-
posera Pintégrale qui représente P, en trois autres, dont les deux

.y , L1 . 1 ..
premiéres seront ¢gales i S % ota =2, Latrotsicme

.
d

2T
¢ Teos®. ., dr

Ay ey~ ey) (ey—ey)? /

2T ) \ .
i -1—_:0",) . C‘,;.

comme précedemment se remplacera par

Ao (ey—ep)(e,— ¢y "
s <‘ 7 ) e cos® ... do.
2T » J,
Pl=o)—¢s '
T
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Ensuite nous aurons les inégalités

o< %92(83"“81)(03"‘52)/061‘(:05@ do<l:r2,
2T i ‘)O'>—-—e 2
‘]<7r 0 3
Ao (e,— —
o< — 22 2 (e e) (G e)” / eT cos®. da'<§.1',,

2T ()) Jo
; - — e, o
p(Zo)—e

ce qui, en désignant par e, et ¢, deux nombres compris entre o et 1,
nous donne pour P,

I) —

1 I I
-;(x,——x,) — ‘2“52-T2+ ;515’?1»

expression sur laquelle il est clair que P, est compris entre les deux
. . ’ I 7 - ’ -
limites annoncées : s%y el ——x- On a des résultals analogues si

I'on suppose que 'angle ©, sur les parois de I'obstacle, puisse sortir
. 3 s T
de Iintervalle — =, + -

111

LINTEGRALE GENERALE £2.

Forme générale de la fonction Q. — La fonction Q devait satisfaire,
nous 'avons vu, aux conditions suivantes :

Elle est réelle sur ’axe réel;

Elle prend des valeurs conjuguées en deux points € conjugués;

Llle est réguliére, finie et continue dans toute la couronne com-
prise entre les circonférences de rayons 1 et ¢, limites comprises,
exception faite du point {=¢" et du point conjugué;

d. Sile point ¢, sur la circonférence de rayon 1, tend vers I'un des
deux points précédents, la partie réelle © de Q tend vers la valeur
¢ -+ o si 'on arrive & gauche d’un de ces points, et vers la valeur
¢ —a si l'on arrive i droite; T est alors ¢gal & — oo}

Q doit étre imaginaire pure pour |{|= ¢;

- Rlle doit étre nulle pour L= ==¢.

On peut d’ailleurs Supprimer la derniére condition f, laquelle est
Ann., Le, Norme., (3), XXVIIL — Mar 1911, 30
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une conséquence de « et e, puisqu’en un point commun & I'axe réel et
a la circonférence de rayon ¢, Q, devant étre a la fois réelle et imagi-
naire pure, est nécessairement nulle.

Cela étant, si Q, est une fonction particulicre répondant & toutes
les conditions précédentes, la fonction Q@ — Q, sera régulicre, réelle
sur I'axe réel, finie et continue dans toute la couronne, circonférences
limites comprises, sans aucune restriction. Alors cette différence ser:
développable dans la couronne, en une série de Laurent & coceflicients
réels, de la forme

Q—Qp=cy+ 1§40y =4, 8% .
(46) 1 1 1
-t (I‘E --‘I—dgz; [ SIS & //,,E,T ey
les coefficients ¢, et d, étant assujettis & rendre convergente la série
o tal
précédente.
Ilest en outre nécessaire que Q — Q, satisfasse aux conditions :
a'. D’avoir sa partie réelle nulle pour €= ¢ et au point conjugud
(ce qui ne fait qu’une condition);
/) 1 A 3 ‘ H ‘ 1 » 1 » Y P
O'. D’etre imaginaire pure pour |{] == ¢.

Pour satisfaire d’abord & cette seconde condition, nous ferons
§ =z g 0,

Alors la partie réclle de Q — Q, s’éerit immédiatement sous Ja
forme
1t 1
Cy -4 (c,z/ - d, ;;) COST ~t=. ..~ (c,‘r/" =l ;F> COSNT .. ..

Cette expression doit ¢tre nulle, par conséquent, quel que soit o entre
o et 2 . On sait que cela entraine Ja nullité de tous les coeflicients;
d’out les relations

(47) Co== 0, dy=— cl(/zv ) du.::""cll.(IWL, e
La fonction Q — Q, est par suite de la forme
(Q—Qy= ¢, 4 L ... cu ...
(48)

1 1 1
e O ALY o b o e [ 2n o
¢\q c,r/'Cz o= Cp gttt

C cu



SUR LA RESISTANCE DES FLUIDES. 235

La condition &’ fournit entre les cocfficients restants ¢, une relation
supplémentaire :

(49) ¢ (1—q*)cosay 4 ¢, (1 — ¢*) C0S20) ...~ ¢, (1 — G2*) COS NGy —+... = O.
Nous pouvons alors dire que I'équation

S T S S 7 S ST
(50) Q=Q, -+ 0 an !
( —aqtE =g prAE
sous la restriction (49) constitue lintégrale générale du mouvement
du fluide limité par une paroi fixe, et nous mettons ainsi neltement en
évidence le degré de généralité de lasolution.

Remarque. — Le raisonnement précédent n’¢chappe pas 4 une
objection relative & la convergence de la série de Laurent (46) sur la
frontiere de la couronne. La difficalté qui en résulte sera résolue dans
un prochain Mémoire [I. Viuiar, Sur le mouvement d’un solide donné
dans un fluide limité par une paroi fixe (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 1g11)| (d paraitre). Cette difficulté, d’ailleurs, ne
se présente pas si U'inclinaison © dela tangente & la paroi de I'obstacle
est une fonction de Pargument o, développable en série trigonomé-
trique.

Construction et ctude d'une solution particulicre Q,. — Nous allons
rechercher une solution particuliére sous forme de série procédant
suivant les cosinus et sinus des multiples d’une certaine fonction de €.
Pour assurer I'uniformité, nous prendrons cette fonction de ¢ égale a
¢ log C: de la sorte, sile point  décrit dans la couronne un chemin
fermé entourant I'origine, ¢ log{ augmentera d’un multiple positif ou
négatif de 2w, et les cosinus et sinus reprendront les mémes valeurs.

Nous essaierons done pour £, une expression de la forme

(51) Q= (ctu+ iBn) cos(in 1ogT) + D (ya + £3,) sin (inlogt),
0

équivalente au fond & une série de Laurent, et dans laquelle o,, f3,,
Yns Cn» sont des constantes réelles. Ce qui peut s’écrire, en observant
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quon a ({=pe”)

inlogt=in(logp +ic) =— no-+irnlogp,
cos(inlogl) = cosnoch(nlogp)-+isinnash(nlogp),
sin(inlogl) ==—sinnoch(nlogp) 4+ icosnosh(nlogp),

O . H
Za”cos noch(nlogp)—pB, sinne sh(nlogp) — 7, sinns ch(nlogp)

— 0, cosno sh(nlogp)

0
Il

-+ iEoc,Lsin nash(nlogp) +pacosnach(nlogp) -+ y, cosrash(nlogp)

— 0, sinno ch(nlogp),
c’est-a-dire, ®, et T, étant deux fonctions réelles

Qy=0,+ (T,
avee

N . . .\

(b2) O, :Zancosn ach(rlogp) —@asinne sh(n logp) —v, sinne ch(nlogp)
-0, cosna sh(nlogp),

b Wl . \
(53) T, :Z““ sinnash (nlogp) 4+, cosno ch(nlogp) -1y, cosnashnlogp)

—a, sinnag ch(nlogp).

Il s’agit maintenant de voir si lon peut, avec cette expression, satis-
faire aux conditions «, b, ¢, d, e, énoncées précédemment.
Pour que Q, soit réelle sur I'axe réel, il faut que T, soit nul pour
g = K, quel que soit p, K ¢tant un nombre entier. Gette condition
sera vérifice si
Br=1u==o.
Alors Q, se réduira 2

- .
(54) Qy= ZI-“" ch(rlogp) —o,sh(nlogp)] cosno
AR N -
-+ ‘Zlﬂn sh(nlogp) —o,ch(nlogp)] sinno,
forme qui vérifie d’elle-méme la condition b, comme il est facile de

s’en assurer.
La condition ¢ indique que 0, doit étre nul pour |[{] = ¢, ¢’est-a-dire
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qu’on doit avoir
-

Z[a,, ch(nlogg) —d,sh(nlogg)] cosneg = o,
quel que soit o. On sait que cela entraine la nullité de tous les coeffi-
cients; il faut donc

a, ch(nlogg) —d,sh(nlogg) =o,
et, par suite, A, désignant d’autres constantes, on peut poser

a,=A,sh(nlogqg),

55
(55) d,=A, ch(nlogg).

D’ou
( . q .
(56) 90:2 A, sh <n log Pl> cosng— 52 A, ch (n log é) sinno.

Restent la condition ¢ et surtout la condition <. Occupons-nous
d’abord de cette dernicre.

A cet effet, observons que, pour || =1, O, se présente sous la forme
(57) 0, = A,sh(nlogq)cosna.

1

Or c’est la le développement en série trigonométrique d'une certaine
fonction de 'argument o que nous considérerons entre — @ et —+;
cette fonction n’est d’ailleurs pas absolument quelconque, carle déve-
loppement en série manque de terme constant; si 'on remarque que
la fonction en question, que nous désignerons par ®(s), prend la
méme valeur pour ¢ et — g, il en résulte de suite I'inégalité

(58) fmd)(a)do- —o,

obtenue en intégrant de — = 4 + =, et simplifiant.
Jexpliquerai & la fin de ce travail cette restriction relative & la fone-
tion @, et je montrerai qu’elle est nécessaire (voir p. 302).

Cas d’un obstacle formé de deuwx segments rectilignes. — Cette
remarque faite, cherchons tout d’abord s’il est possible de s’arranger
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4 N < N
pour que ®; prenne la valeur constante ¢ -+ o pour { & gauche de
I'ordonnée du point {= ¢, et la valeur constante ¢ — o & droite de
cette ordonnée. La relation de condition (58) donnera actuellement

. d—a (o<o<ay)
puisque ¢ (¢) =] . ’ ]
i d+ o (cp<o<m)

(59) (00— a) oo+ (0 + &) (1 ~— gy)=o0.

L’hypothése faite, que ©, prenne des valeurs constantes surles deux
portions de la circonférence |{] =1 qui correspondent aux parois o,
et @, de I'obstacle, implique que celui-ci soit formé de deux segments
rectilignes issus de 'origine du plan z, et faisant avec Oz les angles
¢ #=a. Dans ces conditions, nous ne devons pas nous étonner de ren-
contrer une condition entre les constantes «, ¢, o,. M. Levi-Civita, en
traitant pour le fluide indéfini Ie probleme de Bobylelf, a ¢(¢ conduit
également, quoique sa fonction arbitraire , n’ait auncune analogie
avec la notre, & une restriction analogue.

Il en résulte actuellement que, des trois paramdtres A, b, o, qui
fixent, comme on I'a vu, la configuration du solide et de la paroi fixe,
'un, ¢, est déterminé quand on connait et ¢. Nous pourrons proliter
des deux autres pour donner aux deux segments de Pobstacle des
longueurs arbitraires; mais alors la position de la paroi fixe en résul-
tera. Ou bien, si nous nous donnons ceflte paroi fixe, nous ne pour-
rons plus choisir arbitrairement que la longueur d'un des segments,
Les longueurs en question sont d’ailleurs déterminées par Papplication
de la formule (35).

Cela étant, supposons pour le moment la condition (5¢) vérifiée, et
calculons les coeflicients A,. Il suffit pour cela d’écrire qu’on a

J—a (0 <o<ay),

J - a (gL o< T).

<
D Aush(nlogy)cosng =

Multiplions par cos no ds, et intégrons de o & =5 il vient, en laissant de
coté les termes visiblement nuls dans le résultat,

» Ty W TC
Tr . " o
A,,sh(nlogq)x;—::(_&——a)/ cosnods 4+ (8 - o) cosnog or
2 o ) Ty
O~ . 0 L . 20 .
o= sinzngy— $iNNgy==— — Sinng,.
n n
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D’olr
(60) Ay=—

ba sinnag,
m nsh(nlogqg)

La fonction Q, correspondante est done

sh (n log

—QIQ

fe

T sh(n logyq

ch </z log

sh(nlog

cosnosinnag,

(61) Q=04+ iTi=— -

7)
> sinnosinneo,
)

n

Q’DIQ

Il nous reste & vérifier la convergence et la continuité de cette fonc-
tion dans la couronne, limites comprises, exception faite des deux
points €=,

Conyergence et continuité de la fonction Q. — Supposons d’abord
pSp'<1, o’ étant un nombre fixe choisi un peu plus petit que 1. Je dis
que la convergence et la continuité sont alors assurées pour 0, et T.
La domonstratlon est analogue pour O, et pour T;; je la dtvcloppc
pour 0.

Dans chaque terme de @}, les lignes trigonométriques qui figurent
ont pour module maximum l'unité ; le facteur

q
sh(nlo —->

gp ,
sh(nlogq)

qui peut évidemment s’écrire

sh <n lo B)

")
o1

sh <n log 5)

se comporte, pour  infini, comme

(5)

/\n

b}

_— Pll;
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plus précisément, on peut s’assurer qu’on a toujours

sh <n, log g-)

sh(nlogg) P

Alors le terme général de ©; a son module inféricur & la quantité

[|O! Pn - {;OC rJln
T RS mon
La séric @) est done, quel que soit @, pourvu qu'on ait pZ o, une
série absolument et uniformément convergente. On peut alors choisir

. D - ho
n fixe une fois pour toutes (sur la série de terme géncéral iﬂ— p”“>, de

maniére que lereste de la série, & partic du rang n, soit toujours infé-
ricur & un nombre e donné d’avance arbitrairement pelit; ce nombre »
est indépendant de o et de g (7¢") Ensuite la somme des 2 premiers
termes de O] est tvidemment une fonction continue des deuxvariables
g et p. Un raisonnement classique permet alors d’affirmer la conti-
nuit¢ de la fonction ©;.

Voyons maintenant ce (ui se passe pour p==1 ou voisin de 1.

Pour p =1, @) se réduit a la série trigonométrique dont on est en
somme parti, ¢t qui représente ¢z, suivant les intervalles. Quant

Iy

a T;, il prend la forme

(62) [,aZ sinnosinne L Z sinno, sinno
- T nibh(rnlogg) ™ =

T ———?
n th <n log ;j—)

oucencore
o
—U(e
2 U(s)
avec

~ — 2 Sinng, sinnoe

(63) U(z) :Z -
nth (n log ;])
On a évidemment

, O Cosn(o - a,)—cosn(c—a,)
(G4) U(o) :;Z‘ .

nih <n log ;’/—)
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Ceci posé, je vais démontrer que la fonction U (o) et, par suite, T,
sont convergentes et continues, quel que soit o, sauf pour o= =g,

(en considérant par exemple seulement 'intervalle — =, + =, pour o).
A cet effet, j’établirai le lemme suivant :

LemME. — La sérte
cosni

T
nth <n log 3)

(qu’il suffit de considérer entre o et 27) est convergente sauf pour A= o
ou h = 2.

’

(65) W().)-.—_—E

Je vais faire voir que la somme S,,,— S, d’'un nombre quelconque
de termes pris & partir du 2 tend vers zéro pour » infini, quel que
soit p.

Observons d’abord que la série

COSA CoS2A cosni
I 2 n

, ) . A .
est convergente et ¢égale & log <2 sin 5>, sauf pour A=o0, ou A =27
(Cf. Picsrp, Analyse, t. 11, p. 129). De la résulte que les sommes d’un
nombre quelconque de termes de cette derniére série sont assurément
comprises entre deux nombres fixes.

Plus précisément, posons

: ] __cos(n—+1)k cos(n+ K)2A
(66) S,z_,_]\—-.ﬁ‘,,,—-———”l_*_—l-——i—...-i- _I—Z——}T.

Remarquons que les sommes telles que cos (1) A+ ...+ cos(n+7)A,
sont, d’aprés une formule élémentaire, et en supposant A non nul,

comprises entre

-7 ¢t o
Sin - s1n -
2 2
Remarquons en outre que les facteurs

1 1 1
5 g ey —
n -1 n -+ 2 n—+ K

Aun. Le. Norm., (3), XXVII. — JuN 1g1r. 31
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sont positifs et décroissants. Alors Papplication d’un théortme d’Abel
nous permet d’affirmer qu’on a

i 1 1 [

_— L § ik —§ —_—— .

. 1A n—i—1< u+R "= A1
sin — sin —

Ceci pos?, revenons & W(R), et considérons-y la somme

. o \ Ccos(n +1)h 1
(67) Sy p—Sy= ! . ' i o
oAy (n 1) log~
o "q.
i [Mc()s(n )4 | I
" ~+“ 1) - [ . lr.;l..-
llll(n ! /))101_,(/»

D’une part, nous venons de voir que des sommes de (ermes de la forme

cos mA .
——— sonL comprises entre

1 I I I

. oA
sin — sin -
9

D’autre part, les quantités

I I

y

- ? h > -
1
th 4(/1. «I~1)lo;,-(;.l l,hl.(u -}—/))log;}

sont positives et décroissantes. Done, unenouvelleapplication du théo-
reme d’Abel nous permet d’éerire les inégalites :

(68) — : S Syt e :

oA+ 1 s e |
sm;; 1|l|.(u~'r~!)l();:;}rl sin - th (/1~~{-1)mgl-/.l

it par suite, & condition que A ne soit pas nul ou égal & 2%, on voit
que [S,,,—S8,| tend vers zéro pour n infini, quel que soit p, et la
série W (A) est convergente. :

Elle est méme wniformément convergente dans tout intervalle ne

N | -
comprenant pas la valeur zéro. En effet, si sin — est la valeur mini-
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mum de sin — dans I'intervalle en question, on aura constamment

. T t T
[8nvp—8ul < . N 41 r
sin — th(n +1)log-
2 q

Or on peut s’arranger pour choisir » fixe, indépendant de A, de sorte
que le second membre de I'inégalité précédente soit inférieur & un
nombre ¢ donné & 'avance arbitrairement petit : ce qui légitime notre
assertion.

Nous en concluons immédiatement que la fonction W(R) est bien
continue, sauf pour A =0 ou k= 2x.

La fonction U(s) peut maintenant s’écrire sous la forme

(69) : U(s) =W (5 +3,)— W(5— ).

Elle est donc une fonction de s continue, sauf pour 5= =%
GeQ-F.D.

La fonction Q) est donc continue sur la circonférence [{| =1, &
Pexception prés signalée.

La continuité de Q) est-clle assurée au voisinage de cette circonfé-
rence |{|=1? Telle est la question qu’il nous faut maintenant
résoudre. Ici encore c¢’est le théoreme d’Abel qui va nous permettre
de conclure. La démonstration sera la méme, & peu de choses prés,
pour ®; et pour T,. Prenons par exemple T;.

En un point de la circonférence, d’argument (= =£g,), on a,
pour T;, la valeur

b sinng,

(70) t:—%—-zmch(nlogrn sinne.

En un point au voisinage, sur le rayon qui aboutit aw point pricédent,
T, a la valeur

’ 3
, ha~g  sinng, . ( ADE
(71) U= — Z i Tnlos (7 10g7) ch \n log P> sinnao.

Si nous appelons u, le terme général de la série convergente ¢, le
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terme de méme rang de ¢ sera

ch (n log Z)
i, P

“chi(nlogq)

ch (” log Z> il,_: -+ E? ch (u. log ‘E>
A q q

ch(nlogg)

= Uy [Ln,

en posant

Pen =

1
g+ — ch <n, log ;)

I
(//l
Or les nombres p., sont plus pelits que 1. Cela tient & ce fait que

£ <log= <ﬁ<l>7
q 9 T q
joint & cet autre, que la fonction ch est une fonction croissante
lorsque son argument est positif.

En outre, ces nombres ., sont positifs et vont en décroissant quand
n croit. Bn effet, I'inégalite

log

Pnir < [en

(E}uu_;. <Z>n-;l <[ﬁ\)n-*m(2>u
q p 9 \ P

<

. 1
;}Tﬁ—l- —fe (//z k1 (/_/z - (/n

revient i

?

inégalité qui peut s’éerire, aprés un caleul élémentaire,

1—p

+ b b 4 ont T~
([2/;4-1()1;44 (P“” t— (/I””)'I" (;l"'i _I> (r— {"'HL ' l)'(':/ﬁ'-_l = 0.

Or on a, puisque le point pe est dans la couronne,
S ¢
12>, P>z ;/—,'——1>0;
Iinégalité précédente est done évidente.
Cela étant, observons qu’on a

N =~ ~ —
(72) t—{t = Zu,f—-z UpPp= Uy (X —[hg) o oty (1 — () +le,,‘-+—2u,,y,,,.

n4=1 nt1
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La série ¢ étant convergente, on peut choisir n fixe assez grand pour
qu’on ait, quel que soit p,

€
I Upgg =+ Upyo+. oo+ Upip I < 3’

e étant un nombre positif donné d’avance aussi petit qu’on veut.
n étant ainsi choisi, on a

@D

€
2| <3
n-+1 .

Puis le théoréme d’Abel nous permet d’écrire, puisque les p., sont
positifs décroissants,

g 3

| @t Ponget = Ungea Ppga =+« -« UpipPnp | < Ti;[-’vz—l—l < 3

On aura donc

w

Q
2 Uy [P0

n-4-1

~

9

Enfin, les ¢, tendant vers 1 lorsque p tend vers 1, on peut choisir p
assez voisin de 1 pour que

€
[eg (1 — ) Ay (1 — ) oo,y (1 — | < 3
Dans ces conditions, on a
[t—1U]<e¢,

pour p suffisamment voisin de 1.

La continuité de T, est donc démontrée, lorsqu’on s’approche de
la circonférence extérieure de la couronne, en suivant le rayon. (Le
mode de raisonnement que nous venons d’employer est d’ailleurs
classique dans la théorie des séries entiéres.)

La continuité subsiste quel que soit le chemin, intérieur 4 la cou-
ronne, suivi pour atteindre la circonférence de rayon 1 (bien entendu,
les points d’arguments == ¢, sont toujours exceptés).

Considérons en effet un arc JJ de la circonférence en question ne
comprenant pas un des points exclus; la série Zu, ¢élant convergente
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uniformément sur cet are, on peut, ¢ étant donné, choisir z une fois
pour toutes, de maniére que, tout le long de cet arc

)
l Uppy == Npyg .0 Unip I < ?7

quel que soit p.
Seci posé, a chac aleur de o correspond une valeur o, de o/, infé-
Ceci posé, & chaque valeur de o correspond une valeur p, de f

rieure i 1, telle que pour 1ZpZp, on ait

[t —=10]<e.

Nous tracerons sur la figure le lieu des points g, ¢”. Soit mainte-
nant M, un point quelconque de 'are ci-dessus, entre J et J'5 on peut
déterminer un arc M, M, ayant ce point pour milieu, tel que, en tout
point de M, M,, la valeur de T} diftere de celle qu’elle prend au point
M,, de moins de e. Dans ces conditions, les valeurs de T) en My, et en
un point M quelconque du petit domaine Q, M, M, Q, Q, different de
moins de 2¢. II suffit de prendre comme intermédiaire la valeur au
point M'; alors

[(Tow— (Thw | <e,  [(THhu,— (THw|<e et [(TiHHu— (T§)u, | < 2e.

La continuité est done assurée lorsqu’on tend vers M, en suivant un
chemin quelconque intéricur a la couronne.

Des considérations analogues seront valables pour la fonetion ©) au
voisinage de la circonférence | (] == 1. Les nombres 1/, qui joueront
dans la démonstration le role des nombres p., de tout a I'heure, seront

ici
q P
sh (nlo ,__) sh (nl()f*——)
, g 0 ) . o(/‘ .

IJ. P ==
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Ces nombres sont évidemment positifs, et plus petits que 1.
Le fait que ', décroisse constamment quand n croit est un peu
moins évident. Mais I'inégalité

Bt < P
donne ici
Pn+1 qn+1 Pn. qn

1 n+1 n n
(]n—{»- q
£ < £ b
! — qll+1 ! n
+1 n
q" q

ou, par une réduction facile,

— p2n-1 __ kn+-2
G p)((/q._.u 7 — (g —¢*) (1 —p*"*+') >o.

Or on peut diviser par les quantités positives 1—p et p — ¢*, et il
reste & vérifier

{)2""'1" P?u—-l(/‘l_}_' L+ (/'.n,__ (lﬂn(] -+ P —+ Pz__*_' = P‘_’u) > O,
ce qu'on ¢erira sous la forme

p2n<l — 72/1) -+ p2n~1q2(l —_— q?lz—s) 4.
-+ plL-Hq')n—Z(I —_ (/2)+Pn—1q‘zn((/2_ Y)-l—. L+ q‘zn((/zn_ 1) > O,
ou enfin

9

(I __([Qn) (P_n,__ g‘llz) -+ qu(l — (/111—2) (qu—z__ q'zu-—z) +...
<+ P”"1//2”—2(I — qz) (p‘.’__ 72) > 0.

L’inégalité est alors ¢vidente, & cause de p >¢, ¢ < 1.

La démonstration s’achéve alors comme ci-dessus.

En conséquence, la fonction Q) satisfait 4 toutes les conditions
requises, et elle résout complétement le probléme proposé, pour un
obstacle formé de deux segments rectilignes issus du point O dans le
plan z.

Est-il besoin de faire remarquer que, sil'on a

T
a= =) 6"—'0,
2

. T .« .
et par suite alors o, = . par la condition (59), les deux segments
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®, et &, sont en prolongement I'un de Tautre, et 'on a allaive & une
lame unique perpendiculaire au courant général. Dans ce cas la résis-
tance est normale a la lame.

Il n’y a qua transporter la fonction Q, dans les formules générales
démontrées antérieurement, pour obtenir immédiatement la longueur
des deux segments o, et @,, la résistance correspondante et tous les
éléments du mouvement.

Ce qui préecde constitue la généralisation, au cas d’un fluide limité
par une paroi rectiligne indéfinie, des problemes de Helmholtz et de

Bobylefl' (*).

Cas d’un obstacle polygonal. — Revenons a Péquation (¢ »7), qui
donnait pour 0, valeur de @ sur le cercle de rayon 1, 'expression

(59") 0, = Z Ansh(nlogy) cosnao.
1

Cette expression peut convenir, comme nous avons dit, au déye-
loppement en série trigonométrique d'unefonction ® (o) satisfaisant i

]
(58') / (l)(a) dz = o.
0

Considérons sur la demi-circonférence supéricure |{ == 1, N — 1
l)Olll[h & arguments ((*n(m o et "t} :

Ty, Ta, v, o,(=0y), e N1,

et imposons & la fonction (o) la condition d’étre égale

0, pour 0 <o <o,
/R » 010 << gy,
.. N e ey
ON » ON.1 <L 0 < T,

0,, 0,,... 0y étant constants. .

(*) Je suis parvenu récemment & donner & la fonction 2§ une forme remarquable,
extrémement simple, par lintroduction de certaines fonctions elliptiques. (Foir mon
Mémoire du Journal de Mathématiques, déja signalé, et Comptes rendus de Ude. des Se.,
t. CLII, p. 303.)
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Le contour de 'obstacle correspondant sera un contour polygonal
formé de N segments rectilignes, faisant avec Oz respectivement les
angles 0,,0,,... 0.

La condition (58) nous imposera ici qu’on ait

(73) 0o+ 92(oy— o) +.. . Oy (T — axg) =O.

JPexpliquerai plus loin la nécessité de cette relation (voir p. 302);
elle implique que le contour polygonal satisfasse 4 une certaine

Fig. 11.

Y)

_.\ﬁe’ o

eIG'N-1

0

condition, si la position de la paroi fixe est donnée; si au contraire
on s¢ donne complétement et arbitrairement le polygone, la paroi
fixe en résultera.

Cette remarque faite, les coeflicients A, s’obtiendront en intégrant
la série qui doit représenter la fonction ® (o) actuelle, entre o et =,
aprés multiplication par cosz o do. On trouye ainsi

Ty 7 T
T
A, sh(nlog//)j.—::/ ()ICOSILQ’([U-%—/. 0, C()snada—i—...—i—/ Oycosnods;
- . 7, LNy

"0
d’ot
2

—————— Oy sinne, + Oy (sinnoy—sinng, ) 4. .. — Iy sin noy_4]
mnsh(nlogqg)

Ay =
Bt la fonction Q, correspondante aura pour expression |[équa-
tion (56)]
a . 7\ .-
(74) Q= EA,, sh (u Ing%) cosne — lZ A, ch <n log F/-> sinnag.
0 0
Cette fonction satisfera & toutes les conditions imposées relative-

ment & la convergence et a la continuité : cela est une conséquence

Ann. Le. Norm., (3), XXVIH. — Juin 1gr1. 32
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de ce fait, que A, se présente actuellement comme une somme de
quantites ayant la méme forme que Pexpression de A, qui convenail
a Q. Sur la cireonférence ]C], 1, les points ol la continuite
cessera d'atre assurée seront tous les points e qui correspondent
aux sommets du polygone, et naturellement aussi les points con-
jugués.

Dans une autre Partie de ce (ravail, nous ferons voir comment,
d’une manitre analogue, on peuat obtenir la fonetion Q qui correspond
a un obstacle dont le contour a une allure donnée a Favance. La solu-
tion la plus générale du probleme, pour un contour queleonque,
pourra s’obtenir i partiv de li. (Foir aussi notre Mémoire Sur le mou-
vement d’un solide donné dans un fluide limite par une parod five, o
le probleme se trouve complétement rvésolu par une toul autre
méthode.)

Reymaroue. — Du point de vue hydrodynamique, les caleuls préce-
dents n’ont de sens que lorsque le polygone est concave vers le cou-
rant. Gependant, dans tous les cas, et comme intermediaire analytique,
[es caleuls ci-dessus nous seront utiles plas lToin, et dans le Mémoire
auquel nous venons de reporter.

Caleul d'une fonction Qg particulicre, dans le cas ot la condition (hy))
west pas sausfaite d elle-méme. - Nous voulons montrer comment
Papplication de la méthode actuelle permet toujours d’obtenir ane
fonction L, particulicre.

Sila condition (59) entre les constantes o, 2, 7, st (rouve verifice
d’elle-méme, ce qui peut arriver méme dans le eas oi Pobstacle n’est
pas formé de deux segments rectilignes, la fonetion Q! construite
précédemment répond i la question.

Supposons que la relation (59 ) ne soit pas vérifice d’elle-méme.

Nous aurons besoin, dans les caleuls qui vont suivre, ("utiliser une
fonction ayant Ja méme expression littérale que QF, les constantes
o, 8, 7, étant maintenant quelconques. Gelte fonction sera certaine-
ment continue dans les mémes conditions que QF, car dans la démon-
stration de ce fait, relativement & Q!, il n’a été tenu aucun complte
de la relation (59).
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Cela ¢tant, revenons toujours a I'équation (57)

0, =ZXA,sh(rlogq) cosns,

qui donne les valeurs prises par @, sur la circonférence [{| = 1. Il
va étre possible de déterminer tes A, pour que le second membre
représente le développement d’une fonction ® (o) satistaisant & (58)
et tendant vers ¢ == o quand o tend vers o,.

Essayons si I'on peut prendre pour ® (5) une fonction de la
forme

(75) O(c)=;

(= a4+P(s-—a) (o
btz P(o—oay) (

ol P soit une constante, i déterminer de manicre que P'équation (58)

f O(o)ds =0
0
soil satisfaite.

Un caleul immédiat conduit & la condition

(76) (00— 2)oy+ (0 -+ 2) (T —agy) — l’Tr(a'(,--~~ l:) == o.

. ™ : . o, i . ,
Cus o 7, == =+ — Donc, si g, estdifférent de =, et si Pon peut déter-

miner les coefficients A, de maniere que le développement de @) soit
celui de la fonction ®(a) (75) précédente, on en conclura une fone-
tion Q, particulicre répondant & la question proposce.

Or, les cocfficients A, sont déterminés par des équations telles que
la suivante

+Ty
gA,L sh(nlogqg) = / [0 —a+P(7—0y)|cosnods
- 40

2T
+/ [04a+ P(c—ay)] cosnods.
’I()
Remarquons que

[

To

2 TC T
cosnods +/ cosnag do :/ cosnodos=—o0
[ 0
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et que

%y T i
[ gCosng dy 4 / T CoSnT d -“/ ceosnods
T,

“0 "ay o
gsinnao\" “F sin no
psing ( -——————-) e — T
Y Il S0 L) Il'
B 0, sin est pair,
(( 0SNG ‘)
- n* ? —‘—7 si n st impair.
De sorte qu’on a
o (72 pair),
i 2o
A sh{nlogy)=— —=sinng, -+ — o]
2 ’ n - (2 impair),
n:
et
, ) o (7 pair),
ho sinno, \
(77)  Ap=— ‘ L i

T nmsh(rlogy) ‘l_‘ —_

e S C R 1 IO
7 nish(nlogq) ( l )

Si 'on remarque que A, se compose de deux parties, dont la pre-
miére est justement la valeur littérale da coeflicient A, qui convenait
alafonction Q) étudice antérieurcment, on en conclura de suite que
la fonction actuelle Q, peut se mettre sous la forme

Q

Y e Q1)
) T e

1 L2 0

en posant [¢f. 'équation (74)] (n == 2K 4 1)

[
T~
P

__ar :
" Z(OK-} 1) sh|()l\ --1) logy |

HS 0
|

— i ¢ch

i

cos(aK 4-1)g ’

i

2K -+ 1) log f/
( ) o

e

sin(ok 4-1)0 \

i

(oK +1)log

i

Cette fonetion Q, ainsi déterminée satisfait & toutes les conditions
imposées. Kn elfet, QF est bien, comme il a ¢té déja démontré, con-
tinue dans toute la couronne, limites comprises, a Pexception des
denx points signalés, et la fonction QY est partout convergente et
continue, sans aucune restriction; ce dernier point tient i la présence,
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au dénominateur de chaque coefficient de Q;, du facteur (2K +1)*;
il nous parait inutile d’y insister.

A 7‘: ’ . > ’
- — Dans le cas ou 5, = > I'équation (76) ne déter-

(N ]

Cas ou 5, =
mine plus la constante P, et la forme (75) de ®( &) n’est pas accep-
table.

Nous essaierons alors pour ®(7) une expression de la forme

0—oa—+ P’(c — '2:)— pour 0 < o< oy,
(78) Q(c)= \2
0+ a—+ P’ (c’—~l;) pour gL o < T,

\

ou P” est une constante a choisir. Voyons si I'on peut alors vérifier la
condition (58); cette condition 8’éerit ici

2T

3
(79) / B(s)do=(d—a) o+ (8 +0) (1 — ) + P = =0
Jo

et elle détermine bien P,
Reste & calculer les coefficients A,,. On a de suite, en utilisant des
calculs antérieurs,

™ 9
n 20 . TN\~
;Ansh(nlog(]) =— ——sinng,+ P’f <o‘—- —) cosnodo.
</ 0

2 TC
/ cosnods = o,
0

™ 5 o (n pair),
f gcosnode = 2 . )
o ( — —5(n impair),

s . \ .
R g®sinng\~ Tosinnc
gleosnogdo= ——— ) — 2 —ds
Jo n 0 A n

2 | /—ocosno\™ Teosne , | om
=— = ——— ] + do } = = (— )",
n n 0 A n | n?

Puis :

D’ou

T 2c . 2 : [ —(— [\2
—A,sh(nlogq) =— —sinng,+ P’% (—1)” —7—T +7zLI.__(__i_J .
2 n n? n



254 1. VILLAT.

D’ou enfin
0, si 2 impair,
G0

n*sh(n lng'r/)’

he sin o,

(Bo) A== s T

si » pair,

en remarquant que le coefficient de P”est nul pour 2 impair.
On possede maintenant une fonction Q, sous la forme

Q== Q1 - Q3
. () T e B
en posant (n = 2K),
, / .
“ sh <'). K ln',:—rl) cosa Ko '
N I 0
81 O () yp— , - '
(81) o O LK K o) | N\
1 —ich (2K log =~ Hlll'.’.l\o'\
o ,

Cette fonction Q, répond bien a toutes les condilions exigées: car Q!
est partout continue dans la couronne, sauf toujours aux deux points
exclus; et Q) est partout convergente et continue sans exception dans
la couronne, fait qui tient encore i la présence du facteur K* au déno-
minateur de tous ses coellicients.

CONCLUSION GENERALE. — Dans lous les cas, nous avons construit une
Jonction L, particulicre répondant a lu question, ¢ est-a-dire vérifiant
toutes les conditions a, b, ¢, d, e, awrquelles elle dlait assujeutie.

Nous avons done résolu le probléme suivan( :

Trouverla forme géncrale de la fonction L) correspondant & une forme
d’obstacle quelcongue.

Dapres Péquation (Ho) démontrée antérieurement, la fonetion Q
sera nécessairement de la forme

=L - R4 8 (R et S réels)

avee la condition

"
2 Cp (L= g? ) COS NG == 0
1

entre les constantes réelles ¢,.
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La fonction arbitraive qui subsiste est done R+ 28 ; & chaque forme
de cette fonetion correspond une forme d’obstacle bien déterminée et
un mouvement déterminé. Inversement, en gardant momentanément
cette fonetion arbitraire, on peut éerire facilement I'équation qui, théo-
riquement, doit permettre de déterminer R+ 28 pour une forme d’obs-
tacle donnée & Pavance : il suffit d’opérer comme I'a fait M. Levi-Civita
dans le probleme du fluide indéfini.

Si Pon remarque que le rayon de courbure r-de la paroi est une fone-
tion connue de I'inclinaison © de la tangente sur Ox, et méme une
fonction continue, également connue, de @ — 0, = R |[soit 7(R) cette
fonction|, on en conclura, d’apres I'équation (36), que la relation sui-
vante doit avoir lieu sur toute la demi-circonférence supérieure |{|= 1

- 2#) b) 2 ‘ ),<0)0_ d
Aw(e,—e) (a—e) f"(n’“ : n°> P\z%)%
— - - - — —
ﬂ"(p«_) r;ﬂ) — 63J \J)(% r;> - u._,j (;)(ijfa)—-—c;,J (dOy-+ )
T T ™

e T—8

r(R)=—

relation de la forme

(82) r(R) -——————‘M”Z MR (o) s
ol 7 (o) est une fonction connue de o, que je me dispense d’éerire.
Vinsiste d’autant moins sur cette équation, que je reviendrai ul(é-
rieurement, dans la derniére Partie de ce travail, sur I'introduction,
en place de R+ 7T, d’une autre fonction arbitraire, qui permettra de
poser autrement la recherche de la fonction arbitraire correspondant
a un obstacle dont le contour présente une allure donnée & 'avance.
(Voir, en outre, mon Mémoire déja cité du Journal de Mathématvques.
Dans un autre Mémoire, je montrerai comment on peut résoudre com-
pletement le probleme traité actuellement lorsque la parot fize, aulicu
d’étre rectiligne, a une forme donnée quelconque.)
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b

DEUXIEME PARTIR.

SUR LEMOUYEMENT D'UN FLUIDE INDEFINI AUTOUR D'UN OBSTACLE DE FORME DONNEE.

On sait que M. Levi-Civita, dans un Mémoire fondamental, Scie ¢
Leggi di Resistenza (Circolo mat. di Palermo, 1go7), est parvenu a déter-
miner Pintégrale générale des mouvements plans permanents, avee
sillage, 'un fluide autour d'un obstacle lixe. Sa solution comporte une
Afonction arbitrairve, sous forme d’une série entiére dont les coeflicients
réels sont assujettis & une condition qu’il a donnée dans son Mémoire,
et & diverses relations et inégalités, récemment mises en évidence par
M. M. Brillouin (Cf. Comptes rendus de I’ Académie des Seiences, 21 no-
vembre 1910).

Silon se donne « priord la fonction arbitraive en question, le profil
de obstacle correspondant et tous les éléments du mouavement, en

Iig, 12,

ST (Plan 1)

particulier la résistance de obstacle, sont déterminés par les équa-
tions suivantes ( Voir le Mémoire de M. Levi-Civita) :
Parois oy, ot o, de Uobstacle :

Ny
(83) Br= & A Ly = e a“/ i (coss — cosa,) sing do.
’,K)
Elément d’arc d’une paroi :
(84) des =—na® ¢ (coso — c0s0,) sine do.

Resistance de obstacle (P, P,) :
: . 7 . LTt I
(85) Pyt (P, == -7 /2 (0) - ( — % 2 08T, 0 (0)—=n"(0) 'S-
- | 2 9



SUR LA RESISTANCE DES FLUIDES. 257

Dans ces équations, o représente 'argument (entre o et =) du point
correspondant & 5 dans un plan auxiliaire , dans lequel le domaine
occupé par le fluide en mouvement est représenté sur le demi-cercle
supérieur || = 1. g, est 'argument du point qui correspond a 'origine
du plan z, ¢’est-a-dire au point de I'obstacle ou le courant se divise.

o = 0 + 77 estune fonction de{, réguliere danstout le cercle|{| =1,
limites comprises, sauf aux points e et ¢=. O représente angle de

Fig. 13.

v, (Plan Z)

la vitesse d’une particule fluide, avec Oz, et ¢"est la vitesse elle-méme.
(est dans cette fonction o qu'intervient la série arbitraire dont on a
parlé. On a en effet (j =)

N a0l — i+ L
86 ) == —_— l g —
(86) 0 =0 -+ = og =7

—(co+cil+. ..+ cplr+...),

Tout ceci étant rappelé, il est clair que le probleme pratique véri-
table relatif & la résistance des fluides consiste, étant donnd ¢ lavance
un profil d’obstacle, a déterminer le mouvement correspondant, et par-
ticulierement la résistance. Ce qui revient ici & trouver la fonction
qui correspond & ce profil. « C’estla, écrit M. Levi-Civita, un probleme
fonctionnel du type le plus élevé ». La méthode que nous lui devons

“ne permet jusqu’ict que de mesurer la difficulté de la question, sans
fournir aucun procédé pratique pour I'aborder.

Dans ce qui va suivre, je vais exposer comment je suis parvenu i
remplacer la fonction arbitraire de M. Levi-Civita par une autre fonc-
tion arbitraire tout & fait différente, et liée d’une facon a la fois
intime et évidente & la forme de I'obstacle. II devient alors possible
de déterminer cette nouvelle fonction arbitraire, de maniere 4 obtenir
la solution compléte du probléme, pour un obstacle possédant un profil

Ann. Ec. Norm., (3), XXVIIL. — Jun 1g11. 33
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d’allure donnée al'avance, ct tout particulicrement pour des obstacles
ayant la forme de proue de navire.

Je prendrai mon point de départ dans ce fait, que I'on connait la
fonction o de M. Levi-Civita qui correspond & un conlour polygonal
[ Cf. U. Cisorrt, Fene fluenti (Circolo mat. di Palermo, 1908, p. 166)].

Du point de vue hydrodynamique, cette solution peut n’avoir du
reste aucun scns; nous lutilisons iel simplement i titre &’ tnterme-
diaire analytigue.

Kn désignant par {, = ¢, {, = e® 0 oy == e 1, Jes points de
la demi-civconférence [C] == 1, qui correspondent aux sommets du

Fig. 14,

ul

‘._\*Q, (=8o)

contour polygonal (€, = ¢, correspondant au point de Pobstacle ou le
courant s¢ divise), et en désignant. par 0., 0,, ..., 0, les angles que
font avee Ow les cotis successils de laligne (0, estrelatifalarc €, Gy,
la fonction » en question est la suivante :

(87) 0O =100+ | (lam 0 logd =i 4 (0, O log i

avee fa condition
YQ I A . ’
(88) 0, == —T-C[(Oz-—-- D) oyt-(0y—Oy) oyt oo = (Op— Opy Yo 4]

qui exprime que o est nul pour { = o.

La détermination de log /-f———?cc’i est celle qui pour € == o se réduit a
Y

™ ah ' T ;
v (] e D | T e — 1Ty
< ﬁ) 2 =4 0y
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Il est & remarquer que cette fonction @ posséde comme points sin-
guliers tous les points { = ¢ = {, et aussi tous les points conjugués
des précédents. Ce fait est dtt & la présence des angles sur la paroi de
I'obstacle.

La longueur du coté du polygone, qui correspond i I'arc {; {4y, a
pour expression, d’aprés une formule rappelée ci-dessus,

T het1
arc:;,:,,+,:—zaﬂf e~T(coss — cosa, ) sinc da.
o

Enfin, la condition (88) impose au polygone une restriction sur
laquelle nous reviendrons plus tard. Dans le raisonnement qui va
suivre, nous supposerons que les polygones dont il est question satis-
fassent & cette restriction; la légitimité des opérations ainsi effectuées
sera démontrée ensuite.

Ceci posé, imaginons (u’on parte d’un polygone tel que les précé-
dents, et qu'on fasse croitre indéfiniment le nombre des cotés de
cette ligne, la longueur de chacun d’eux tendant vers zéro, de facon
que, & la limite, la ligne polygonale tende vers une certaine courbe.
Par exemple, imaginons que les polygones successifs soient tous cir-
conscrits & la courbe finale P, OP,. Dans ces conditions, les points de

subdivision ¢, {,, ..., (,—,, de la demi-circonférence |{|= 1, cor-
respondant aux sommets du polygone, deviendront en nombre infini,
et la distance de deux points {; consécutifs tendra vers zéro. En méme
temps la succession desvaleurs9,,0,,...,0, deviendra une succession
continue, avec peut-étre une discontinuité a la proue O.
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Soient alors Q(¥) la fonction limite de w () et T, de méme, la limite
dela fonction 7. et ©, sont la fonction (87) pour un des polygones ci-
dessus, et le coefficient de 7 dans celle-ci. L'existence des limites sera
légitimée plus loin. L’élément d’are de la courbe P, OP, est alors

2t e=T

CO0ST — 0SS, | sino do,

en désignant par s, la limite de argument g, (qui correspond toujours
a la proue de obstacle).

Or, supposons un instant connue la relation qui existe entre I'incli-
naison @ de la tangente  la paroi (dansle sens de la vitesse du [luide),
et Pargument s du point ¢ de la demi-circonférence || = 1 qui cor
respond au point de la paroi considéré. Posons alors

(S9) 0= (q),

® (o) ¢tant une fonction de o, que nous supposerons continue entre o
et m, sauf peut-étre & la proue (7==5,) et possédant une dérivée con-
tinue, sauf peut-étre encore au méme point. Enflin nous appellerons
O(s,+0) et P (s, —0) les valeurs vers lesquelles tend ®(5) lorsque
o tend vers s,, en lui restant supéricur ou inféricur. Ces hypothises
reviennent a supposer le profil OP, P, de Pobstacle continu, doué d’une
tangente en chaque point, cette tangente variant d’une facon continue
ainsi que la courbure du profil. Les quantités ®(s, + o) et ®(s,—o0)
sont les valeurs des angles que font avee Oz les tangentes en O aux
deux portions o, et @, du profil.

Dans ces conditions, le rayon de courbure en un poin de la paroi
aura pour expression
a2a® ¢ | coso -~ coss, | sino do

6 ’

R=

c'est-i-dire
aa* e M| coso — coss, | sing

R=
W (z)

Or il est clair que, si Pobstacle est donné, le rayon de courbure est
une fonction connue de Pangle © (la donnée de cette fonction déter-
mine d’ailleurs completement la forme du profil). Soit done

(90) R R(O)
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cette fonction. Nous en concluons que ®(s) doit vérifier la relation
suivante, pour ¢ entre o et « :

i R[®(6)] D' (c) =2a%e~T|cosc — coss, | sino.
(9

C'est cette fonction ®(g) qui sera la fonction arbilraire que nous
choisirons.

Elle doit déja satisfaire a la relation (g1), dans laquelle nous allons
rechercher I'expression de T, ou plus précisément la valeur [T, que
prend T sur la circonférence de rayon 1.

Calcul de T,. — Un calcul élémentaire (Cf. Levi-Civita, Cisorrr,
loc. cit.) montre qu’'on a, sur la demi-circonférence supérieure
(o< ™),

i
——  (e>a) (M)

2

(92) logi—:— o= lO‘S’-J - 1
1 — g, sm__'___ +%n:- (e<<on) (2).

Par suite le coefficient de ¢ dans I’expression (87) de o est

. |og—o@ . |lep—o
. sin sin
3y = (6,—9,)log - et (Opar — 67) log -+..
(93) =] (=) log——"— (01— 02) log ——=—1 +
sin —— sin ——
, 2 2
sin | Zn=t— 9
P
+ (0, — 0y 4)log ———Z— " |.
" * Sinan+1+a
2

Or, considérons notre polygone, circonscrit par exemple a la courbe
P,OP,. Soient &, ), ..., 5, ... les valeurs de & qui correspondent aux
points de contact dans la représentation conforme qui convient & la
courbe continue, et 5, 5,, o4, ... les valeurs de o qui correspondent
aux sommets du polygone dans la représentation conforme qui conyient
au polygone. Dans cette derniére représentation, tout le long de I'arc

(*) Plus généralement, lorsque le point ¢f¢ tombe & gauche de 'ordonnée de eion.
(2) Ou lorsque le point e?c tombe & droile de I'ordonnée du point eios.
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G Cirs 0@ une valeur constante

_ Opry=®(a},).
Donc on a
0/: =17 0/&'_"—: ‘l)(gllz) - (I)(O"/,,_x).

En outre, il est eraisemblable que o), et 57, ont & la limite la méme
aleur que s,. Sans nous arréter pour instant & celte difficulté, et en
admettant ce point, nous remarquerons maintenant que toutes les
différences 04, — 0, dans la somme (93) tendront vers zéro, saaf celle

IFig. 16.

qui correspond aux deux valeurs de 0 convenant au voisinage de la
proue, de part et d’autre. Bn meltant i part cetle dernicre différence,
et en nous rappelant que les valeurs de 0 des deux eatés de la proue
sont @ (s, -+ 0) et P (s, — 0), nous sommes ainsi conduils & penser que
la valeur limite de = est

. | sg— o
: Sin !——:*—'-
a4) Ty =D (s 0) —P(5,— 0)]log ~
(Jl) 1 b l (0 ) ( ] )! 5 Sul- o
SN —
. le—@a )
P §in | ——
P
~i-[ W'(e)log L e,
v ST —— s

Un raisonnement analogue nous fournira & la limite, au lieu de la
condition (88), la condition suivante :

|V, tend vers ®(m) et 0y vers ®(0)],

T
(95) m (1) == 5, [ D (5,4 0) — D(5,— 0] -+ / W (e)e de.
4
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Et enfin 'expression (87) de w deviendra

7 __.s’[' 4 n‘.c-—(:i"n
(96) Q)= E [@(0) -+ @(m)] + —[®(s0+ 0) — L (50— 0)] log! Py o
. I P .
¢ ! oy t_'__—_ ___.._elc z !
+;v/0' (i} (5)10cll_ceiadc\.
Remaroue. — Iy a dans le raisonnement précédent un point faible

que j'ai signalé. Qu’on veuille bien regarder momentanément ces
considérations, seulement comme un moyen d’apparence logique,
pour nous conduire 4 un ensemble de formules que je légitimerai
ensuite. La marche suivie sera légitimée lorsque jaurai fait voir que la
fonction Q (0), alaquelle je suis parvenu, satisfait bien & toutes les
conditions que la théorie lui impose, notamment & la condition de
prendre sur la demi-circonférence || =1 la suite de valeurs 0 = @ (s)
donnée.

Transformation de Uexpression-de T,. — Considérons tout d’abord
la valeur (94) obtenue pour T,. Sauf pour ¢ = = 5,, cette valeur est
finie. En ellet, 'intégrale qui figure dans T, reste finie puisque au
voisinage de ¢ =g (par exemple) elle se comporte comme

/log[s——al(le:(e—a)log[s—a[—(a—a),
et qu’on sait bicn que ¢ log | ¢| tend vers zéro avec ¢.

Ceci ¢tant,on peut éerire T, sous une forme plus condensée. Obser-
vons & cet effet qu’une intégration par parties nous donne

. |le—a . le—a] jn0
gm0 sin | —— sin J
P (&) log ————de={ [D(c) = D (0)] log -
[ vees—2 [@(e) — D ()] log ———
sin S
2 2 °

E— T

sin

— [ 1) — a1 5 10

. E+o0o
Sin ——
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ouencore

. le—o Csy—o
Sa—0 sm —-—-—r)—-— sin ———0
V' (g) log ———— L de = [D (50— 0) — P(5)] log ————
[ @ gt e = [ (50— 0) — ()] log — "
0 sin — ;
2 2

Sin
E— 0
sin

S0 ? d o
__f [([)(5 _([)(O-)J_l(,u____é____(___

. ”
Sy ——
2

en remarquant que la pastie tout intégrée s’annule pour ¢ = o.
De la méme maniére on obtient

So— O

E—0

b sin 5
! Y ot | ¢ — ] o
f @ (&) log ——2—L e = — [ (504 0) — () [ log ———
Syt 0 SIn ____7___ S __;___

sinl

sin

._f ‘l'(e)_d'(q)l'il““—"—_"'—‘
Sy 0

sin

D’ott, par une simple substitution,

E=~~a
sin

e ole.

S oe
(97) nw~m£|ww (o)) ok —

[} R

D’ailleurs on s’assure facilement que

. &
s | —

‘ 2 sing
(()8) — l(),‘," il
: de " €0 L E—0T . E413
sin 9 8in sin
2 2 2

Continuité de la fonction T,. — Je dis maintenant que T, est une fone-
tion continue de o sur la circonférence | (| = 1, exception faite, natu-
rellement, pour les deux points ¢*.

Prenant T, sous sa premicre forme (o4) et m’*gligc'mt une partie visi-
blementcontinue, nous sommes ramends a faire voir que la différence

e—o e
sin o sin >
(99) 1= tog—b2 1 L@ (e) s — f log—L——La/ (¢) e
o gin 227 0 $in ———

2
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tend vers zéro avec ¢ — o, 5, étant supposé fixe et non égal i I'une
des deux valeurs exceptées.
On peut tout d’abord écrire

e
<

. €+ 0oy
Sin

sin

de.

E— 0

T
I:‘f0 @' (g)logsin ppp

sin

sin '

Supposons, pour fixer les idées, que le point e« soit situé sur la
demi-circonférence positive. Appelons oL un nombre supérieur aux
valeurs absolues de ®’(¢) au voisinage de o,; et isolons autour du
point e un arc AB ayant ce point pour centre et de longueur 2/. Le
point ¢ finira par étre contenu dans cet arc.

Ceci posé, considérons I'expression

J :/ log
AD

. E—a
sin

> L@ (e) dle.

& — 0y

sin

On a facilement

f log sin

De 1 nous tirons, en observant que z|log«| est une fonection

g

£—o da:(a——o—)logsinls;—

2

tang

Fig. 17.

MG’

G

A

croissante pour @ = o, et d’autre part que

E—a
2

e e LT
inférieur a >’

<1 pour ls_—z_o_'

€
tang

f log sin
arc MB

Ann. FEe. Norm., (3), XXVIII. — Ju 1911.

g —

TP .
> I(I) (&) de

<:)1L(MB ogsin M—ZB-] +MB>;

34



266 II. VILLAT.

et 'on a de méme

log sin L)Mi -+ .-\M> .

0

f logsinls—:gld)’(s)dsI<J)IL(AM
AN - :

On a encore des inégalités analogues en remplacant = par o,.
Il résulte de la que si, étant donné un nombre v arbitrairement
petit, nous choisissons £ fize de maniére qu'il satisfasse a I'inégalité

M (ak]logsink|+ak) <y

(ce qui est possible, puisque la fonction de £ éerite tend vers zéro
avee £), on aura, puisque les arcs AM et MB ne sauraient dépasser 2.4,

1] < fGy.

Considérons maintenant, d’autre part, les deux intégrales

. & gy
T sin
9
log ——— V' (2)dlz
/ R ) e,
o sin
)
. |le—m
. sin
log D' (2) dle.
1 . &~
= eirconf, - are AB ST | s
% 9

On peut choisir o — o, | assez petit pour que, quel que soit & entre
o et = dans la premitre intégrale, et quel que soit € (entre o ef w)
extérieur & Pintervalle qui correspond & 'are AB dans la seconde, les
expressions

oy . le—o
sin sin
log 2 { log
— e el og
o EAT ° . le—a,
S sin | ———
2 2

soient moindres que 5—%,? en désignant par o’ le module maximum
de @'(e).
| — o, | étant ainsi choisi, les deux intégrales ci-dessus seront en

module inférieures 3 ~L— o' =~.
' l
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De la résulte évidemment que, |o — o, | étant ainsi choisi, on aura
1] <6y,

et par suite la fonction T est bien continue sur la circonférence,
comme nous ’avions annoncé (sauf aux deux points signalés).

Avec une modification insignifiante, on s’assure immédiatement
que le raisonnement précédent est encore valable pour o, = o ou
G, =T.

Etude de la fonction Q(%).

Je me propose de faire voir que la fonction Q définie par la for-
mule (96) est une fonction de { analytique réguliére, finie et continue
pour |{|S1, exception faite toujours des deux mémes points €%, Je
dis en outre que la partie réelle ® de Q prend surla demi-circonférence
supéricure [{| =1 la succession de valeurs donnée ®(g) (et sur la
demi-circonférence inférieure les mémes valeurs aux points symé-
triques).

Tout d’abord, j effectuerai sur Q une transformation valable dans le
cercle de rayon 1, et qui nous sera trés commode.

Transformation de Q dans le cercle |(| = 1. — En observant |’égalité
facile & vérifier

¢ —eic i(1—22)
| —Ce® ~ 1—2fCoSE -+ C%

d
(100) T —logi

une intégration par partie nous donne immédiatement

-0

So it £ — efe [0
! (o f R ———) { PN
(101) [ (D(E)loazl__ceisd I:(l)( ) log J—CGI“:I

.—‘0(1,(5) L(I ) ({.
_f T—2fcose + 22
et 'on a de méme

(o) lowi £ e f—er
(102) s0+0(1) (;) 'Oc‘ -I—-—C—e—l—a'({ [ ( )logL CelEJs‘o-i-O
T ((r—1*%)

—_ D (e )——————-——ds
oyro 1 — 2l cose+ {2
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et par suite Q prend la forme

. T - 1. i
Q= ’T;/O ‘I’(E)w [~+;[‘1’(0)+ ¢ ()]
+ [@(so+0) — (s, —0)] log rg{:i
— P Sl

; S tl)(so——-o)logt CC“ ——(D(o)<0 LI'—C”[E>E=O

n / L — el%

+ ®(m) 1(,”__55_3) — D (sy—+ 0)1%”1—27-“—

© o EmT - ¢

L—e

Or Ia détermination choisie pour loge - est celle qui, pour

C IE
. , [ T \ \ .

(=o,se réduit azka - ;) (). De la on conclut sans peine que le
it

Y

1—Gef

coefficient de ¢ dans log ¢ . est 6gal &

Y
PRRE

Aay ¢ . Je 1ndi 5 anr e H ey q < . v  po
y désignant Pangle indiqué sur la figure, supposé nul lorsque € est

Fig. 18,

situé sur 'ordonncée du point ¢’®. On vérifie bien que, pour { = o, y se

Sy . . . ™
réduit & = —2¢ ot lon retrouve bien pour coefficient de 7 : & — -

(') Cf. Leve: Civera (§ 10).
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Cela étant, pour e = o0, on a y==; alors il vient
loge — e —iZ
° e )z 2’
et pour e =7, onay= — T, et il vient

l

© 1A

(low c:;el;l:

De 14 nous concluons la formule

‘r —_ I_cz -
(103) 20 = fd) 1-—~2Ccoss+’;’{k’

qui n’est valable que dans le cercle de rayon 1, car sans cette hypo-
thése, la partie tout intégrée dans les formules (102), (103) possé-
derait une discontinuité entre les limites considérées, et nos raison-
nements ne seraicnt pas légitimes.

De la formule que nous venons de démontrer il résulte quon a,
dans le cercle considére,

2 (14 8*)cose — 2l ds

@)= ;] () T Foass T

Q”(C)—-——-—/ O (1—1¢*)sin%e

(1 —2Zcose + ()P

et

Retenons particuliérement de ceci les valeurs suivantes de Q et de
ses deux premieres dérivées, pour {=o :

k1
(104) Q(o)= ;I;f P (e) de,
0
T
(105) Q' (o)= %/¢(s)cosszs,
. T
A T:
(106) SZ”(o):—';'r-f P (&) sin®e de.
0

Valeurs de Q=0 ~+ 1T sur la circonférence || = 1. — D’apris [a
maniére méme dont nous avons opéré, il est évident que la partie ima-
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ginaire £ T de @ se réeduit, pour = ¢™, & la fonction que nous avons
appelée ¢ T, (en y remplacant o par g,). Occupons-nous maintenant
de ®, qui est Ja partie réelle de Pexpression (6), laquelle expression,
pour { =T, = ¢, est égale i

1. |
(107) Q&) =8(em) = —[®(0) +P(n)]

el — ¢l

4 - [(ll( Sy~ 0) — D (s ——-o)]]o“z
; elql__el‘v
L[

Comme Q prend des valeurs conjuguées en deux points {conjugués,

— eiT, pls,

C : TSNP g C
ce qui tient & ce que la chose est vraie pour la fonction ¢ log T
(Cf. par exemple Levi-Crvira, loc. cie., § 10), il suffira de considérer un
point ¢, sur la demi-circonférence supérieure, el nous pourrons
supposer o, compris entre o et w.

Dans ces conditions, on a déji rappelé la formule suivante |for-
mule (g2)]:

i .

— — Hl o
it — it o 7>
logi ok log

-+ ¢ .
LT .
( = — sl g, << &,
2
Alors, en supposant poar fixer les idées 5, <s,, nous aurons immédia-
tement :

S0 iz 74 £i%, — it
Partie imaginaire (lef @' () logi de==part, im. f ¥'(e) loge T—’—~—— {
0

—— 7
1 e"’«a‘* ) ¢l et

S0

~+ part. im. f d’(e) logi
7,

1

o1, . pte
I, sl &

[~ ¢l% el

¢'est-a~dire

-0 )i, it ; :
part. im. f @' () logi —lfi_—-—.—(-—fda - '-)1‘- [®(z,)— D (0)]+ i} [® (s— 0) — D (3,)].
| , ,

. (l,l(f‘el'u

Puis nous aurons de méme,

W —
part. im.f O'(e) logi —-——’—-—L-—f— = l:[ (m)—@(sy-+0)].

G, ple ™
$o4-0 e
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7

Revenant a4 Q(¢,), nous en pouvons maintenant ¢erire la partic
réelle sous la forme

0= ~[®(0) + @ (7)]
— Z[@(5) — ®(0)]
+;;—;[<I)(SQ+ o)—d’(so—o)]’%r +—7é -+ %[‘D(so— 0)—®(a,)]

-+ %[(D(n)—d)(sﬁ— 0)]

¢’est-a-dire
G;t: (I,(Gl ).

La méme marche réussit de méme pour o, > s,.

Donc la partie reelle de la fonction Q que nous avons construite au
moyen de la formule (90) prend bien, pour { = ¢, la valeur ® ().

Ce point fondamental ¢clairei, nous allons montrer que la fonction
Q(C) est continue dans tout le domaine |{|Z 1, exception faite des
deux points { = e="v.

Continuité dela fonction Q. — Je dis tout d’abord que Q est continue
dans le cercle de rayon 1.

Prenons  sous sa forme (103), et soit {’ un point fixe intérieur au
cercle. Considérons alors la différence

QL) — Q1) = ﬁd’(e) 1— & — ok i
“(Q)—..(g).—:%f I—olcoss + 0 1—af cose +¢°) %"

[

Par un calcul élémentaire, on la mettra sous la forme

™

52(‘4)—9(‘4'):_f ®(2) £+ L' — (1 + &) cose
o

(1 —2¢ cose +¢2) (1 — 2¢' cose + {'%)

(£ —¢') de.

Du point { comme centre, décrivons une petite circonférence
n’ayantaucun point commun avec la circonférence qui limite notre do-
maine, et appelons ¢ la plus courte distance de la petite a la grande cir-
conférence. Il est clair alors que nous pourrons écrire, dés que le point ¢
sera intérieur a la petite circonférence (i cause de : |[{|<<1,|{|<1,
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|1 —2Ccose +*[>d?,...)
|sz(c>.~sz(c'>1< :’lf 2],

De sorte que, si 9t est le module maximum de @ (¢) de o & =, on aura
Pinégalité :
1805 — ()| < DR e -t

Ceci démontre que la fonction Q est continue pour ', puisque le
second membre sera aussi petit qu’on le voudra, dés que [ — (| sera
suffisamment petit.

La continuité est done assurée dans le cercle |{| =

Je vais faire voir ensuite que, si le point ¢ tend vers un point
{,=¢€" de la circonférence |[{| =1, autre qu’un des deux points
exclus, en suivant al'intérieur dela circonférence un chemin qui n’ar-
rive pas au point ¢, tangentiellement i celle-ci, la fonction Q(¢) tend
alors vers Q(¢,).

Pour le démontrer, je prendrai cetle fois Q sous sa forme (g6), de
sorte qu'aux deux points C et {, = ¢ (g,5£5,, en supposant pour
fixer les idées le point £, sur la demi-circonférence supéricure) on a
les deux relations

QU = é[q)(o) -+ @ ()] - %[q’(s“ “+0) — ®(s5,—0)] logif—_}%%
. K
- W.[ D' (e) logi l——C(:'B L,
2(5) = 5[0(0) + )] + £[B(s,+0) — b(s,— 0)] logé L

. ™
i . L —ctt

-} ._f lI)’(g) log[_g.‘..___ﬁ_é(le.
TJ, 1—{ge

Pour démontrer la continuité, il suflit de faire voir que la différence

(108) J::./O‘ (l)’(s)(low ¢ Cl lo;,z%) de

tend vers zéro avec{ — {, ; la partie négligée dans Q (¢ Ytendant visible-
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ment vers la partie correspondante de Q ({,), dans les mémes condi-
tions.
On peut écrire
¢ — el — t‘ eic

J= [ @ (5)10'5{1_815 T —Ce de.

J

'

Supposons momentanément , différent de == 1.

Ceci posé, autour du point ¢, de la circonférence, isolons un arc AB
de longueur 2k, ayant ce point pour centre. Appelons J,, et ) les deux
parties de I'intégrale J, relatives & cet arc AB, et au reste de la demi-
circonférence (I'arc AB ¢tant intéricur i celle-ci).

Observons encore, avant d’aller plus loin, que d’aprés ce qui a été dit

r — !

antéricurement sur le coeflicientde ¢ dans log ¢ Py (cf. page 268),
ce coefficient ne saurait dans aucun cas dépasser 27, en valeur absolue.
Donc la partie imaginaire de expression

>

e el
logé P o lo,‘,z]—_—_—-m'
est toujours en module inféricure a 4=. II en est donc de méme de
I'argument du quotient

(E—eB) (1 —Fie®) _ (L—ef) (G—e®)

(cl — ”5)(I—Ce”‘) (Cl_cli)(c___c-—ds).

Considérons la portion J,5 de J, sous la forme

Ty . e o
.l,m‘:-/ ‘1’1(5)10{-{(4 e®) (L — e ) e
[

=) =)

1=k

On peut écrire au moyen d’une intégration par parties

(E—es) (6 —e7%) %”""k

——e 3 ) 2y — o
J,\B — l‘([) ("‘) (I’(a'l)] ,'OD (ci . (,‘“:) (C — e——ia) ok
2Ty =N - l'eia L'eis } l'e—-z's l'e—iE

— [®(e) — D (a, )]%c__ i s = Lo ok

Gy -k

de.

Nous envisagerons séparément la partie intégrée et I'intégrale res-

tante.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — Jun 1911. 35
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Partie tout intégrée. — D apres la remarque faile il y a un instant,
dans celle partie intégrée, argument de la quantité sous le signe log
ne dépasse jamais 4=. Done, en désignant par o un nombre fixe supe-

()~ B (o,
£— G,

rieur & la valeur absolue du quotient )lorsq ue e“sedéplace

dans un arc de longueur 24, du centre C,, et auquel arc 2 /& sera
assujetti a étre intérieur, la portion de Pexpression considérée, pro-
venant de 'argument qu’on vient de dire, sera inférieure & 80 kw. Si
alors p. est un nombre positif arbitrairement petit, Pinégalité

i L,

SIMAm<< ou h L e o
s soim

entrainera que le module de celte portion soit < .
La portion restante sera alors inférieure

(Z — e‘(qi‘l'ﬁ]) (C’ — g1y |~ﬁ1’)
(Cl — L,im‘. 1 /.)) (:__ e 1Tyt /.:)

o0 e g | (G T ) (G T
(:1 e (,/A,rr..‘m)(‘g AL A;)

N hilog

7

ce qui peut s'¢erire, d'apres la figure,

MB.P, B

DI /.'Hlng M’\")'A’H.

P B M ‘ + I 08 B AR A

l"i,’.;. 1.

La quantité entre crochets est ¢gale, suivant les cas, i

 MB.MA.P,B". P, A’

, MB.MA’. D, B'.P, A
SN MA PR A| "t |los

lo .
"MB.MA.P,B.P, A’
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Premier cas. — Pour k& < «,, nombre qu'on peut déterminer, on
aura
P,B/.PA
MBMAT D, B.P,A | <P

N L log

car la seule quantité variable sous le signe log est ici MA'. MB’, qui est
comprise entre deux quantités fixes positives et non nulles, sil'on
assujettit le point C a étre & une distance de {, au plus égale & % (con-
dition & laquelle nous serons amenés dans un instant).
Reste la quantité
I A log MAMB .

Orsi, comme nous venonsde le dire, nous assujettissons ladistance MP,

Fig. 20.

B

b -_‘P., (‘g,: e iG,)
W

L

3 étre inféricure a 7 MA et MB seront assurément chacun plus
}

k . . , . - cep

grands que ~; et par suite, si nous déterminons un nombre a; positif

vérifiant I'inégalité

wea

(109) My | log

<e

=|.8

nous serons assurés qu’'on a
M k| logMA.MB| < p.

Dans ces conditions, nous aurons

MB.MA.P,B. P, A/

Ak 108 N Fa7. P, B. s A

<2
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Second cas. — La quantité & envisager dans la partie intégrée de J 5

est alors
MB.MA.P,B".P;A

MB.MA.P,B.D,A' |’

I k| log
elle est inféricure &

log

D R/
M4 | logMB. Py Al -+ 91 /|log MA . P, B[+ 91 /| Log MA - P+ B l

MB'.PyA’

. - N TSR T
Comme MB, MA, P\B, P,A sont tous supérieurs & -, I'inégalité (109)

entraine
MUK [1ogMB. P, A |+ 9T 4] logMA.P, B | < 2 p.

Enfin, comme MA'.P,B, MB'.P,A’ sont compris entre deux limites
fixes non nulles, I'inégalité

b

A, <a,
ol o, est un nombre qu'on peut déterminer, entrainera

MA'. P, B’

N £ m’ < -

log

En résumé, on aura dans les conditions susdites

MB.MA’.DP,BLPA

ML | 108 M MA P, ., A/

lo l < 3p.

Et, par suite, la partie intégrée de J,, sera inférieure, en valeur abso-
lue, & 3. ou & 4. suivant les cas ; ou, si 'on veut, 4 4. dans tous les
cas.

Partie non intégrée de J,,. — Celte parlie non intégrée peut s’éerire
par un calcul évident

fﬂ'p}-k X ol s
) [@(e)—®(5)] (& —C) (C—eis)(ct——cia)+('§—e-"e)(§1—-e"—f5) de.

1=k

Le module des quantités {—e%, {, — ¢~ ayant un minimum non
. « /N - D . v, . . k
nul lorsque le point { est supposé & une distance de ¢, inférieure & ~,

on voit qu’il est possible de choisir | { — €, | assez petit pour qu’on ait
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I'inégalité

ok 3 ) it ,
f [®(e) — D(5,)] (& —10) e m) (L= e—iF.)d‘ < P

T—k

Reste & considérer I'expression

ok ' gic
Lf [(I)(e)—(I)(O—l)](gl—C)(c'—6ie)(§1——eti)d€

T~k

dont le module est inférieur, avec les notations déja introduites, a

(e—o))de I " |e—o,|de
R=M|{,— — —| == Il — —_ 1,
le—¢l p | (E—€5) (L — ef) 'hlc’ ¢l W MP.P.P

Fig. 2r.

Or, si 'arc AB est petit, ce qu’on suppose, on a assurément

I 1
PiP>ZarcP,P=<le—ai]

ou
I 2

- —_—

PP S Te—a |

et par suite .
MP,

de.
Al Ml’

R < 291U

Or, siP décrit 'arc AB, on a constamment
MP 2 MQ,

MQ désignant la plus courte distance du point M & la circonférence,
et 'on a encore
MP, MP,
» O e << 29U I
R<29 [B MQ(5<9 ] . MQ(

v
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en appelant P, le point de rencontre de MP, avec la tangente en Q au
cercle. Maintenant il est clair que

MP-; . 1
MQ ~ siny’

4

y étant angle MP,Q de la figure (voir fig. 22).

Si alors nous supposons que le point M (7) tende vers le point P, en
suivant la droite MP, faisant avec la circonférence un angle non nul,
il sera possible de restreindre suffisamment I'arec AB pour que, quand

Iig. 22,

M déerit MP,, Pangle 7 ait un minimum non nul " (il suflira que sur
Parc AB il 0’y ait aucune tangente parallele & MP,). Dans ces condi-
tions, nous pourrons éerire, quel que soit M sur la droite signalée (et
au voisinage de Py),

et cette dernicre expression sera inféricure & w si 'on prend

o _siny!
k goww T

e

De tout ceci résulte qu'en choisissant pour & une valeur fixe égale
au plus petit des nombres a,, a,, a,, «,, «;, on aura l'inégalité

[ Jan] < 6.

Considérons maintenant la seconde partie J' de expression J. Nous
avons
— it — e—it
g(t C[")(:I —‘[5’)615'
(Gi—e®) (§—e)

J/ = P’ (e)lo

% circonl,—arc AB
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Or, o’ étant le module maximum de @’(e) sur toute la circonférence

[€]= 1, on peut choisir [{ — {, | assez petit pour que, quel que soit e

entre o et = (exception faite de I'intervalle qui correspond 2 AB), on
ait

jog S 61— et

T(G—ef) (L =)

[J.
TN

<
Alors on aura
[T <p
et par suite
T <[Jaw[+]I] <7p-

Donc, pour |{—{,| suffisamment petit, J sera aussi petit qu'on
voudra, puisque p. est un nombre arbitrairement petit. Ceci démontre
la continuité de Q(C), des que T tend vers L, (£ =% et de == 1), en
suivant un chemin qui n’arrive pas tangentiellement a la circonférence
au point ¢,.

Comme la continuité de T a été démontrée sur la circonférence, et
que celle de © y est vraie par hypothese (sauf toujours pour {= ¢=%),
il en résulte facilement que la restriction faite peut étre levée et que,
quel que soitle chemin, intérieur & la circonférence, suivi par le point ¢,
Q) tend vers Q(L,) lorsque { tend vers , (exception faite pour
{, = ¢= ¢t momentanément encore pour {, = == 1).

Cas ot {; ===1. — Reste le cas ou{, ===1, que nous avons exclu au
début du raisonnement précédent @ il serait en eflet alors impossible
de choisir un arc AB entourant le point {,, et enticrement situé sur la
demi-circonférence supéricure (condition essentielle dans le raison-
nement, par exemple pour existence d’'un minimum non nul pour le
produit MA’. MB").

Prenons par exemple {, = + 1. Le cas {, = —1 se traiterait de
méme.

Observons qu’alors Q((,) est réel et se réduit a ® (o). Supposons
ensuite que le point ¢ tende vers r en suivant le rayon. Prenons ici
Q%) sous sa forme (103 ) démontrée plus haut, soit

1—C?

I W TC
.Q(C):;r-f D(e) I—QCcoss—l—C”(lE

0

ou tout est réel et o C réel tend vers 1.
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Il suffit alors de reprendre un raisonnement de Schwartz ('), pour
s'assurer que Q(T) tend vers ® (o) quand € tend vers 1.

Partant de la et du fait que la fonction Q(¢) est continue sur tous
les rayons voisins, extrémités comprises, ainsi que sur l'arc de la
circonférence limite voisin du point 1, on en conclura, par un raison-
nement analogue & celui qu'on a donné dans la premicre Partie
(Cf. p. 245), que la fonction Q(¥) est continue au voisinage du point
{ = 1, sans aucune restriction.

Des considérations analogues sont valables pour { = — 1.

La continuité de Q.(() est donc bien démontrée dans lout le domaine
[C] < 1, limites comprises, exception faite des deux points { = ¢=%.

On peut en outre étudier d’'un peu plus prés comment se comporte
Q(0) lorsque le point { = % 4+ tend vers un des deux points exclus,
par exemple vers le point {, = ¢* = £, 4 in,.

Observons qu’on a I'égalité

1 — 1 i e .
flog(C——Co :{ll‘ct;ll‘lgH——;l()g[(g——-cf(,)’-{—('fl—‘fm)”.
E—& =2 70 :

Considérons alors la fonction

o (80 -+ 0) — ® (s,
iT

2,(8) = () + — 2 log (£ —1,)

qui est bien déterminée et uniforme dans tout le cercle de rayon 1,
dés qu’on a précisé en un point particulier la détermination choisie
pour le logarithme. Cette fonction prend sur la circonférence (| =1
une succession de valeurs continue au point (,. Donc Q,({) sera
continue au voisinage de ce point, d’aprés les démonstrations que
précédent. Jen conclus tout de suite que la partie imaginaire de Q (Ch)
devient infinie en ce point. Puis, en appelant @,(¢,) la valeur que
prend la partie réelle de Q, (0), pour { ={,, et 3 la valeur que prend
la partie réelle de Q(¢) lorsque le point { tend vers le point ¢, en sui-
vant un chemin qui fasse avec la circonférence unangle A, on aura par

() Scuwarrz, Ueber die Integration der particllen Differentialgleichung Au=o fiir
die Fliche cines Kreises ( Gesammelte Math. Abhandlungen, zweiter Band.). — E. Prcar,
Analyse, t. 1, p. 250.
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un calcul immédiat
0,(c) =5+ 2 20l (T ).

Y

PourA=o, et A==, on saitqu’on a 5, =¥ (s, —0) et T, =P (s, + 0).
D’ott les deux relations compatibles :

0,(5) =D (sy—0) + D (s, +0) ;— D(sy— o) <SO . 7_:>’

D(sy+0)—D(sy—o0 s
(oo 0)— Ol )(%—z—“)

0,(5) ==®(sp +0) +

ce qui permet d’écrire finalement

H=D(sy—0) +

D(sy+0)—D(s,—0) A

On en conclut que 5, prend toutes les valeurs intermédiaires entre
O (s, —0) et O (s, + 0), selon le chemin suivi par le point { tendant
vers (,. En particulier, si { tend vers {, en suivant le rayon, la valeur
limite de la partie réelle de Q () est

(=5
o

E|

= [ ® (5 +0) +D(sy—0)] ('),

]

Transformation de la condition (95) relative a la fonction ®(e). —
Revenons maintenant & la condition (g5) relative 4 la fonction @, et
que nous avions obtenue au début, & savoir

T ®(m) =5, [DP(s0+0) — D (s5—0)] +/. D' (&) de.

Comme on a immédiatement

28— 0 =0
/ (I)’(g)ads:::[E‘I’(E)]‘E"_O—"f D (e)de
0 0

et

T

™
/ D'(e)ede=[e D (e)]T ,,— D (e) de,
+sy0

So+0

(1) Foir Picarp, Analyse, t. I, p. 259.
Ann. Ec. Norm., (3), XXVIII. — Juy 1911. 36
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on voit de suite que la relation précédente se réduit &
(110) / D(e)de=o0."
0

Or, comme la partie réelle ® de Q est sur la demi-circonférence
limite ¢gale & ®(e) pour { = ¢, il se trouve que I'équation (110) est
justement celle dont M. Levi-Civita a démontré la nécessité, et qui
exprime, ce qui ne doit pas nous surprendre, que la fonction
Q(0) est nulle pour L = o. [Cf. d"ailleurs, 'équation (104)]. L'équa-
tion (39) du Mémoire de M. Levi-Civita peut en effet s’¢erire, avee nos
notations actuelles,

/

o , ‘ Y o
-T'-C] [80(e) = O (e)] de =6 = 22 (15— T ),

0
P, () étant une fonction égale &

0 — o pour 0 2 & T 8.
04 pour I
De sorte que

L[y de = L5 o)y (3 o) (m—s)) = 6 2 (~ 3)

v

et que larelation de M. Levi-Civita se réduit bien & la notre

™
/ D(e)de = o.

Donc cette condition (110) n’apporte & la forme du profil de
I'obstacle aucune restriclion qui ne soit pas dans la nature des choses,
malgré ce qu’on aurait pu penser au début.

Donc enfin, la fonction Q déterminée par nos équations satisfait a
toutes les conditions : elle est analytique, régulicre dans le cercle
|¢] = 1 limites comprises, sauf aux deux points exclus; elle prend des
valeurs conjuguées en deux points { conjugués; elle est réelle sur
I'axe réel, nulle pour {=o; et enfin elle prend sur la circonférence
de rayon 1 les valeurs données. C'est donc l'intégrale générale, au sens
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de M. Levi-Civita, du mouvement d’un fluide indéfint awtour d un solide
quelconque.

En outre, la fonction arbitraire dont dépend lasolution est ici @ (),
assujettie seulement a la condition (110).

Cas d’un obstacle symelrique par rapport ¢ Oz. — Dans le cas d’un
obstacle symétrique par rapport & Ox, c¢’est-a-dire par rapport i une
parallele au courant général, les polygones qui nous ont servi au début
peuvent aussi étre choisis symétriques par rapport d Ox. Alors on a
constamment

T
Ty = ;‘, 0=0,
et par suite aussi

Sp = —

Puis les valeurs 5,,5,, ..., 5,-,, des arguments qui correspondent aux
<

sommets, ¢t les valeurs 0, 0,, ..., 0,, des inclinaisons correspondantes

satisfont & (Cf. Cisorri, loc. cit.)

Opt=—T =T} (}l:I:?‘7""n—l)7

0j+0/1—j+I:0 (./.21721'-'7'2)'
De [d on tirera immédiatement
(r11) D(m—e)=—D(e),

qui aussi bien était évidente.

On voit alors que la condition (110) est vérifiée d’elle-méme ; la
solution la plus générale dans ce cas s’obtiendra donc en choisissant
pour ® (&) une fonction quelconque continue dans le premier qua-
drant ; 'équation (1r1) donnera sa valeur dans le second, et la symé-
trie par rapport & I’axe réel définit enfin sa valeur dans les deux
auftres.

Enfin, on a évidemment, dans le cas actuel,

] 3

)

O(so—0)=—P(5)+ 0) (sO:

et
Do)+ P(w)=o.
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La fonction Q prend done la forme, tirée de la formule (96),

S ; A HlE
(112) Q) =— ;f ® (1‘. - o) log 2% L / o' (e) log i e,

2 1—ig o, 1— e’

ou, dans le cercle de rayon 1,

1—g*

—_— (e
1 —aCcose—+§*

2@=1 [ @)

Sur la condition qui détermine ®(z) pour un contour donné. —
Reportons-nous a I'équation (gr) qui fournissait le rayon de courbure
de la paroi de Iobstacle; en y remplacant T par la valeur T, qu’elle
prend sur la paroi ({ = ¢), et qui est donnée parla formule (97),

e-—~o

.

sin

. v T d
u—~a£[wa—mwn$mnq

de,
E-t-a
n —

on en conclut que, si le profil est donné, la fonction @ doit verifier,
outre (1ro), I'équation

(113) R[D(0)]P'(0) =2c?e K |eosa—coss,|sing,

pour toule valeur de s entre o et =.
Pour un profil symétrique, il suffit de vérifier cetle équation entre

s T
oel= <et Pon as, :—)-
2 2

Bien entendu, cette équation (113) n’est pas susceptible d’étre
résolue completement dans le cas général, quoiqu’elle soit déja beau-
coup plus simple que le systéme de relations correspondantes qu’a
obtenues M. Levi-Civita en considérant deux fonctions inconnues ne
différant pas au fond de © et T. (Cf. § 13 de son Mémoire.)

Mais ce qui fait Uintéret pratique des résultats exposés ci-dessus,
¢’est que la natare de la fonction arbitraire est relice d’une facon
tout & fait intime et évidente & la forme du profil de I'obstacle. Il suffit,
pour s'en rendre compte, d’observer que, lorsque le point € décrit la
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demi-circonférence supérieure || =1 du point 1 au point — 1, le
point z correspondant décrit le profil de 'obstacle toujours dans le
méme sens, sans arrét ni recul, du point P, au point P,. Alors la ma-
niere dont varie @ () est connue; allure de cette fonction est connue.

Il est par suite possible de choisir cette fonction arbitraire, de ma-
niere & obtenir un profil d’obstacle dont I'allure générale soit donnée
4 I'avance. On peut en former autant d’exemples qu’on veut, pour
lesquels les intégrations puissent étre poussées jusqu’au bout (condi-
tion qui n’est ’ailleurs pas indispensable pour les applications pra-
tiques). Je vais développer un peu plus loin quelques exemples,
particulicrement dans le cas ou le profil de obstacle a la forme d’une
prouc de navire, cas spécialement intéressant, et qui constituait le
véritable but de la théorie.

Observation sur la méthode introduite. — Au fond, la méthode que
nous venons d’exposer, dans ce qui précede, revient d déterminer la
fonction Q par la connaissance des valeurs que sa partic réelle @
prend sur le contour du cercle de rayon 1. Or on sait qu’une formule,
tirée de Papplication du principe de Dirichlet, fournit sous forme
d’intégrale définie la valeur de @ dans le cercle; la fonction harmo-
nique associce T se calcule ensuite par quadratures.

Ce qu'ily a d’intéressant dans le procédé que nous avons employé,
¢’est qu’il nous fait connaitre par une seule quadrature les deux fone-
tions @ et T, ou plutot la fonction Q, et cela sous une forme é¢minem-
ment simple, qu’il est peu vraisemblable qu'on ecut pu obtenir en
partant directement de © et T. La formule qui nous a donné Q dans le
cercle nous parait constituer la généralisation, dans le domaine
complexe, d’'une célebre intégrale due & Poisson (*).

(1) Je montre, dans un article : Quelques vues nouvelles sur le probléeme de Dirichlet
relatif au cercle ( Bulletin de la Svciété mathématique de I'rance, fascicule 3, 1911), la
véritable raison de 'analogie remarquable entre la formule de Poisson et notre formule (103).
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Etude de quelques exemples.

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d’exposer en détail quelques
exemples, que nous prendrons dans le cas d’'un obstacle symétrique.
Nous supposerons done

Nous utiliserons la remarque suivante :
L’expression (103) de Q

- ¢
— 20 cose -+ (?

sz(c)z‘ﬁf (D(z-:)-l—————l-—_———i———— le
0

a ¢té démontrée étre valable a 'intérieur du cercle de rayon 1; si alors
nous parvenons & tirer de cette formule une expression en (ermes
finis représentant une fonction continue dans et sur la circonférence,
sauf aux deux points déji tant de fois signalés, cette fonction sera
égale & Q(0) dans et sur la circonférence, 4 cause de la continuité,
qu'on a démontrée, de Q jusqu’aux limites du domaine || = 1. Ceci
nous dispensera généralement d’avoir recours a la formule (96), qui
est moins maniable.

Premier exemple. — Proposons-nous de déterminer la fonction arbi-
traire de fagon & obtenir un profil d’obstacle analogue & celui qu'in-
Fig, a3,

J Py

.
o

0] X
3

dique le dessin, l'obstacle présentant 4 Pavant une pointe avec la
tangente Oz, et la concavité étant dans le sens contraire de Oz.

Il suffira de prendre pour ®(s) une fonction négative de o & g,

. . - Y9 . N
et croissant depuis une valeur comprise entre — et o, jusqu’a la
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valeur o. Par exemple ces conditions sont satisfaites par
®(c)=—Pecosc (P constant),
avec
o<P <.

La fonction Q({) correspondante est alors visiblement, sans aucun

calcul, égale &
Q) =—PL

Il est d’ailleurs facile de vérifier que emploi de la formule (103)
conduit au méme résultat. Il nous parait inutile de reproduire le détail
de ce calcul.

Dans le cas actuel, le coefticient de 7 dans Q est — Px; sa valeur
sur la circonférence de rayon 1 ({ =€) est

T, =— Psino.

On en conclut done, par application des formules (83), les équations
suivantes qui déterminent exactement le profil de obstacle

27
Z A Ly == — 2«“/ ¢!+ cosg sing do,
™
N
y s .
¢’est-a-dire
T
V2
= 2 aﬁj ePsin% cos (P sing) cososing do,
[
T
2
y=—2 a“’/ ePsinosin (P sino) cososing do.
7

On s’assure aisément que ces quadratures s’effectuent exactement,
¢t qu’on peut écrire

@ ¢™in? fsin (P sing) — P sino[cos (P sino) + sin (Psin o)]| ’
TP 4 ¢P[PcosP — (1 —P)sinP]

ot (T {cos(P sing) — P sing[cos (P sina)——sin(l’siua)]; ]
)= rr§ &P sinD - (1— P) cos P i

On observera que, dans tout le demi-cercle supérieur [{[S1, qui
correspond par la représentation conforme au domaine occupé par le
fluide en mouvement, le coefficient T de ¢ dans Q est négatif. Par
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suite dans tout le {luide, la vitesse V=¢" est inférieure d 1, valeur

qu’elle posséde & l'infini. Ce résultat montre que la réalisation du

mouvement précédent est possible. [C/. les récents résultats obtenus

par M. M. Brillouin (Comptes rendus de I’ Acad. des Sc., 21 nov. 1910).]
La résistance du profil est ici [Cf. formule (85)]

Po= T 0 (o) = T4 pe,
4 4

Nous n’écrirons pas les autres ¢léments du mouvement.

La fonction particulicre que M. Levi-Civita nomme o, est ici nulle
(=20 ==0). Le cas actuel rentre donc comme cas particulier dans
celui, étudié¢ en détail par M. Brillouin, ot la série enticre de M. Levi-
Civita se réduit & son premier (erme.

Les exemples suivants sont au contraire essentiellement nouveaux.

Deuxiéme exemple. — Proposons-nous de déterminer la fonction
arbitraire de maniere qu’elle convienne dune courbe obstacle analogue
a lafigure ci-dessous. Il suffira pour cela que @ (@) soit négative pour =

. LT . \
variant de o & ~» etquielle décroisse constamment de o dune valear —P

. I . .
comprise entre o et — = Bien entendu, la valeur de ®©(o) dans le

2

second quadrant se déduil par la formule (x11) de sa valeur dans le

premier.
[ig. o4,

Py

Toutes les conditions susdites sont réalisées en prenant

—Psing pour 0 < o< Z:- ’ .
D(o)= - (0 <P < 7)_":)
-+ Psing pour ? <o<T )
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Calcul de Q. — Calculons alors Q. On a dans le cerele [{] =1 selon
la formule (103)

Yy N E(E S A e L E(ES S W

T J, 1— 2 cose + ¢* T 1— 2L CcoSe -+ (?

)3

©

A

|

Or,on a

2{sine o
fl-——chosaq-\cﬂdE_’log(l_QCCO“+< ) =F(e),

et par suite immdédiatement

ou enfin
Pr—g 140

log Tz

On constate immédiatement que cette fonction (qui, bien entendu,
convient dans tout le domaine |{[= 1) n’y posséde que les points sin-
guliers {===/; les points { = o et { = == 1 ne sont singuliers qu’en
apparence. Cela est évident pour { = o, car au voisinage de ce pointona

(o 2w Yo e e B )

_Pi-z

Q:ﬁc

1

(le log considéré est celui qui s’annule pour (=o0, comme cela
résulte sans peine de I'intégration faite ci-dessus). Quant aux points
{ == 1, ils ne sont pas singuliers, a4 cause de ce fait que
(1 —0*)log(r —C*) tend vers zéro en méme temps que 1 — C*.

Y a-t-il besoin de dire que la fonction Q obtenue est impaire en C.

Calculons les valeurs de Q sur la circonférence [{| = 1, ¢’est-a-dire
pour { = ¢”.

On a pour ¢ < = la valeur

P . . ,+e2£c
Q=0+ =— — (77— ¢/7) 108 ———
1 1 1 Tf( ) o 1 — e2it
2P cosg
= sinc log | ——=—— )»
™ —ising

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — JuLLer 1o, 37
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ou encore
)

0,+ (T,=2i=sinclog(icole) =2i—sinc
T T

D

. T ey . .
Bt pour ¢ > = il vient de méme

. P . .
0,+ (T, = 2LE51x'xr:log[— ((—cola)]

VILL

AT.

]

i
<? -+ log col cr>

. N
Psine + 25%—5111610;;(0010).

P (n )
20—sing | — — 4+ log(— coto)
7r 2

. 1 L
Psino - 2 i—sing log(— coto).

Nous retrouvons done bien pour @, les valeurs dont nous ¢tions
partis, et nous voyons que T, prend sur la demi-circonférence supé-

rieure les valeurs

2P .
T, = —-TTsma'log[ colo|.

Parois de I obstacle. — En appliquant 1a formule (83) nous trouvons,

pour 5, (OP ) par exemple,

™

.y
e 9.(('-'/
-

7

y == 2(13/'
Y5

C

]3]

¢

ap .
— e gin T log | cot s
—sin T log | |

2P )
- oL
_nslnd og | cota )

cos(Psing) cososing do,

sin (P sine) cososing do.

Résistance correspondante. — Elle est égale 4

Py

4

Le plus simple pour avoir Q'(0)

T

Q" (o).

est de se seryvir du développement

en série dont on a ¢erit les premiers termes au voisinage de {=o,

ce qui fournit de suite

2]

Q(0) =2

et

)
P,

«? l)"l

™
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Verification. — 1l est intéressant de verifier que, suivant un théo-
réme de M. Levi-Civita, la difference Q — w, dans laquelle , repré-
sente la fonction (28) de son Mémoire (celle qui correspond
I'obstacle formé de deux lames), est une fonction analytique, sans
points singuliers sur la circonférence de rayon 1, et par suite déve-
loppable en série entiere pour { inférieur ou égala 1.

La fonction w, de M. Levi-Civita est ici (¢ =0, o = P)

et par suite la différence Q — w, :

> 2 2 » :

e .

Q@ —ny=— 2 (1105 L5 S ity S0,
T\ ¢ —Z g

Les seuls points singuliers possibles sur la circonférence susdite
sont visiblement (= ==, Or, au voisinage de {=1¢ par exemple,
la seule partie du crochet qui puisse n’étre pas réguliére est

11—z , . . .
—log (5 -— 1)+ 2ilog(§—1i),
S

et cette quantité se met sans difficulté sous la forme

— 2 (L — i) log (L — 1),

g
qui tend vers zéro lorsque { tend vers .
Un calcul analogue est valable pour { = — i.
Remanoue. — La présence sur la paroi de I'obstacle de deux points

P, et P,, ou la tangente est horizontale, donne lieu a une difficulté qui
n’est d’ailleurs pas nouvelle. Il arrive que, du point de vue physique,
une portion de la paroi n’est pas acceptable, la vitesse le long de
cette portion dépassant la vitesse maxima 1 permise par les hypo-
théses hydrodynamiques (Cf. M. BriLLouis, Comples rendus, 21 no-
vembre 1910). On a en effet ici, sur la paroi,

2P

— sin G log |cot |
V=eli—eT
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et 'on voit que cette vitesse est plus grande que 1 dés que o sort de

se 3T
Pintervalle T, 2F.
[

Troisicme exemple. — Proposons-nous d’obtenir une forme d’obs-
tacle en forme de proue de navire, comme cela était déja le cas dans
Iexemple précédent, mais les tangentes aux poin(s O et P, ayant sur
Oz des inclinaisons quelconques. Il suffira pour cela de choisir pour

3 . . A s T . . :
® (o) une fonction qui, lorsque  croit de 0 & —» varie en décroissant
constamment, les deux valeurs extrémes ayant toutes deux leur mo-
: P T
dule inférieura —-

Toutes ces conditions sont réalisées si 'on choisit

T ’ i1
— P tang [al - Ay <: —_ > pour o <Co <l =
D(g)= ] :
e T T
+ P tang { ¢, — a, 50O pour —<og<m
T T T -
Ay ay > 03 i+ dy =3 o<l < >

T
2 mng(a, -+ a, :->

a,, a, et P étant trois constantes vériliant les inégalités que je viens
d’éerire.
Fig. »h.
1A

J

-
AN

P,

X

Je vais développer les calculs dans ’hypothése

1
Uy == —

2
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et, par suite,

K1

a,<4

Calcul de Q. — D’apres la formule (103), nous aurons

T g
Lang (1-1—*-7!- —_ ;

1— 2 cose 4+ ¢?

/

T
2

sz(t)z—%(n—ws

de

0

»TC ( T £>
tang | @, — -+~ + —
— b 2) 4
1 — 2 cOSE + (2

St

ou, en posant

1:11‘)g<fc.+—g->=(3(>x), lang(a,——%):ﬁ,,
T €
P ) * 1 f)——lang;
QL) =— _T?(! — &%)

1 —2fcose +-¢* s
— 2 €
1+ ﬁlang;

T

€
B tang —
I =1 + g 2

de
P 2 . E
® 1—afcose+ 1 —pPitang ~

e

Remarquons la relation élémentaire, déduite de ce que

T ™ T
entre 3 et B, ; cette relation est

BBi+1=n0.

Cela étant, il nous faut calculer les deux intégrales

ela

¢ — tang

vjm

I =

. de
(1—2fcose+8) ( 1+ tang;)



204 I. VILLAT.

G ‘ (v'_s.
pl -+ (“”lb >
de.

ol ™

N

(1—=2afcose-§*) (r—-—ﬁl tang )

wly

D’ailleurs la seconde se raméne a la premiére. En posant

E= T — &,

on constate en effet sans peine que

]y

I

@1_{.~ P
tang &1
< bw) 2

dey,

(1428 cosg, +4-C*) [ 1
Ltang

o

|

<]

[}

¢’est-d-dire, & cause de {3, =—z

2

N[_:i

2 . g
5 — tang —
(x e ’1)
.

7%
) €
(1~ 28 cose, + §*) (l + Lung;‘)

I =
e 0

On déduira donc I de 1 en changeant le signe de €.
Ceci posé, faisons dans I le changement de variable

lang — == ¢

2

1l vient

1~f1 2(—¢)dt _
Ty RO+ e+ (1 —C)Y]
Or on vérifie facilement I'identité suivante

p—¢ A Bt C
(c+g)lurorosa—ty] cag UEOHITUTY
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avec

b3
A= 2 s

(1) e 4 (1 — )2

@2

De sorte qu’on a pour I

2 1]
1_631\10{:{(&4—{3)
B - : C r+¢
g loe (1 - 242 e Y are tano L,
i 2(1+C)’IOCI‘(I L) 4 (1 — )] + I_Czalctdn,., !

c’est-d-dire, aprés des simplifications évidentes,

T, N
(14 B): (1 — ¢ ) Z—i—-drclangg
2(1 -4 §?)

8pL

- - ﬁg o
I - 7 log T—C (O BP0

T O G—D)

On a, par suite, en changeant { en —{,

arc tang{

I/ = 1+ p ,()g(1+@)’(!+t)’_ 8¢ 4
S =B a(1+¢%) 1= =P+ =0
et enfin
T +pH (=1 lo (r+£)(—8)*")
(10?4 B*(r—1{)? g 2(1 4 §?)
8Lt T ) .
4y em=—"1 M ol VD)
) ™ — (14 B?) (1—2) lon(x+ﬁ)’(1+§)’
(r—C )2+ p*a+2)* ° 2(1+ £?)
8B¢ T L
——{— =i+ P+ Qz(—a——drctanbt)_

qui est bien une fonction impaire de C.

Développement de Q au voisinage de { = o. — En observant que

L I
()PP —8) 1+ P2+ 20(0 — L) + 5 (1 + £%)
p \,

:T:I_pﬁ("‘ﬂ

\
N\

1 — P2
it
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et en utilisant des formules connues, on peut écrire, au voisinage
de {=o,

—Elg:: (,__g’)<1__2; 1+? .. >[ol(ry(l+le)_ ’(¢ +§...>__]0g2_(g~z_...):l
x—t)(x—i—ztr;—_g > ‘zlog(l—l—ﬁ)—i—a(C——?---\)—logz—(cf——-n):l

et, par suite, le développement en série de © commence par le terme

BT e,

(21—, 0By
[ TR

i 1—1—@‘

dont le coeflicient est par conséquent égal a la quantité Q'(o) dont
nous aurons besoin plus loin.

Calcul de O sur la circonférence | (| = 1. — Dans I'expression (114)
de Q, valable encore sur la circonférence limite, faisons =¢” et
remarquons les formules faciles & démontrer

J — T -—{8ing
(e + B i—c? ) (+F)coso+ (1= )

(1—e%) 1—coso

[+ 7 T T Cosa
els 1
TaY ; = ; 0
(1) B —e): T 2 (1 %) coso -+ 2(1 — [32)
i T T i
—+10frl.n1)'f —— o< o<~
. b 2 2
arctange’®— —
. i L logtang z (Tr <o< 7r>
[ 2 N A 2 =)

et d’antres analogues. Nous en déduisons que Q prend sur la circon-
férence limite la valeur

Q==0,+ (T,
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donnée par I'équation

(1+p%)

-+ (14 52

- (r=-05*) coso —+ (1 -+ [?)

B . 1 — COSC
N it +log —— <o<
— ising ]OW(I—i—ﬁ)- . coso
(1= f2)coso + (1 — f?) ° g I— CoSa T
00‘-——-———— —
B 8 "eose” 2=
B 1-+C0So
.. S~ o
ising 10"‘([_‘—(3)2 +< ® coso < <
(r=+B*)coso — (1—32) ° 2 i+ log L C089 L
B ° —cosg  \2
B T ‘ T o i
06 i . L;ﬂ—logtang 775) oo <~
- + =<
' . 25’ iZ - logtang | = - 2 T
e R A B A
- T T 11
i~ -+ logtang |-~ — - o< o< —
s (=) (o<o<3)

-+ ;
(1 (3%) coso — (1 — [3%)

T
— (= -~ log tang
2 )

A

[+
2

£~

Comme vérification, la partie réelle @, sera, en supposant pour fixer

les idées o < rr<—§:

nO;

[(1 - 3?) sing + 2]

P T (1B cosa -+ (1—B2)’

¢’est-a-dire, en se souvenant que

ou enfin

O, =—7DP

T
O, =—DP lung(apt-—[-——
}
\

i
L= timg(a, + >,
f

%
. . A
sing + sine ( a, -+ 7)
41 ,
T
c,ossa—i—cosz(a,l + 7>
f
g

9

(Vest bien la valeur dont nous étions partis.
Quant au coefficient T, de ¢, sa valeur sera la suivante, en supposant

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII, — JuLLer 1911.
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T . . .
S < o< w,ce qui correspond a la paroi OP,:

T (1 + B*) sino Jorr( -+ p)? e loe LT cosg’
P T (1 BE)coso+ (1—BF) 2 ® — coso
1+ (%) sing 1+ [P)? - COso
-+ ,(__, - p ) =5 l()g( £) + log —— Z
(1-+P*)coso— (1— %) | 3 COST

o

(31— B*) logtang | 5 — ~

- (1 p5)rcos’o — (1 — p*)°
En transportant @, et T, dans I'équation (83), nous aurons les
équations de la paroi OP,.

Résistance de Uobstacle. — Larésistance est donnée par la formule

ol ' (o) a la valeur calculée il y a un instant (¢/. p. 94).

Verification. — Je vais vérilier rapidement que la fonction Q, que
jai construite précédemment, ne posséde, pour [C| inféricur ou égal
a1, que les points singuliers ===/ (¢’est-a-dire les points e% de la
théorie géndrale).

Les points { == == 1 n’introduisent pas de difficultés, car la présence
du facteur 1 — C* devant log(1r +¢) ou log (1 — ) entraine que la
portion correspondante de Q tende vers zéro.

Il reste a s’assurer que les points { racines des devx dénomina-
teurs

(1821 —8)?

ou
(1= ) B (1 O

ne sont pas des points singuliers.
Prenons par exemple le point
Bi—1

c —

ECy

racine du premier dénominateur. En posant

::cl'*”h;
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on s’apercoit sans difficulté que, au voisinage du point ,, Q se pré-
sente sous forme d’une séric en 4, augmenté d'un terme en —. Le

1

/
coefficient de ce dernier est, comme il est facile de s’en assurer,

(I-%—{’Ji)(l—’;f) 1

log (1 + B): L

l’x T4 =R =8 2 2(1-+&1)
T )|3£l

I 1 —&, +i(1+¢
g Ll i ).

T+ —P2(0—0) @ L =4 —i(1+4))

Orona
9
48— P21 — %)) =203¢ R e pp—
! ! ( l) = 1 I -t pt
/2,
| — vy 0 i.)l
T B bl
(=2
., a(1— |
P 4 -—(~—-‘i~2—
= B a5y
bG8 11— 5
’ 7 T N - ?
=G0 FL)
. oy 1 , .
et par suite le coeflicient de 7 8¢ réduit
ﬁi~‘l -
P 1 - 3% l“(l-i—{:‘)" ! i+ | 1-—p
- — — log e = - 0og >
(PO T - 3R i ‘ S ’
¢t comme on a
B = (102 __1+p
Grpr ~Trpl = =

ce coeflicient est nul et le point £, n’est pas singulier.

Enfin, je vais faire voir que, selon le théoréme de M. Levi-Civita, la
différence Q - w, n’a aucun point singulier sur la circonférence
de rayon 1. On aici

3 E—1
d==0, a =P langa; =P 3 )
19 -1

, aPifp—1 1 -4 i 2P B —1 —
0, (8) = r, og = -C = ’_‘“Z log C- .-
T P 1— (£ T [+ —C—1

Dans la différence Q — ,, les seules singularités apparentes sont
==z Prenons par exemple le point {=1. Au voisinage de ce point,
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les seuls termes de la différence, a considérer, sont

1= . .. 4PpC I
B e 80— o e e s )
_'7?(’““52)(1—@)::@:'-’2(:—#4)2'Og“ 0+ E (x—c>*+’@*(x+c>zl°g(§‘i)
— 2 gt~ ),
en se souvenant que
arctangg :;j;.log : i ig == ;IZ]O‘“-_—QQ::—[_Z

Or on s’assure maintenant immédiatement que le coefficient de
log({—7),dans’expressionqu’onvientd’écrire, estunefraction ration-
nelle en ¢, qui s’annule pour { =7 et qui par suile contient { — ¢ en
facteur. Il en résulte que le produit par log(C — ¢) tend vers zéro
quand ¢ tend vers 7. Le point {=1 n’est donc pas singulier, ce que
nous voulions démontrer.

Comme I'exige un théoréme fondamental de M. Levi-Civita, nous
voyons (u’alors la fonction Q — w, est développable en série entitre
suivant les puissances (d’ailleurs impaires) de ¢, le développement
étant valable dans la circonférence de rayon 1.

Autres exemples. — 11 serait facile de former autant d’autres exem-
ples qu’on voudrait, donnant naissance & des profils d’obstacle
ayant la forme d’une proue de navire. On en obtiendrait, avec un
nombre quelconque de paramétres arbitraires, en faisant la somme
d’'un nombre quelconque de fonctions @ (o) ayant la forme décrite
dans les deux exemples ci-dessus, apres les avoir multipliées par des
facteurs constants positifs; ces facteurs devant sculement satisfaire i
cette restriction, que la somme décroissante obtenue varie, lorsque

a . T « . . T
o croit de o & -, dans des limites comprises entre o et — —- On aper-

¢oit méme la un moyen d’introduire une infinité de quantités arbi-
traires, dont on pourra profiter pour que la courbe profil soit aussi
approchée que possible d’'une courbe donnée graphiquement &
avance.
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On pourrait de méme utiliser pour ® (¢) un polynome entier cons-
. . A y T . .
tamment décroissant lorsque o croit de 0 & - et profiter de I'indéter-

mination des coefficients dans le méme but que je viens de dire. Mais
nous n’insisterons pas ici davantage sur ce sujet.

Il nous suffira d’avoir mis en évidence la possibilité pratique
d’obtenir un profil d’obstacle de forme donnée & I’avance, et d’avoir
traité en détail la forme assurément la plus intéressante pour la pra-
tique.

Des obstacles ayant la forme de coupes & rebords enroulés en spi-
rales (tels que ceux qu’a rencontrés M. Brillouin dans ’étude appro-
fondie du cas ol Q — w, se réduit & ¢ {) pourraient a priori s’obtenir

en prenant pour ®(s) unc fonction décroissante dansl'intervalle o, -»
le maximum ou le minimum, dans cet intervalle, n’étant plus com-

. T
pris entre o et —

Sur I'extension de la méthode précédente au cas du fluide limité
par une paroi fixe. ‘

Je vais faire voir que la méthode employée avec succés dans le cas
du fluide indéfini réussit aussi bien pour résoudre le probléme de la
résistance, dans le cas d’un fluide limité par une paroi fixe rectiligne
indéfinie, lorsqu’on se donne & I'avance la forme de I'obstacle qui
y est immergé.

Je commenceral par rappeler que, dans tous les cas possibles, nous
sommes parvenus (sans rien supposer sur la forme de I'obstacle) a
déterminer une fonction particuliére Q,, au moyen.de laquelle la
valeur générale de Q pouvait 8’exprimer par U'introduction d’une cer-
taine série de Laurent. Cette fonction Q, particuliére avail | Cf. équa-
tion (56)] la forme suivante :

o0

o s [l G . ( .
(11d) SZO:ZI‘ A, sh </z log —é) CoSng—1 1 A, ch </z log—P/-> sinno,

ol les A, représentaient certaines constantes.
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Nous avons reconnu que, pour { = ¢®, la partie réelle 0, de cette
expression prenait la forme

(116) (*)f)_—:ZA,, sh(nlogy)cosna.
1

Ceci posé, nous allons démontrer que la forme (115) convient a la
fonction Q correspondant @ un obstacle de forme quelconque donnée a
l'avance, moyennant un chotx coneenable des coefficients, ce choix étant
d'ailleurs facile @ faire a priori lorsque la forme de ['obstacle est
connue.

A cet effet, rappelons-nous encore que les valeurs 0" de @ pour
{ = ¢ (nous considérerons seulement o << o <=, i cause de la syme-
tric connue) sont les valeurs de I'inclinaison, sur Oz, de la tangente
a la paroi de Vobstacle (dans le sens du courant). Si le profil de
Pobstacle est donné, comme ce profil est parconra d'une manicre
continue sans arrét ni recul lorsque le point ¢ déerit la demi-circon-
férence supéricure |{] == 1, la valeur de cetle inclinaison est une fone-
tion @ () de & continue, saul peut-élre pour s =, (qui correspond
au point de la paroi ot le courant se divise). Bt 'allure géndérale de
cette fonction @ (o) est évidente & Pavance si le prolil est donné.
Enfin, si nous supposons que la courbure du profil varie d’une facon
continue (sauf peut-étre au point O), la fonction ® (o) possédera une
dérivée @’(o) continue, sauf peut-étre toujours au méme point.

Je dis maintenant que cette fonction ® () doit vérifier, quel que
soit le contour, la relation nécessaire

k3
(r17) . f O (7)do = o.
0

En effet, dans la premiére Partie de ce travail, nous avons appris a
former, dans tous les cas,au moins une fonction€Q, dont la partic réelle
0, tende vers ¢ ="« lorsque le point ¢ tend vers le point ¢ (ou ¢ )
d’un ¢oté ou de 'autre, et ¢ == o représentant les angles avee Ox des
deux tangentes au profil au point O.

Il en résulte que, si Q est la fonction cherchée correspondant au
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profil donné, la différence

QL) — () =0—0,+ (T —T,)

est une fonction de C analytique, réguliére, finie et continue partout

dans la couronne,
gZ|C|Ey,

limiles comprises sans aucune exception.
Considérons alors I'intégrale

’ . dg ’ . N (4
/ (Q— Q)% (Q—Q)%,
Jig) =1 ¢ ey ¢

les deux circonférences ¢lant parcourues toutes deux dans le sens
direct. Comme Ie point { = o est extérieur & la couronne, ceue inté-
grale est nulle, ce qui donne, en posant

=el",  {=qe'r,

sur 'un ou l'autre cercle,

9

o2 22T
(118) / n[f&(c"”) — Qo (7)) do == / [Q(gei7y — Q2 (gei™)] do.

0 “ 0

Or, sur la circonférence |{] = ¢, par construction méme, Q ct Q,

sont imaginaires pures; donc le premier membre de (118) est aussi
unc imaginaire pure, ce qui entraine que la partie réelle soit nulle,
¢’est-d-dire, en désignant par ® (o) et ®y(o) ce que deviennent O et
0, quand on y fait { = ¢,

9
g

27
/ [®(c) — Dy ()] do=o.
o

Mais & cause de la symétrie on a (ce qui résulte du prolongement
analytique indiqué autrefois)

O(or—0o)=P(0),
Py(2w —0c) =Dy (o),
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ce qui permet d’éerire I'égalité précédente sous la forme

2 TC
(119) / [®(c)—D(o)] do=o.
0
Enfin, rappelons-nous que, dans la construction de la fonction Q,
(Cf. la premicre Partic), nous avons justement fait cette hypothése,
que I'on cut

T
D, (o) do —=o.
~0

Il en résulte donc bien, et de I'égalité (119), la relation (r17) néces-
saire, (ue nous voulions établir.

Je déduis de 1d, et de lamaniere dontd (o) se comporte au voisinage
de la discontinuité possible ¢ =a,, que la fonction O () est certai-
nement développable en série trigonométrique, sans terme constant, de
la forme

¢(o) = Z B, cosna,

1

ou, ce qui revient au méme, de la forme (x16)
(120) ®(a) ::.ZA,, sh(rlogg)cosno.
1

On peut donc construire une fonction Q(€) ayant I'expression
— N ' o d - N I\
(x21) Q)= » A,sh (n log >cosna—-—z A, ch(n]o -) sinno,
) ) 21 &5 21 &7

et cette fonction est déterminée complétement par la connaissance de
la fonction @ (o). Les coefficients A, ont alors pour valeurs

K17
2
S T N SO ¢ o .
(122) A, ﬂsh(nlogq)/o‘ D (o) cosnodo
La fonction Q ainsi construite est celle qui répond au probléme

proposé. Elle constitue I'intégrale générale des mouvements {luides
dans le cas étudi¢ ou le fluide est limité par une paroi fixe.
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Il reste toutefois & démontrer que cette fonction Q est finie et con-
tinue dans toute la couronne, limites comprises, exception faite des
deux points { = e*=™. Cette démonstration est immédiate, si I’on sup-
pose que @ (o) ait ses deux premiéres dérivées finies entre o et =, et
si I'on tient compte des résultats démontrés dans notre premiere
Partie.

On peut en elfet ¢erire, & I'aide de deux intégrations par parties,

e - i —0 To—0 .
f O (o) cosna-do:l- w]“ _/' ¥ (5) 5079 4
0 *o

n 0 n

To—0 - Go—10
. d'(c)cosng] %0 ° c
f D' (¢)sinne doe = [——_(_)_M] _;._/ @ (o) Osno-do_;
n
0 [1]

n 0

d’olt

Ty—0 .

2Ty 1)) — o) sinn o' —0)cosng,— @ (o
/ ®(c)cosnode = (go ) O'o+ (g0 ) co ) (o)
(/]

n n?
Fo0 cosnc
— f O (o) 2517 g,
0 n
et de méme
™ .
— @ (cy-0)sinng D' (5y+0)cosnogy— (—1)2d'(w
D(g)cosnocds = (50-+0) o P(+0) : (1) @(x)
Cy+0 n n
WTT
cosn
— [ ()22 .
n
Go-+0

Par suite on a, pour A,

A,= - —_ — sinna,
" 7551](71108'(/) [(I)(O'o 0) (I)(Uo-‘)"O)]
{ 2 [@' (g —0) — B'(co—+ 0)] cos nay— D' (0) - (— 1) D' (1)
nsh(nlogq) i T

T
_ 2 p cosnoc .
nsll(nlogq)fo (o) a4

Or si, dans expression (121) de Q, on remplace d’abord A, par

sinna,
—
n

2
weh(nlogg) L2 (0= 0) = @(o0+0)]

la fonction obtenue ne différera que par un facteur constant de la
Ann Ee. Norm., (3), XXVIIl, — JUILLET 1911. 39
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fonction qui a été étudiée en détail sous le nom de Q) et qui satisfait
bien & toutes les conditions de continuité exigées.
En remplacant ensuite dans (r21) les A, par la portion restante

;‘23[@'(%— 0) — ®' (g, -+ 0)] cosna, — B (0) -+ (— 1) &' ()]
nsh(nlogq) _ /‘W(D”(a) cosng ’
J, nt _

la fonction obtenue est linie et continue partout dans la couronne,
limites comprises, car les termes de I'expression obtenue par le remn-

.. , o . \
ylacement indiqué sont comparables & —» ce qui permet d’affirmer
I { e

que la série obtenue est uniformément convergente, et on en déduit
la continuité de la fonction qu’elle représente. :

Comme la fonction  qu’on cherchait est visiblement la somme
des deux fonctions que nous venons d'indiquer, Ie théoréme annoncd
est bien démontré.

Les mémes conséquences en résultent, que dans I'étude faite dans
la scconde Partie, relative au fluide illimité. Nous possédons I'inté-
grale générale Q du probléme, avee une fonction arbitraire, qui est icl
®(a), et qui joue exactement le méme role que la fonction portant
le méme nom dans cette seconde Partie (*).

Exemple. — Pour donner ici au moins un exemple, cherchons i
résoudre le probleme de la résistance pour un profil d’obstacle ana-
logue a celui qu'indique la figare ci-apres. On y parviendra évidem-
men(, comme dans 'exemple analogue de la seconde Partic, en pre-
nant

Gy= =) P(c)= - P coso (P =coust.),

Y3
% Z=0==0, 0<P<-2~'

(1) Foir unc construction heaucoup plus précise de Vintégrale générale @, par Uintro-
duction de certaines fonetlions elliptiques, ct une démonstration générale des propriétés
de Q, dang notre Mémoire déja ¢ilé : Sur le mouvemnent d’un solide donné... (Sournal de
Mathématiques, 1911).
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A cause de la formule élémentaire
" S
f COST COSngds —
0

si n=,

si n=—i,

vl o

la fonction Q se réduit ici a

()_‘—-—-—I ofl_ . o4 .
== Sh(logq) [Sh <10(, P> coso —zch(loba> smc],

et les formules (33), (34), (44), (45) de la premicre Partie font

Iig. 26.
J
' Parai fixe
/P‘
0 X
P;

alors connailre les équations du profil et expression de la résis-
tance.

JVexposerai dans des Mémoires ultérieurs, avec les détails néces-
saires, un certain nombre d’exemples, ainsi que I'application de la
méthode que j'ai introduite, au cas d’un fluide limité par deux parois
fixes rectilignes paralltles, au cas d’un fluide s’écoulant par un ori-
fice, d’un vase de forme donnée, et 4 un grand nombre d’autres ques-
tions d’Hydrodynamique. (Cf. Comptes rendus de I’ Ac. des Sc., 6 fé-
vrier 1911, 13 mars 1911, 24 avril 1911.)

Observation sur la méthode précédente. — Au fond, la méthode que
nous venons d’exposer pour le fluide limité revient i considérer une
fonction analytique Q({) régulicre dans une couronne circulaire
(dans les conditions énoncées déja plus d’une fois) comme entiére-
ment déterminée par la connaissance des valeurs que prend sa partie
réelle © sur les deux circonférences limites : & savoir

O==o(7)
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surla demi-circonférence supérieure |{| =1 [avec (27 — o) =D (o),
pour la demi-circonférence inférieure], ct

®=o

sur la circonférence |[{]| =¢.

Ces conditions,d’apres le principe de Dirichlet, déterminent en effet
théoriquement une fonction harmonique 0, et la fonction associ¢e T
s’en tirerait par quadratures. Mais il est peu vraisemblable que les
résultats exposés ci-dessus puissent se retrouver par cetle voie (*).
Au contraire, ce qui précéde fournit une indication sur une solution
du probleme de Dirichlet pour une couronne circulaire, dans le cas
ou les valeurs dela fonction harmonique surla circonférence derayon ¢
sont constamment nulles et ot ® prend la méme valeur en deux
points conjugués de la circonférence de rayon 1.

En outre, ce procédé a l'avantage de donner en méme temps ©
et T.

Il n’est pas indifférent de constater que I'expression (54)

(123) QL= Z [on ch(nlogp) —3d, sh(nlogp)] cosna
-+ 52 [@n sh(nlogp) — 0, ch(nlogp)]sinra,

donnée a Q, dans la premicére Partie, est susceptible de résoudre le
probléme de Dirichlet pour une couronne circulaire, quelles que
soient les valeurs ®(a) et ®,(s) que prenne @ sur les circonférences
limites

0 =00(0) pour =cl° (p=1),

O==®(s) pour {=gqe” (p=gq),

pourvu que

P2 —0o)=D(s), D (2t — )= D, (o)

et que les deux fonctions @ et @, soient développables en séries tri-
gonométriques.

(*) Du moins en utilisant les méthodes connues. [ Yoir sur cc sujet une note de
Vauleur : Sur le Probléme de Dirichlet relatif & une couronne circuluire (Comptes rendus
de U'dc. des Sc., t. CLII, p. 680).]
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En effet, la partie réelle dans (123) étant

2 [ench(nlogp) — &, sh(nlogp)] cosna,

la condition

«©
Zcxn cosnoe =P (o),
0

obtenue pour p=1, donnera les a,, et la condition
D [onch(nlogg)—d,sh(nlogg)] cosno =@, (s),

obtenue pour ¢ = ¢, déterminera sans peine les ¢,.

Nous nous bornerons pour le moment 4 ces indications.

D’un certain point de vue, il nous semble que les expressions intro-
duites précédemment, et qui peuvent s’éerire sous la forme

(124) ' ctn cos(énlogt) -+ i, sin (in logt),

0

constituent une extension, dans le champ complexe, des séries trigo-
nométriques d’une variable réelle.

Sur le probléme du fluide indéfini considéré comme cas limite
du fluide avec paroi.

Il est peut-étre intéressant de noter que le cas du fluide indéfini,
traité par M. Levi-Civita, peut s’obtenir comme cas limite, en partant
de nos ¢quations relatives au cas du fluide limité par une paroi fixe. Il
suffit de supposer que cette paroi s’éloigne indéfiniment; dans ces
conditions, le rayon ¢ de la circonférence qui correspond, dans la
représentation conforme, 4 la paroi fixe, tend vers zéro, et 1l'on
retrouve bien le domaine circulaire considéré par M. Levi-Civita. 11
serait fastidicux de reproduire la vérification de chaque formule en
passant & la limite. Contentons-nous de vérifier le point le plus impor-
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tant : & savoir que la fonction Q;, quinous a permis de résoudre le
probléme pour un obstacle form¢ de deux segments rectilignes,
devient & la limite justement la fonction », de M. Levi-Civita relative
au méme obstacle en fluide indéfini.

Nous avions en effet

\
q AN q\ .
Ql= z A, sh <n Iog%) cosng — i Z A, ch (n log—/> sinng
e P

./‘a Sin na,
n nsh(nlogyg)

sh <n. ](‘ng‘ g—) - (£>”+ <Z>” (/.’.rz P"
P/ \q. A ,

sh(nlogqg) ’ I
(N e —

(/fL

avece
An =

Or, on a

ce qui tend vers p" lorsque ¢ tend vers zéro.

De méme
" . (/ (/ n p\ n (-/'ZII
ch (Il log -—> (——) “f <._. L_ g
g3 . - T

sh(nlogg) —

i
P e
q Pz

ce qui tend vers — " dans les mémes condilions.
A la limite, la fonction Q} se présente done sous la forme

lim ot —_ 42 < "tosnasmno-(, prsinng sinna,
1D S8 = —_— 4= ,
iy 7L
1

¢’est-a-dire

w
. ho~o 6™ .
limQ} =— ———Z = sinno,.
T n
1

Or la fonction w, de M. Levi-Civita est [ Cf. L.-C., formule (28))]

— l.(:m'o—i—- L.C

1 — ¢1%( ’

201
== 06 —;r—-l();;
ce qui peut s’éerire

by

®e==0 + ?—TT—Z- [log(— fet%) +log (1 — e~1%¢) — log (1 — e!%:5)],
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ou encore

20l . s . 20,2 e—nis,gn
wmo S o B g e
2

T C 2 n
X e‘liﬂocz enicﬂ?‘n
+ el + — et n’ +o |

Maintenant la quantité

200
§4+a— =2

™
est nulle [équation (29) de M. Levi-Civita], et, par suite, il vient
/4’.2 . zz . no
0)0:-—7—; C51rmo+-5-51nzao+...—+- -,?sm/m.)—l—... ,

ce quicoincide bien avee 'expression obtenue il y a un instant comme
limite de Q;.

Qe -



