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SUR LA

RÉSISTANCE DES FLUIDES,
P A K ' M . H. VILLAT.

liNTIU:)DUCTION.

On sait que, dans l'étude du mouvement des f luides parfaits, rhy"
pothèse de la cont inui té conduit à des paradoxes tels que celui de
d/Alembert ( < ) et reste absolument impuissante àfournir uneapproxi"
mat ion , même lointaine, pour Fétude des fluides naturels. Môme
en tenant compte de la viscosité du f l u i d e ( 2 ) ou du frottement (•'î),
l 'hypothèse précédente donne encore des résultats en désaccord absolu
avec l'expérience.

En 1847, Stokes, d iscutant un cas particulier, fut le premier con-
du i t à se demander si l'existence de discontinuités cinémaliques
n'était pas nécessaire dans le mouvement d'un fluide parfait ('(). En
1868, llelmholtx C),se basant sur des considérations expérimentales,
émet l'idée que, dans certains cas, il se forme dans un fluide parfait

(i; (;/'. surtout: U. CISOTTÏ, Sulparadosso cil à'Aknibert {Âtii ddlicalelst. reneto
di Scicnze, t. LXI1I et LXV, parlo seconda). - ALMANSI, Mti délia M. Âccad. dei Lincei,
1 9 1 0 , pa^îm. - Lim-CiviTA, Sulla resistenza dei mezzifluidi{Atti dei Lincei, 1 9 0 1 ) .

(2) LAMB, Hfdi'ôdyn., 1906, p. 3i8. ^
(à) LEVI-CIVITA, SuMa resistenza d'attnto (Rcndiconli dei Circolo mat. di Palerma,

1907).
(^ STOKES, Camb. Phiî. Soc. Trans., 1847; Mat. Pap., t. ï, p. 3io.
(S ) ÏÏELMHOLTZ, Bcri. .^/•., 1868, p. 2 Ï 5 ; P/dl. Ma^ l. XUIÏ; WUsenscI^Abhandi^

t. J, p. i46.



2()4 î t - V1LLAT.

des surfaces de d i s c o n t i n u i t é (surfaces de gl issement) , le l ong des-
quelles deux po r t i ons du f l u i d e gl issent l ' d n e contre Fautre : j )a r
exemple, si un solide se meut dans un f lu ide , i l e n t r a î n e derr ière l u i
u n e masse f l u i d e (sillage} f a i s a n t corps avec l u i , le reste du f l u i d e
étant en mouvemen t par rapport à l u i .

Ce nouveau po in t de v u e r e p o n d a la réal i te , au m o i n s app rox ima-
t ivement (1). On peu t f a i r e voir q u ' i l y répond exac tement , comme
cas l i m i t e : le mouvement a ins i envisagé est p r o b a b l e m e n t celui q u i
se produir«Tit dans un, f lu ide réel dont la, viscosité t e n d r a i t vers
zéro,

Dans l'ordre d'idées ainsi i n t r o d u i t , et p a r l a n t d ' u n e m é l b o d e éd i -
fiée surtout par Ki rcbbof î^ ) , divers s avan t s é t a i e n t p a r v e n u s a déter-
miner le mouvement permanent avec si l lage d 'un f l u i d e p l an a u t o u r
d'obstacles de formes très par t i cu l iè res (et supposés an imés de
vitesses constantes) :

Un segment recti l igne perpendicu la i re ou o b l i q u e a sa vitesse
( l le lmhollz , lord Rayleigh) ;

Deux segments reclil ignes égaux, également i n c l i n é s sur l e u r
vitesse commune (Bobyleff);

Un profil formé d 'un certain nombre de segments rec l i l ignes ( J o u -
kowsky, Michell , Love) (•tî).

En i;)(.>7, un M'émoire fondamenta l de M. T. Lcv i -Civ i t a ( / 1 ) a in t ro -
d u i t dans la théorie un progrès considérable , en d é t e r m i n a n t P i n l é -
grale générale des mouvements p lans pe rmanen t s d ' u n f l u i d e i n d é f i n i
au tour d 'un obstacle immergé. La fonction a rb i t r a i r e d o n t M. Levi-
Civita fait dépendre le problème est u n e ce r ta ine série ent ière d o n t
les coefficients (réels) doivent sa t i s fa i re à u n e condi t ion qu'il a indi-

( l ) Cf. su r tou t : MAïu-ir, Le mnwemcnl; clefi liquides ((!o/npU^ rendus . - / c . ^c., iK t )3 ,
ïyn).— AHLÎÏOKN, Uebcr den McclumiKmm dca Ifrdr. f^idcrîf. Ilîmibur^, FncdcricliBOti,
1909.. — KlAl îo l Jc i i iN .SKy, Spectres aé/'odf/iamu/fw (Hidl. de i ' f u s t . de Koala/uno,
rase. 3).

( s ) Kmmwm, rorifîs. Mûahanik, %^' Leçon (traduifco dans la Thèse de M. SaulrcHUX;.
-~ lUïLKïGîi , PhlL Mag^ i 8 7 ( » . — M . BiULLOUiN,7te//^/T//e.y récentes d'Hfdrod/fifimiqws
( / / n n . Fac. Se. clé Toulouse^ iSBj) .

(3) LOVE, Ïtydrodfn^ l. IV, f). 99.
( 4 ) LKVt-CivïTA, Scie e Icggi ai re.nstenza (/L 6\ dal Circolo mat. dl Paifirmo, î y ^ ) .
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quée, et à diverses égalités et inégalités récemment mises en évidence
par M. M. Bri l louin dans son cours au Collège de France ( î < ) û 9 ) ( 1 ) -
Une f o i s choisie la fonct ion arbi traire, la méthode de M. Levi-Civita
permet de déterminer la (orme de l'obstacle et les éléments du mou-
vement.

La. méthode en question est susceptible d'extensions intéressantes.
Déjà M'. U. Ciso t fc i ( 2 ) en a très élégamment obtenu la généralisation
au cas d 'un f lu ide dans un canal rectiligne indéf ini , l'obstacle étant
supposé syméîrùfue par rapport à l'axe du canal, et le mouvement étant
également symétrique par rapport à cet axe.

Fai cherche à obtenir une extension nouvel le , au cas où le f l u ide
est l i m i t é par une paroi f ixe i n d é f i n i e , l 'obstacle étant que lconque .
Tel est le problème que j'ai tout d'abord résolu dans la première
Partie de ce t ravai l .

A, cet eflet, j 'ai dé te rminé une représenta t ion conforme t a i s an t cor-
respondre, au champ occupé par le f l u i d e eu mouvement par rappor t
au solide y Vairc intérieure à une dend-couro/i/ie circulaire, y d ans le p lan
d ' u n e variable a u x i l i a i r e Ç, et cela de façon (/ue les bords du sillage
aient leur représenlaiion sur lef! bords reol'ili^nes de lu demi-eouronne
si.luéîî à l'a-ve réel, A. cause de cette propr ié téy la fonc t ion iï ('(), à l'aide
de l aque l l e j 'exprime tous les é léments du mouvement , peut être pro-
longée aiial.ytiquerneî'jit (la n s la (Jemi-couron r i e q u i complète la première,
ce qui permet de conclure que la solut ion générale û qui convient à
.notre problème présente la même générali té qu 'une certaine série de
Lauren t à coefficients réels ( n o n tous arbitraires) assujettis à être
convergente dans la couronne. Dans ces conditions la connaissance
d'une solution part iculière H» permettra d'écrire l 'intégrale générale.

Je suis parvenu à ob ten i r une fonct ion par t icu l iè re ûo, en introdui-
sant comme forme analy t ique u n e série ordonnée suivant les cos inus
et sinus des mul t ip les de î l o g Ç (série analogue à une série de
Laurent, à l'ordre des termes près). Je construis tou t d'abord une fonc-
t ion que j 'appelle iï[ et qu i , pour un obstacle formé de deux segments

0; M. BlULLûiJtN, Comptes reiiduK //c. Sc^ 21 novembre 1910.
( s s ) IL CISOTTÎ, S(.d moto dl un soUdo m un cancde (M. C. del Cire. mai. di Palcrmo^

ï9°9)"
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rectilignes comprenant un angle quelconque, satisfait à toutes les
conditions d 'existence et de c o n t i n u i t é voulues* La démonstrat ion de
la cont inui té (sauf en deux points de la frontière exclus a priori) est
le point le plus délicat et résulte d 'une application répétée d^un théo-
rème d'AbeI.

Ceci posé, je forme, dans tous les cas possibles, une fonction Q()
part iculière répondant toujours au problème. D'où je tire l ' in tégrale
générale de la question, sous une forme où la fonction arbitraire est la
série de Laurent dont j 'ai déjà parlé, et que je serai amené plus loin a
remplacer avantageusement par une autre fonc t ion , toute différente.

Revenons au problème du f l u i d e indéf in i , résolu, par M. Levi"
Civita. La fonction arbitraire qu ' i l a i n t rodu i t e n'a malheureusement
aucune liaison apparente avec la forme,de l 'obstacle; de sorte qu'après
les savantes recherches do M. Levi-Civiïa, et d'autres plus récentes,
le problème essentiel restait complètement à résoudre : Coanaùsant la
forme de l'obstacle^ déterminer le mowement cl tous ses éléments.

La solution de celte question fondamen ta l e , dont M. Levi-Civila
avait montré toute la d i f f i c u l t é » f a i t l 'objet de la seconde Partie de ce
travail. Je suis parvenu à in t rodu i re une. nouvel le fonc t ion arb i t ra i re ,
au moyen de laquelle la solution générale du problème peut f a c i l e m e n t
s'exprimer, et telle que cette fonction arbitraire possède wea Ut forme
de l'obstacle un lien étroit et évident. 11 en résulte que, l 'obstacle é tant
donné a priori, on peut imméd ia t emen t dé te rminer les propriétés
caractéristiques de la fonction arbitraire q u i l u i correspond : cette
fonct ion par t icul ière appar t i en t à une cer ta ine classe de fonctions qu i
correspondent toutes à des obstacles de même forme générale; et il
est possible de choisir une fonc t ion appartenant à la classe ci-dessus,
de manière qu'elle fournisse un obstacle p ra t iquemen t ident ique a
celui qu'on s'est donné.

Je suis parti de ce la i t , que l 'on conna î t la fonction o,)(^) d < *
M. Levi-Civita, pour un obstacle poly^onaL Imaginons alors que le.
nombre des côtés de cette l igne croisse indéf in iment , de sorte que
cette ligne devienne à la limite une courbe donnée, et prenons comme
fonct ion arbitraire celle qu i exprime la. relation @==<I>(cr) entre Fin"
clinaison ® de la tangente en un point du. profil de l'obstacle et l'ar-
g u m e n t ^ du point correspondant dans la représentation conforme,
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Dans ces cond i t ions , un raisonnement peut-être hardi me condui t , à
la l imi te , à un ensemble de formules dont la légitimité est loin d'être
évidente. Cette lég i t imi té se déduit de l 'étude approfondie de la fonc-
tion û(*() que j'ai obtenue de cette manière.

Le point capital est la continuité de cette fonction ÛÇC) dans le
cercle [ Ç |== i, et jusque sur son contour (exception faite de deux
points) . Là aussi est la plus grosse difficulté. Cette c o n t i n u i t é établie,
le fait que la partie réelle © de la fonct ion û ainsi constituée prenne,
sur la circonférence l i m i t e , les valeurs <D (a") achève de légitimer la
marche suivie.

.l'ai ensuite appliqué mes formules à que lques exemple^ où la
forme de l'obstacle est donnée d'avance, n o t a m m e n t dans le cas ou
l'obstacle a l 'apparence d ' u n e proue de navire, cas pratique le plus
intéressant.

J'ai été ensui te tout na tu re l l emen t condui t a. appl iquer la moine
méthode à l 'étude du mouvement d'un f lu ide l i m i t é par u n e paroi
fixe, mouvement dont j 'avais déterminé l ' intégrale générale dans la
première Partie. Là encore, l ' introduction d'une nouvelle fonction
arbitraire (analogue à la précédente) permet d'obtenir la solution du
problème d 'une façon qui mette bien en évidence la forme de l'ob-
stacle donné a priori.

L'introduct ion, antérieurement faite, de la fonction Q^y joue ici un
rôle essentiel; je démontre en effet que la solut ion générale û p e u t
toujours recevoir la même forme que iï[ ; et des propriétés de cette
dernière se d é d u i s e n t celles de la solution générale.

De ces résultats on tire des conclusions analogues à celles qu'on a
données pour le fluide indéfini.

De nouvelles extensions de la méthode suivie sont possibles? et
j 'en exposerai prochainement ailleurs le détai l relativement aux pro-
blèmes suivants : mouvement d'un solide dans un canal indéf ini ; écou-
lement des jets fluides par l'orifice d 'un vase déforme donnée, etc. ( 4 ).

( î ) Cf. HENHÏ VÏLLAT, Sur le mouvement d'un solide donné dans un fluide limité par
une paroi fixe (.tournai de Matlie'mat'Lques pures et appliquée.1!, 1 9 1 1 ) (à paraître). —
Ici., Sur le mouvement discontinu d'un fluide clanv un canal renfermant un obstacle
(Annales de l'École Normale supérieure, 19 ir) et diverses Notes aux Comptes rendus
ÀC. Se., t CLÎ, p. 933 et io3^ ; L GUI, p. 3o3 et 680.
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Je ne veux pas te rminer celte In t roduct ion sans adresser ici mes
remercîments à mes Maîtres, et pa r t i cu l i è rement à M. M. Br i l louin ,
qui a bien voulu s'intéresser d 'une façon constante à mon travail , et
dont les encoura^ernenis et la b i e n v e i l l a n c e m'ont été si pa r t i cu l i è -
rement précieux.

PREMIERE PARTIE.
SUH TA IlÉSISTAINOE DES F.UJU)ES LIMITÉS PAU I Î N K PAHOÎ FIXE t ^ n E F I N I K .

Considérons un f luide p l a n incompressible , dont nous prendrons la
densité pour uni té . Supposons ce f l u i d e l i m i t é par une paroi f i x e recti."
ligne indéfinie . Parallèlement à cette paroi, un sol ide S se déplace d ' u n
mouvement de t rans la t ion u n i f o r m e , avec u n e vitesse é^ale à r ( pou r
simplifier l'écriture). Admettons qu'on a i t a t t e i n t un mouvemen t
permanent i r ro ta t ionnel , avec si l lage étendu a r i n l i n i derrière le solide,
et faisant corps avec lui .

Soit 0 le po in t du prof i l dn corps S, sur la par t ie antér ieure, où le
courant se divise pour ven i r entourer l 'obstacle . Ce poin t 0 ( proue)
pourra être un po in t anguleux , par analogie avec la proue d ' u n nav i re ;
nous le prendrons comme or ig ine d'axes (hr, ()y liés an corpSy
Ox étant de sens contraire à la t ranslat ion, et par suite paral lèle à la.
paroi fix-e.

La portion ^ du fluide, en mouvement par rapport au corps, sera
séparée du solide et du sillage par une l igne L formée : d 'une
partie c^ -+" ̂  du profil de l'obstacle, et de deux lignes de discont i -
nuité (lignes libres) À, et \. Sur I, nous admettrons qu'il, existe
partout une tangente, variable d'une façon continue, sauf peut-être
en 0, V^ et Pa (von\/%'. î). Sur ^4-^2 la courbure variera1 d ' u n e
façon continue, sauf peut-être en 0.

Enfin nous supposons qu'à l ' in f in i , (sauf dans le sillage, bien
entendu) le f lu idey primit ivement au. repos, n'est pas troublé pa r l e
mouvement du corps. De sorte qu'en appelant u et p les projections
sur ()x et Oyde la vitesse d'une particule fluide relatiçemeru au corps,
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on aura, à l ' i n f i n i ,

Rien n'empêche, en imprimant à terni le système une t rans la t ion

(^ale a ï dans le sens 0.̂  d ' imag ine r (lue le solide S est i m i n o b i l e et
placé dans un courant f l u i d e de vitesse i a l ' i n f i n i . Nous ferons doréna-
v a n t cette hypothèse.

Cela étant, le f i le t U n i d e q u i tombe sur le corps, au, po in t 0, s'y
arrête m o m e n t a n é m e n t y puis se sépare en deux, suivant les deux
ligues ^i + Ai et ^2 "h A^ qui sont des lignes de courant. Les autres
(ilets ne subissent pas d'arrêt. Par suite la vitesse V dans le f lu ide est
partout positive, sauf en 0, où elle est nulle.

Désignons par o et ^ l < ï potent ie l et la fonct ion de courant, lesquels
d o n n e n t lieu aux équations

r)<p à^i / == — == —iàx àf
ô^ _ ô^

^ ———Jy———~ ^y'

Comme y et ^ ne sont définis qu'à une constante près, nous choisirons
ces constantes de manière , qu'on ait 9=.=o et ^ = = 0 au point 0.
Alors ^ sera m,il tout le long de la ligne L.

Enfin, poor déterminer la pression en chaque point, on sait qu'on
déduit des équations (FEuler la relation

p ̂ --. Iv2^- consî.
9.

.,4nn. Éc. Norm,, ( 3 ) , XXVIÎÏ. — MAI i9-n. ^7
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Dans le sillage, la pression p ^ est, cons tan te ; ceci ne détermine
d ' a i l l eu r s pas la constante de Féquat ion précédente valable dans n't,
à 'cause de la d iscont inui té des vitesses en traversant À( et )4.
Mais, le long de X, et X;, l'égalité des pressions sur les deux côtés
donne

p^ :̂ ..._ ^ yi4< consî .
î?

La vitesse est donc cons tante dans 4« le long des l ignes libres et par
suite égale a i, qui est sa va leur à l ' i n f i n i . D'où : const. === ; 4-^, et là
pression dans ^' est

(Q ^p^(^y^

P o s ô n s m a i n t. e n a n t
s ̂  .€ + If,
w w:: u — ^?)
/ = 9 ^ ^ ^

il est clair qu'on a
(.) f^-^\ ^ } i , , — r ' •»

<P et/' sont deux fonct ions ana ly t iques de s, régulières dans le champ X ;
t o u t e f o i s les formules

d^ :::::: u da; "-{- i1' dy,
(1^ :r:: "— ^ dx -h ^ ^/^^

montrent queyest i n t i n i pour ^ i n f i n i , t andis que w reste f i n i .

Domaine du plan f correspondant aa champ ^. — A la l igne L cor-
respondent pour 1 / des valeurs réelles. Si l'on parcourt ÎTÏ ' (+" 'XI
ou t ^ ^ + A y en pa r l an t du poin t 0, / part ira de %éro et prendra des
valeurs positives croissant jusqu'à l ' i n f i n i . En eilet, en appe lan t . A" Parc
d'une de ces lignes de courant, en prenant comme direction positive
pour compter les arcs la direction du courant , on a sur ces lignes

dx _ a dy v
"^"""'V' T ^ ^ V 9
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d'où
d^ ô^ dx à(Q d'y
ds à.r ds ày ds

=V>o;

donc ^ part de zéro et va en croissant ; on a mont ré précédemment
qu ' i l croîtrait i n d é f i n i m e n t .

A. la paroi fixe, qui est nécessairement une l igne de courant, puisque
la vitesse du f lu ide y est tangentiel le , correspond une valeur constante
de ^ : soit '^,.

D'où l 'aire ci-dessous i(l du plan f, délimitée par la droite f^ == d^,

^

( B )

0

( Plan

^

•GÏ, f,

^ t2

f }

Xi
X, •t?

et par la coupure le long de l'axe O^ (Jig. 2). Nous appelons f\ et /a
les deux poin ts qui correspondent à P^ et P^ (points où le sillage se
détache de l'obstacle).

Ceci posé, l 'équation f==fÇs) effectue la représentation conforme
de l'aire JU sur le domaine f^.

Si le champ A.) est donné d'avance, tel que l 'indique la f igure r , on

conclura de suite, — du fa i t que df
dz

V n'est jamais nul , sauf au
point 0, et du fait que la correspondance est biunivoque entre les
contours de oX, et de IB), — que la représentation est conforme. Mais i l
est bon de remarquer que si, partant du champ -KI), on construit aposte-
riori le champ Jl. comme nous serons amenés à le faire (voir p. 21 et
suiv.), la représentation ne sera conforme que si l'on s'est assuré que
le contour du champ JL estforiné de lignes ne se coupant pas, — ce dont
on pourra s'assurer dans chaque exemple. [Ce genre de difficulté a
été signalé, pour la première fois, par M'. M. Brillouin {Comptes rendus
de l'Ac\ des Se., t. CLÏ, p. 932).]

Nous avons donc le droit de considérer z comme une fonction de /,
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régulière et, f i n i e dans le d o m a i n e i^, sauf pour / i n f i n i , cas où s est
égale in eut i n f i n i .

La fonction wÇf) fil '^'o/i logariihme — iil. — La fonction

IV rr: // — H'

était , on l'a v u , une f o n c t i o n de ^, régul ière dans "'l, y compris le
p o i n t a l ' i n f i n i , pour lequel |^[^j.. Nous pouvons donc m a i n t e n a n t
considérer w comme fonction dey, f i n i e et. con t i nue dans IH).

j^ l sera égal à t pour/réel et supérieur a / o u / y ( s u i v a n t le bord
considéré sur la coupure) , puisque \w\ — V est é^'al a î sur les l ignes
libres.

^sera réiîl, e étant n u l , s u r la, droite ^ =•"= ^,.
Posons

(^,r11^

on convenan t que t.ï soi t n u l p o u r / i n f i n i ( j ( ï » [ ^ i ) . Osera d i u » fonc-
t i o n u n i f o r m e y fiw et cont inue dans ^, eKce[)(ion fa i t e pour / -=o,
ou iû == +- ^o*

A À, ( î t À^. correspondront des va leurs de 0 réelles ( p o i n t essentiel ) ,
car su r ces l ignes on a [n^[ =~= :i.

Pour '̂  == ^,, i2 est i m a g i n a i r e pure, car (r (^st alors réel.
Avant d'aller plus lo in , uous a l lons (aire voir que Fon peut, au

moyen de deux changements de variables successifs, remplacer le
champ ^i)du plan/, par le domaine in t é r i eu r à une certaine demi-cou-
ronne dans un nouveau plan ^, de manière que les l igues libres corres-
ponden t aux bords de la, demi-couronne sur l'axe réeL

ÏiliroducUon d'une variable auxiliaire t. - Je vais t o u t d'abord
ellectuer la représenta t ion conforme de l 'aire ^ sur un demi-p lan .
A. cet ellet posons

W f^^'^u.

ce qui est équivalent à

( ̂  ) f ̂  A h + A ( h - a ') 1 og- ( t — /, ) 4" <1

Nous supposons que a et b sont deux constantes réelles telles que
| (t | < ï , h > î ,
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A est une constante réelle que nous prendrons négative, C est une
constante quelconque. Les quatre constantes a, 6, A, C vont satisfaire
à quatre relations que nous allons établir.

Notons qu'en posant
t— b = r e^,

et en convenant de prendre s. == o pour / réel et > b, posant encore

Crr :—A(^—rt )7 :<- r (7

(avec (Y réel), notre changement de variable devient

(6) /;= kt + A(^ — a) (log-r -h iz) ~ À(^ — a)7ît 4- <7.

Cela étant, taisons décrire au point t l'axe réel de son plan.
Pour / réel et plus peti t que 6, on a £ == T: et r == b — t ; /est réel ;

t an t que t ne dépasse pas a, ̂  est négatif, et / décroîtra depuis •+• ce
j u s q u ' à un certain m i n i m u m (que nous poserons égal à zéro), en
passant par la valeur f^ que nous supposerons atteinte pour

Do / =: a à /= /> , /est toujours réel et croît de zéro à +00, en
passant par la valeur/, que nous supposerons atteinte pour

/ —.: -t- ».

l a r r i v a n t au poin t ô, évi tons ce point par unedemi-ci rconférencede
centre h et de très petit rayon ; /devient alors imaginaire pour /^>&,
la par t ie imagina i re é tant constante et égale à — AÇh — ce) 7:1 (valeur
(lue nous égalerons à ^i); quant à la partie réelle, elle va sans cesse
on décroissant de 4-00 à, — a).

Moyennant les quatre conditions sus-énoncees et qu i s'écrivent
e x p l i c i t e m e n t

(7) A a 4- Â ( / / — ^ ) l o g ( / > —a)+(7=0,
(8) /,==.-. A 4- A ( & — a) log(^ + i) + C7,
(9) / i = : A - 4 - A ( ^ — a ) log^—i) +(7,
(10) ' ^ = = t — A ( ^ — a ) 7 r ,
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la relation (6) fait correspondre le domaine id au demi-plan / snpé-
rieur {/ig\ 3). La correspondance est. L iun ivoque a ins i qu 'on s'en

( Plan t )

î ^——J^L (Gr-») ^ ( Psroi A,^i n S7*»————————"""^r-"—•——T-1-"o a 4.

aperçoit sans peine par an r a i s o n n e m e n t ana logue à celui du para-
graphe précédent.

Introdac.iion d'une nouvelle variable '(. — Posons mît intenant

i- lo^Ç r:r: 1 ( lo^ + ̂ ) :~ !î f^^^J^^^^^^^^^^^^
c 1 ' 1 " 1 J \/4(^-0('^-ï)4 ( ^ — i ) ( / î — h)

p et Œ désignant le m o d u l e et n n a rçument de la variable Ç i n t rodu i t e ,
et B désignant une constante réelle.

Par la t ransformat ion

( i a ) t - r «-.(-" h.

réduisons le po lynôme sous le radical ù la forme canon ique privée de
terme du second degré. Il s u f f i t de prend ro li^ ^ et il v ient sans
peine

V ( l ) ̂ (^-i) (^ b) ̂  4^-4^ + !f\ r- ̂ f^ - iV\ ^ / 3 \ 9 y
de sorte que

(h
r -i / / ^ \ H ̂  / />2

4r.-4(<+-^r--^

De là nous tirons, en introduisant la fonction elliptique de Wcicr-
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strass,

-"(^•:
^" étant une constante, arbitraire pour l ' instant.

Aux racines : — i, + i, b, de F(^), correspondent les trois racines
du t r inôme en T, par ordre de grandeur croissante,

h b 2 b
( i4 ) e ^ - i — - j . ^=ï , <?i-==-y.

<J «J * /

Les deini-périodes de laf onct ion ell iptique sont l 'une co réelle, l 'autre a/
purement imaginaire, et données par les formules

( i5) r^ ^ ^ -„ r4"Cji) r̂: | —-==========-5 —— — |
J. \/^"-... /' J_,

^T

//IT3-"-...

Ceci, posé;» observons que, lorsque t décrit l'axe réel de son plan,
FiiÏ. 4.

( P lan Z )

jĵ )i, jggz) ,fcyi) jA.tl__ « ^w_^iZ
fî3 a' <îg o

T en fait autant , comme l ' indique la figure 4 ci-dessus. Au po in t t = a,
s / ^correspond T == a == a — - y *

Or, si .v représente l 'argument 4^ + /c de la fonction p, on connaît

vis. 5.

( Plan s )

a/ __S_^JS> (̂  +0)'

(^i)

0 ( P a r a ! cj>, ) c o

la variation de p(.?) lorsque ,? décrit dans le sens positif Çfig. 5) le
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rectangle construit sur les demi-périodes ; la (onc t i on j)(.y ') décroit con-
stamment de +co à —ce en passant par les valeurs e^ e.^ e.^ pour les
sommets du rectangle autres que l 'origine; la valeur a' est: a t t e in te sur
le côté supérieur du rectangle.

Revenons maintenant à Ç. On a dit que

c —— 10^ ^ / . — — 1°^P ̂  l:f7--rr-^- /B

Supposons que B soit positif, cl que k == il^ ('avec /-"' réel ). On v o i t
alors immédiatement que :

Si s varie de o à o>, p reste cons tan t et égal à e^', cr croît de o
à Bo>;

Si ^ varie de œ à o) + co', p varie de (^ à ^ l t(À ' /û)/^ (andis que o- reste
égal à Bco;

Si s varie de o) + ̂  a ^/, p reste cons tan t et égal a ^'^il(l)f^ ry décroî t
de Bco à o;

Si s varie de co' à o, p varie de ^<-itùi} ;i ^u^ et cr reste constamment
égal à o.

Dans ces condi t ions , si nous d é t e r m i n o n s les cons tan tes B et.. k' par
les conditions

( 1 6 ) ^^^^«ô),

nous voyons que le con tour décrit par la var iable ^ = ^ +. /T) dans son

plan, lorsque t décrit l'axe réel, est la demi-couronne circulaire de la
figure ci-dessus. Le rayon de la grande circonférence est égal à r , à
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cause ( l u choix de k\ et le p o i n t qui correspond à / = a est situé
sur cette circonférence. Quant au rayon de la pe t i t e circonférence, il
est égal à

( 1 7 ) ^f—.f^7^=:q<l,

quantité que nous désis'nerons par y, selon les notations habituelles
de la théorie des fonctions elliptiques.

Maintenant, du fai t que, lorsque le point t décrit le contour de la
demi-couronne, T cl par suite / prennent une succession continue de
valeurs toutes distinctes, on conclut, par un raisonnement classique,
que la demi-conronne el le demi-plan / supérieur se correspondent
d'une façon biunivoque. Nous avons donc réalisé la représentation
conforme annoncée, du champ ̂  du plan y, sur une demi-couronne
(par l'intermédiaire d'une variable auxiliaire t), et cela de (elle manière
que les lignes libres A, et^ aient leurs images sur les limites de la
demi-couronne situées sur l'axe réel.

Nous appellerons CT(, l'argument (entre o et'n;) dn point de la demi-
circonférence de rayon i, qui correspond a /==:<7, on T ̂  «/ (c'est-
à-dire en somme à la proue de l 'obstacle dans le plan :?). On a donc,
d'après l'équation (i3),

( ( 8 ) ^,,:p^o-«-^.

Enfin, en éliminant les variables / et T, on a sans difficulté la relation
suivante entrey'et Ç :

( 1 9 ) /-A |^p(^lo^-r,/

4..,. A ( / / — r / ) lo^' — i~—j ) ( ^ lo^Ç—^ 4- (7— A. (^—r / )T : / ' .

Détermination des constante!!. •— La figure pr imi t ive du p lan r.
é tai t caractérisée par les trois constantes j\,f^ ^i, toutes trois posi-
tives. La transformation à laquel le nous venons de parvenir fait inter-
ven i r d'autres constantes, à savoir : A.« o), &(> ï), ̂  (entre o etîi;),
les antres constantes apparentes s 'exprimant en fonct ion de celles-là :
en eflet la donnée de b dé termine e^ e^ e.^ et par suite (o et oY, et la

Ànn. Éc, Norm., (3), XX Vin. — MAI 1 9 1 1 . 28
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fonct ion j). Eus ni le on a
{ / f) f fi) ,\

(ao) a- a'^ , • : , 4-j) ^ ̂  • • - ^ / ,
.") .") ' y . /

valeur dont le module est i no indre que i , pu i sque , CT(, é t a n t compris
entre o et ?:, p f - ^ o — o ^ l est compris entre e^ et ^ ( c'est-à-dire

. // , '' ^ \en ire ï — -r ci ~ '( — "; •
. > 0 ,/

Je veux taire voir que la donnée des Irois constantes f^ /^, <^^ est
é( |uivalente exaclernent à la donnée des (rois constantes A, h, ^^ avec
les restrictions

fi > °? f'i > o» ^i > °. A < o, h > ï . o < cr,, < 7:,

En premier l i eu , les quanlités/i , /^ ^ s^^xj)!1!!»^1!»^,. an move î» des
(rois autres. En eflet, les é q u a t i o n s (7 )^ (8), ( < ) ) , ( i o ) nous d o n n e n i ,
après sonstrae.lion de la première aux deux s u i v a n l e s :

( 1 0 ^ ) 'LI--- A , T r r < 0 — / / ) ,

( ^ ( ) 1 /, ':::::: A, ( \ - ^ - a ) ' \ \(h — n ) 1 o ̂  ̂ ..̂ ,

( '-12 ) /;, : : — A ( ( • ï 1 1 a ) --1-" A ( // • 1 - ! 1 1 ^7 ) lo^ —---.-—.......,// • fi

ce qui, don w. f^ /y, ^,. ^i est bien positive, d'après les hypol.heses.
Pour ce qui est dey", et/y, observons qu 'on peut les écrire, en é l i m i -
nant A au profit (h1 ^, ,

(,3) f., ^(^-1-..--^^ / ' .__„,L
T. \ h -— n 1 b •-••••••• f( /

, , /. '^i / b i ' . ^ 1 î ï/ r\ r \ i -«....., * ' ï , j/'io' ( ï
V, •'î-'l ; / ^ -••••• " l ",""———~~~ 1 1 1 1 1 " 1 ' " <"}-> T"""———— " 1 1 " " " ' 1 " * ï• 7r \h • r/, /^ ^/ /

Or, si l 'on considère la fonction

Y=.r X — I o g X - r ,

i l est, facile de s'assurer que sa variation est celle q u i est, représentée
par le dessin ci-après, où le min imum a. pour abscisse* Pun i lé»

Ce-tte fonction eâ tdonc toujours positive, et par conséquent il en est
de. méme'de/ ' t '̂ ./a*
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Réciproquement , supposons main tenant qu'on se donne J\, f.^ '^\ ;
y ' vais en dédu i re A, I ) et ci.

A cet ei let , parlons des équa t ions ( 2 3 ) el ( 2 ^ ) , l i ons pouvons

^. h \ , h i i , i • 1 1 • < • < 'infirmer (|ne " e( 7- sont, les abscisses de deux. noinis sunes
l h u h ff '

sur la courbe ^' |)ree-edenle, a l'inlerseclion resj)ecLiveinei i( avec les
droites

Y ^ ̂  < - t
?i

s^n ooservî ^n ohservani ()u\)n doit avoir

les |H)in(s en quest ion son!, détermines sans aucune ainhiguïté, et
l'on a, X i et X^ étant des nombres maintenant connus (voir la (i^ure),

X,.

irou
Xr^-X,-^ Xr-hX,

et l'on, s'assure aisément qu,"'oln a bien |^| <^ x , ^ ^>1 .ï
Ceci |)osé, A est fou rn i par l ' équat ion
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et il est h i e n néga t i f ; e ty la l 'onction p une lois c o n s t r u i t e , Féquation

a -i:i•l-. - -l- p —cr»—o)
.'> \ Tf

fa i t connaitre une va leur u n i q u e pour o^ entre o et T:.
L 'équivalence des deux systèmes de consianles esl donc h ien

établ ie .

Expression, de la (li^e.renludie df. — l)( ts deux équa t ions (4 ) e( ( r3)
nous d é d u i s o n s

(.5) rf/--. A ——^. ^ .= ,,,- (̂  lo,Ç -. . ) ̂  ̂ ,

(''('sl.-ii-dii'e
/ f>> i •/ i"\ 1 ', )>(^ l (»yÇ-r , , ^-,- ^.-....,/

^^-^-————————--^^^^
^^1,,^-,,/)_^

.//• ) ,.„.. ,,.'\ /" ' ^
/7Î Ç

Or on a, (t';i)>i'('.'s la rorinule ( I ' ; t ( I ( l i t , i o i ) de la r<») ( ; ( , i<»n j),

,,,(^^-^ ,..,^'^
et i)ar s u i t e

^(^i^-^

D'ailleurs

„ /7T

(<,';,1—1 r'i ) (^a-- <r,) / ^ ',
11"•7"^~ y^ 1 0 ^? -
^lo^)-.

T'1 '1111"1

et
// /'r'» /\^~^.:;,:^.p(^^-,.-.^^ (^;r-"- ^ i ) ( ^ î i — ^ a )

. 7T

(;e qui permet d'écrire la di f ïerent ie l le rf/'sons la forme su ivante

(26) r/f^A^^^.^)

(^ „-,„..... ^^)(^^«,^,,, .^_,.^p .̂.̂ ,
- l>(^l<>gî)-^3

/TT ^)

''•^
ff)

, t ) ( -r—lOÎT^

, / ^ , .̂  - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 - ̂ :.p(^lo,^^
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on encore

( •A7 ) r//' A —( ̂ ~ c<i ) (6':t— 6-2 Y2

.-(^'"^^••'(T,10^' -^ç
,p^lOgÇ)-(,

/ û) , '

'''(Tï'00^

Nous ohs(vrverons ([uc, la tonctioli p étant [)aire, cette différentielle

reste invariable si l'on change '( e tpcar cette opération change

•.'- lo^ Ç en la quantité opposée (à un multiple près de la période 20^).

Cette propriété nous sera utile un peu plus loin.

^)

/'TT

Prolongement analytù/ue de la/onction U. Par suite du change-
ment de variable entre /'et '(, la fonction il, régulière dans le champ \^
du plan y, peut être considérée comme une foncdon de t régulière
dans la dem.i-couronne de tout a l'heure. Et, comme (2 prend des

valeurs réelles le long de A^ e t À ^ , c'est-à-dire pour les points Ç situés
sur les bords de la demi-couronne appartenant à l'axe réel 0$, elle
sera prolongeable analytiquement, selon le principe de Schwart/^dans
là demi-couronne symétrique de la première par rapporta 0^. Les
valeurs prises par Û en deux points ^imaginaires conjugués, seront
elles-mêmes nnagiuaires conjuguées.

.Dans ces conditions, [la fonction û sera régulière dans la couronne
tout entière. Elle y sera tinie et continue, limites comprises, sauf au
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point '( "= ̂  (qui correspond à j'^ o, c\;st-à-dire à la proue de
l'obstacle) et au point, conjugué.

û devra être nulle lorsque/'est infini, c'est-à-dire pour ^ :---= ±y.
Sur la circonférence j 'C l — y, qui correspond a la paroi fixe, 0 doit,

être imaginaire pure.
Voyons maintenant comment iî se comporte au voisinage du point

Ç =r e^» ou du point conjugué.
En posant

( • î8 ) n ^-h rr

(avec © et T réels) on a

^.^..^r-^..^-^^:,:,::^1^^^.

d'en

( 29) V l:lr:,: | // .— n» | -r ^T, .'L..̂ ,J,., ,

Donc la partie réelle M de 0 est, Pau^le do la v i tesse avec O.r. Obser-
vons, en passant, (jue la condition que il soit nul pour/ "o eutraine
que © s'y annule ; les lignes libres À, et A^ ont donc 0^ pour direction
asymptotique.

De la signification de (M) nous déduisons que, si le point t. tend
vers le point e^^ ou vers le point conjugue, en restant sur la circonfé-
rence [ 'C] == i, (M) tend vers o 4- a si Pon arrive a {<aucbe d'un de ces
points (sur la portion de circonférence correspondant a la paroi î^ !),
et vers o - a si l'on arrive a droite (sur la portion qui correspond à ̂ ).
Nous désignons ici par 2a Fans^ (^ ̂ ,) <l.^s deiix tangentes en 0 à T^

et CT^ dans le sens du. courant ; et par o l^an^'le, plus pet i t que ^»
en valeur absolue, que f a i t avec O.r? la bissectrice intér ieure des deux
tangentes en quest ion.

E n f i n , de l'équation V ==• ^T résulte que, pour f nul , c'est-à-dire
*( r= ^o, V étant nul, T est égal à — os.

Ceci posé, nous al lons maintenant faire voirque tous les éléments
géométriques et cinématiques du mouvement peuvent s'exprimer au
moyen de t et de û(i^)*
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II.

E X P R E S S I O N 'DES ÉLÉMENTS DU M O U V E M E N T EN FONCTION DE Ç ET ^2 (Ç) .

Lignes de courant. — Ces lignes ayant pour équation f^ == consL on
les obtiendra en égalant à une constante le coefficient de zdaus / , dont
l'expression est fourn ie par l 'équation (19). On y parvient aisément
en observant que

/ r,) \ o.) . , 1 f,) . /û) f,/
P T-^^ î ' - 0» -.I1 7- ( log•p- l -^ î r )—^ / , j» ^^/. log-p-i-—

\^ 17T y 67l. j j. \ Ti. ' i

Or'la ((ïritiult1 d'addition de la fonction p donne

p[^^-P\i\^P+^)^

lu comme j) 1 /( ^ïo^p ~\'^} \ estréel, etp' ^(^ogp -^-ï-) inta^inaire

I>ure, on a immédiatenient la quant i té p ( ^o^—^'\ sous u n e forme
où le réel e( l ' imaginaire sont séparés. On fera de m ê m e pour

^b pf^lo^Ç-./) =10^ p f ^ lo^ - r,
•p^

— lo^ç- ^' — ^i<7r /1 CT. \ \{'^

d'où pour ^ u n e expression facile à écrire, et qu'il nous parait i n u t i l e
d/expliciter.

ViUîîifie e/f posili(m d'une molécule correspondant à t donné. — On a
d'après (2 )

' • df
T. - ̂
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et par suite
l. ViLLAT.

rh .:.:::: ̂  :--= ^Û ,//•.
n'

D'où,, en se rappelant que pour z == o on a *C ~- ^ml>,
^Y

( 3 o ) ^ — / ^û^/",
<t •""''ii

où ('//"a l'expression (27) , l ' intégrale étant prise sur un chemin quel-
con<[(ie sans sort ir de la couronne.

Ceci donne la position de la molécule. On a déjà vu que la v i tesse
esf donnée en grandeur et direction par

V-V ^t^ ^' • 1 1 1 " 1 - " 6 • "\'"" '• •

Klérmul (rare. Il est, égal à

|^| e ^'l^/'l.

Hayon da coiu'hure fFu/ie ligne (la courffn/. --'- l^/an^l(î de e.ou(,in^en(îe
étant al^ors d^)y le rayon de courbure esl

(32) H — ̂ ^^e

Sur une des lignes libres, en par t icu l ie r , on a V ' . - ^ ^ — i et le
rayon de courbure devient — 'v </r)

luirais n^ el r^^ — II suffira de prendre l'intégrale (3o) le long de
la demi-circonférence ^ | — T , en cherninani du point ^ := '̂» vers le
point t ̂ —ï pour trs^ et vers le p o i n t a — -•hi pourïTT^. Et comme
sur cette demi-circonlerence on a t^e1^ f o^o -^Tu ) il vient sans peine,
en partant de (^7), d'abord

A^
(U^e^^f :-,..:. - ̂  1 T ̂ /(M)^-

( ̂  - /.', ) ( ̂  - ̂ l);t j j. (̂  (TO^) - j:> (^ jjy ̂  ̂ ^ ̂
( ^ , i l / M)(^0) " ^ ^ ^ ^ ^
/ r>i , / '''' \ / '" \

,1' _'7<> -<'3 .I1 -^ -^ ,P - :7——^
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puis , en séparant le réel de l ' imaginaire,

(33) .^:- -^(e,-^)(e,-c^y
c.) \ , / ^ \^ ••• ï'j/ c •'''r"

/M V1'-•''Ml
X / e~ l-TCOS© -'•» ,.' ^j-- ^--c:!

•Ui
( .'î', ) j --= — —— ( v, — e, ) ( c;, — Ci )2

/ ^ \ i ^ \ i ( <•1) \
^)-- .P(^) \^\^)r'7X / .x / <'^"'T s i l t ^ )

- 0- — C-,^[^} -^\ \^\^]-^

/é lément d'arc sur une de ces parois est d'après (3i)

^^)^^^-^

^ ,. , ,. T -—— ( ̂  -- /-,) ( ̂  - <-;,)- .---^———:

-P(^o -„ .1>(^)-^ 1^^

D'où l'arc çï :
\ ̂

TR ——'- (^] —— ^l) (^2— ^3')^
7T

-r 7?^" ,rl^
/f'' \ / '''> \,,>^.,,)-",J|p^^-^^„)-'-..llJ'('^)-^||,^)(^) - '•»

Pour cï,, o- croit de a-o à TC ; on a alors

,,,(^,,)-,p(^)>. ,,,-(^)<o. ..>o.

donc/

Pour T^^ 'T décroît de cro à o; on a

-,- ch.

,,.(^-,p^<".
^///?. /^. yVo/w., (3) , KXVIII. — MAI 1 9 1 1 .

^ [ l y \ <<), <-/7<0 ;" V T T y
y 9
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donc oi i r emplaçan t on constate qu'on obtient pour^ la même expres-
sion (ji io dans le premier cas.

L 'é lément d'arc s'écrit alors

A c«)(36) ^--^-(^i-^X,,-^)--

d'où lu rajon de courbure

(^---•(^K^)-''"'•)-r(^)l,i.'i'2.)^77 /

,p(^.}-.:,]|p(^)-.,J[p(^j--..,J

</OT

rf®'

Lignes libres. . Ou les obtient lorsque 'C décrit une portion de l'axe
réel : de - i a y, pour À, ; de 4-1 à </ pour A,.

Soit s, l 'affixe du point P., où se détache la prciuHTe li^ne libre.
On a sur À) d'après (3o)

- 5, + f '(."•"///•.

Or, sur l'axe réel, û est réel et (: également ; q uaiit a la dillerenliellc ( / / •
prenons-la sous la fonue (27). Sur À., •< étant entre i et ^
on a

puis
JOgÇ •;.--. log'p -1- (7T,

,p(^!o^=,p( ^1<>^ ,.) .., , ^^ îll-̂ L,
j,( ^lo^pj ,.,

'l'iantité réelle,puis<}iie j) f~^logp) est réel. D'adtre part, il vie

^^^ ^.)(.,----^p'(..^,o,^
<7T / / ( ''}, \. r ( - -^-logr^-'-'i B;

quantile visiblement imaginaire pure. Nous en concluons que ̂ se
présente sons forme réelle. On peut donc écrire sur À, (^ ̂  ̂  4^ )

^"l•l•l:•/tl 4- f COS^rf/,

(^^ . J^
l .̂
/ J'-^ yi+ / smQd/'.
\ J-i
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Calcul analogue pour ^2, ou *( est réel entre T et y, de sorte que
log'C — logo, < p ( ^ l o g Ç ) est réel, et p ' ( — ï o g Ç j imaginaire pure et
en lin dfreeÀ.

l/arc d'une des lignes 1̂  ou X^> est donné par
|^]=i.y|.

Sur une des l ignes libres^ Farc compris entre deux points correspon-
dant à ^ et 'C est égal à j/'•—/ / /i»/" et/'7 étant les valeurs de/corres-
pondantes, f ou rn i e s par la formule (19)

Quantité de fluide s écoulant entre V obstacle et la paroi. — Construi-
sons très loin à droite une normale Hir à la paroi fixe, jusqu ' à la ren-
contre avec la ligne libre 'Ai. La quant i té ^Q de f lu ide qui s'écoule

pendant une seconde entre l'obstacle et laparoi est égale à la largeur Hir
du (lux l i qu ide , puisqu 'à l ' i n f i n i la vitesse est horizontale , constante et
égale à T . On a donc
38) Q :=: 1 dy =- \ u dy

JIPH ^Hfn
• v dx.

d^ d^
p. „ -̂ , •L, ç r= — —^,

dy dx
(•Iw f-t-wMais à cause de u = -x, p == — ̂  on a

Q -= r ^,0 -=
^Ïl' H

et comme ^ est nul sur Ap il vient
0=^.
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Q est donc u n e quant i té connue . Kn même temps, co qu i précède nous
apprend que la l igne À, a une asymptote pa ra l l è l e à la paroi f ixe , et à
une dis tance de celle-ci éû;ale à f^.

Hésislance de robfîlacle. — En appelant , a et, p les cosinus d i r ec t eu r s
de la no rma le extérieure a l 'obstacle, les pressions é l é m e n t a i r e s
exercées par le H u i d e sur l 'obstacle ( — /^a</.v, - p ^ d s , sur c b a ( j i i e
é l é m e n t ds dn c o n t o u r ) , se composen t en n n e r é s u l t a n t e générale
1^,, P , y et un moment r é s u l t a n t M au p o i n t 0, d o n n é s pa r les fo r -
mules

( 39 ) P,, ::r;: - fp a (h, 1^- - - ( p p ds, M "•. . . • 1 1 . - • - / p (ft.r - ay)f/^

où les intégrales sont étendues au con tour to t a l , parcouru dans le sens
direct.

Occupons-nous seulement de F;,, et P^. A cause des fo rmules

y. (fs ::;„:.;. ( i } \ ^ ( / s • 1 . 1 ' 1 ' 1 : . " --1-1- (/.r^

on a immédiatenK^nt

P :.::•:. 1,\,4- /l^, •-.:; ~ i p { d y - i ^ r ) : i ( ' p dz.

D'où, en observant qu 'on a, d'après (i) : p ^ r ^ - } - ^ ( î — V 2 } sur
P i O P y , et p -=^ sur le reste du contour ,

Î -:— /"(i-V2)^
'')i </

l ' i n t é g r a l e étant étendue celte f o i s à l'arc P^()}\ seulement, IVoù

(•1<Q I » ̂  -' f ( i - V3)^:-;::: -L f ( i ». V2)^.
^^.O^ ^'^OP,

l.a résistance ne dépend doue que de l'état du mouvement-sur ^
et CT.>.
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U t i l i s a n t les formules (2 ) , (3) et ('20)), nous aurons f ina l emen t

(40 V-=^ ^(^Û—^T-^2)^

l ' i n t ég ra le é t an t prise cette fois sur là demi-circonférence [ Ç | ==i, dans
le sens d i rec t , du point ï au point — T . Observons ï n a i n t e n a n t ^ c o m i n e
l'a fai t M. Lev i -Civ i î a dans un cas ana logue , que" la fonction 0 prend
des valeurs conjuguées en deux points *( conjugués. Par suite, en deux
po in t s : '( et -p conjugués sur la c i rconférencede rayon i , © e s t l e m ê m e
et T a des valeurs opposées. Donc on a, sur cette circonférence,,

9/r -! ^2 = T -h /e :-=: <(0 - /T) —. i^ l l ).
Par suite

r ^^^^r ^^dj\•• ' ( i , / \ -- i) ' ' ' ( i , / , - - i ' i
Rappelons-nous ici que (If n'est pas mod i f i ée par l 'échange de Ç en -^;
nous en concluons immédia t emen t

f e^^df'-::. Ç e'^cif.e ^ ' ' a / ' ' - : : , f e1^1 cl\
/ ( i , / , • 1) " f i , * ~ / , — i )J (\ , •n •-' ' i i _ »—/ . ..-.n

D'où pour P,

(^ pr: ^/> ff/û^I > - -L { e^ .^.4^
l ' intégrale étant étendue à tonte la circonférence \Q\ == i , dans le sens
direct.

()ï\ l 'expression de é^df sur cette circonférence résulte de la for-
mule (27), où *€ == ^f<7. Nous avons donc finalement

\r,î
( 43 ) î ^ = ~- ———— ( ̂  —— <?1 ) ( <?;{ —— ^2 )a

^\-T(,os©+/sine) pf^o) -p(^)] p^^)
>./ | ^——————————- ——:————-^_-»——=——___«- ^/cr.

/ f» ) \ [ [ I f f ' ) "\ } [ / O ) \ l2,p(^^-^[p^^-^J[.p(^^-^J
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D'où,, en séparant le réel (le l ' imagina i re ,

A.ù) (e;^— c'i) (^— ̂ ^
%7l

A») . / <.) "\ , /r,) N,> .„ ^ ..„ p _ 7 ./ _ ç.
\ ̂  1 " ' — / •' \ 77- /

^ ~'1' s in H

^ [ ^ ] ^ J ' ( ^ 7 ; — ^

(^)
A Q > f^;,— ^ j ) (<î?;(.~- aY

J >,:-:: .-4-

I/analogie (jn.^on remarque eirire ces formules ci celles (['ui son(,
intervenues dans le ealcnl des parois TT^ e(; rn'.̂  va nous permelf.re de

dém.onirer les deux res'n.lf.a^s snivants (en supposant que l'angle B

sur la paroi reste compris entre -1- • ^ el 4- —\ '-
'En désignant par .r, ,y^ les coordonnées du point P<, <*! par ^.'y, y^

celles d'il point 1\,

1° La composante P.,. est essentiellement positive, etsa^randenr est

inférieure a la demi-distance verticale -fr, •••IIIIIJ';^ ) des deux points P^
et P, ;

2° La composante Py normale à la paroi est comprise entre les deux
limites -»ïa et — ^x^

'^ Limùeîi de P^. -••-- Considérons en eflet P^.. Décomposons l ' intégrale
qui y figure en une somme de trois autres : relatives aux intervalles

0,<7., (7., 71, Tr^TT

pour cr. En se reportant aux formules (33) et (34) on voit de
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suite que la. première intégrale par t i e l l e est égale a - • - y^ (quant i té
positive, ce qui, du reste étai t é v i d e n t ) ; la seconde .intégrale est de
même ^ ::y^ Dans la par t ie restante, faisons le chan cément de var iable

a =: 2T: — a ( ce qui revient à remplacer Ç par ̂  j $ on sait qu'alors 12

se change en sa conjuguée, donc

<H)(^-^^) =::9(^), T(^—o- /^---ï(o./).

^u* consé(i( ient , en remarquan t que

-^7r—c/)
71 ' y')'

il vient, après suppression de l/accent / :

Or, comme on sait, la vitesse V ^ ^ . n e peut dépasser la valeur
l imi t e T , qu'elle possède è l ' i n f i n i ; on en conclut que, pour o < cr< ^,
T est négatif , et par suite

r^donc, en o l )servant que l'expression écrite sous le signe J est néga-JQ
( ive dans tout l'intervalle o, T., [misque

(7 ) < 0, SI 11 9 ( (7 — O'o ) > °î
,, '7T

^'(^"J-''1^ }J^-^)>o,
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on peut écrire

0 <

A o » (^- • ^i) ((?3— r^p

^ 7T

y,

x ( ^T s i n 0 •.r ,.„„
<?)/ ',) \ i t,i \A-^»}-y\y, ^"•̂ .̂,/,, ) \ i i / ^> \ i 2

y^a --,, 1,^^ - ^

La quan t i t é
)̂ ( ^ : î - - 1 - ^i) ( ^ ; ^ 1 • • • • - ^% 1 ) 2 /"^ / ^sinO . . . fh

9. 7: ^^^o ^

est donc en rnoclule plus petile ( )ne- (y^ • • - y ^ " ) '

Donc enfin la somme des trois inlég'ndes, en lesquelles nous avions

décomposé !\, estposi t ive(etnon nu.Ht^etelleesl.inférieure A '
y, ...„...„ y,

Urnùes de l^y. -— .En suivant exactement la même voie, on décom-
posera l'intégrale qui représente Vy en trois autres, dont les d'eux

premières seront égales à ;• x^ et à — 7-0^. La troisième

..U) (e,-^)(^^^ r^
—— —F— .̂».,————»,««.».̂ ««-̂ .̂..,«F» i ^ (^^i"""1'11 cos9 . . ^ d^
'2 7T / ^) \ /

: ̂ 0 "••11 ^.!

comme précédemment se remplacera par

A œ ( ^ — ^ i ) ((^—e^f- r^
'1 TT / 0) \

p^aj-.,
(î^'cos^ . .. ch,
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Ensuite nous aurons les inégalités

o< ^(.3-..) (.3-^ r°,Tços0...^<^,2'"' /" \ ./> 2
p(^o)-^ 0

A^(.,-.,)(.3-..)V^,^^^^^^
'-̂  /^ \ J.. 2

P(^^ -o

ce qui, en désignant par ^ et £3 deux nombres compris entre o et i,
nous donne pour Py

Py== -(.z'2—.z'i) — -Ê2.r2"~(- 7 £1-^15
'2 '" •"

expression sur laquelle il est clair que Py est compris entre les deux
l imites annoncées : ^e t~—^- On a des résultats analogues si.
l'on. suppose que l'angle 0, sur les parois de l'obstacle, puisse sortir
de l 'intervalle — ~? -4--.' ! ' ! ' 2 a

1.1 L

Î/ÏNTÉGIULÎS (îÉ.iN/îRA.LIÏ ^.

Form^ générale de lafowlwn il — La fonction û devait satisfaire,
nous l'avons vu, aux condit ions suivantes :

a. .'Elle est réelle sur l'axe réel;
b. Elle prend des valeurs conjuguées en deux points *C conjugués;
c. Elle est régulière, finie et cont inue dans toute la couronne com-

prise entre les circonférences de rayons i et q, limites comprises,
exception faite du point ̂ =e1^ et du point conjugué;

(L Si le pointa sur la circonférence de rayon i, tend vers l'un des
deux points précédents, la partie réelle © de û tend vers la valeur
à + a si l'on arrive à gauche d'un de ces points, et vers la valeur
o — a si. l'on arrive à droite; T est alors égal à — c e ;

e. il doit être imaginaire pure pour | 'Cj == y;
/. Elle doit être nulle pour 'C == ±<7-
On peut d'ailleurs iupprimer la dernière condition /, laquelle est

Ànn. É€. Norm., (3) , XXVIII. - MAI 191 ï. 30
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une conséquence de a et e, puisqu 'en un point commun à l'axe réel et
à la circonférence de rayon y, û, devant être à la fois réelle et imagi-
naire pure, est nécessairement nulle.

Cela étant, si ûo est une fonction part icul ière répondant à toutes
les condi t ions précédentes, la fonction û—Î2o sera régulière, réelle
surl'cixe réel, finie et cont inue dans toute la couronne, circonférences
limites comprises, sans aucune restriction. Alors cette différence sera
développah'le dans la couronne, en une série de Laurent à coefficients
réels, de la forme

Î2 — î^== Co4- Ci i -4- c^ Ç2 4-. . . 4" Cn 'Q'1 -1". . .
(46) , i , i , i

+^-Ç+^çT+. . .+^ç^4- . . . ,

les coefficients c^ et d^ étant assujettis à rendre convergente la série
précédente.

Il est en outre nécessaire que Û — Û S ^ satisfasse aux cond.i t ions :
a\ D'avoir sa partie réelle n u l l e pour '( == <^' et au. p o i n t conjugué

(ce qui ne fait qu 'une condit ion);
//. D'être imagina i re pure pour \C\ == y.

Pour satisfaire d/abord à cette seconde c o n d i t i o n , nous f e rons

ç == q ̂ .

Alors la partie réelle de û — D() s'écrit immédia tement sous la
forme

Co -h ( Ci (f -f- c/i - ) cos cr 4-,. . -h ( c,, q'1 -h d^ -^ ) ces il cr 4-. . - .

Celte expression doit être nul le , par conséquent, quel que soit o" entre
o et 2 Ti;. On sait que cela entraîne la nu l l i t é de tous les coefficients;
d'où les relations

(47) co-=o, d^—c^/\ . . . , d^—c,^, ....

La fonction û — ûy est par suite de la forme

i £ï — S2o ̂  Ci Ç 4- c, V 4" .. - 4- c,, ̂  4» . . .
(48) i , , x

J .^c^^-c^^-...-c,^^-....
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La condition a! fournit entre les coefficients restants Cn une relation
supplémentaire :

(49) C i ( i — r/2) coso-o 4-02(1 — <y 4 ) cos2Œo4-...-+- c,i(i — ^2 / î) cosno-o-{-...== o.

Nous pouvons alors dire que l'équation
/ ^Ç -4-...+ C^ -+-...,

(50) ^=^+ i ^ i
( — ^ l / 7 2 ç - ~ - • • > - ~ - ^ y ; ^ / ^ ^ — • • •

sous la restriction (4e)) constitue Vintégrale générale du mouvement
du fluide limité par une paroi fixe, et nous mettons ainsi nettement en
évidence le degré de généralité de la solution.

Remarque. ~ Le raisonnement précédent n'échappe pas à une
objection relative à la convergence de la série de Laurent (4.6) sur la
frontière de la couronne. La diff iculté qui en résulte sera résolue dans
un prochain Mémoire [11. VÎLLAT, Sur le mouvement (F un solide donné
danfs un fluide limité par une paroi fixe (^Journal de Mathématiques
pures et appliquées, i ( ) i ï ) | (à paraître). Cette difficulté, d'ailleurs, ne
se présente pas si l ' inclinaison © delà tangente à la paroi de l'obstacle
est une fonction de l'argument o", développable en série trigonomé-
trique.

Construction et élude cï âne solution particulière ûo. — Nous allons
rechercher une solution particulière sous forme de série procédant
suivant les cosinus et sinus des multiples d'une certaine fonction de*(.
Pour assurer l 'uniformité, nous prendrons cette fonction de Ç égale à
i log 'C : de la sorte, si le point 'C décrit dans la couronne un chemin
fermé entourant l'origine, ilog^ augmentera d'un multiple positif ou
négatif de 2'7T, et les cosinus et sinus reprendront les mêmes valeurs.

Nous essaierons donc pour ûo u^e expression de la forme
o0

(5i) û,=:̂ (a,,-l- îp") cos(m ̂ S^ -^S^'14" t5/l) sin(mlo^)'
0

équivalente au fond à une série de Laurent, et dans laquelle a^, p^
Y^, S,,, sont des constantes réelles. Ce qui peut s'écrire, en observant
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qu'on a (t^p^)

mIogÇ=: ^(logp 4-^0-) =—- na 4- lu logp,
cos ( in logÇ) = cos/^ a- ch ( n logp ) -i" i sin /^ cr sh ( /z logp ),
sin {in log?) =— smncr ch (n logp ) + uîosno- sh (/^ iog:p),

^a,,cos^orch(/Uogp)—(3^ sin/zcr sh(/^ logp) — •//, s i n / / , c r ch (^ logp)

Q _ — rî,^ cos n a sh (/^ logp)

•+" ̂ ^/^îïî ^<7 sh (^ logp) + (3//, cosno" ch (n logp) 4- y,, cos /^ cî- sh (n lo^p)

— o/,, s in n cr ch (^ logp),

c'est-à-dire, @o ût Ty étant Jeux fonctions réelles

Û()=: @y4- (Ty,

avec

(Sa) ©y ==^a,, cos ̂  cr ch(^ logp)— ̂  singer sh(^ logp)—y^ s in^o-ch( /<s logp)

— fî^ COS I I (7 Sh (/À logp),

( 53 ) To =^a/, sin /i ash (^ logp) + ?„ cos /<î cr ch (n logp) 4- y/, cos n a sh (/z I ogp)

—Oft shî //- çr cil (n logp).

11 s'agit main tenan t (le voir si l'on peut, avec cette expression^ satis-
fa i re aux condi t ions^ , h, c, d^ e, énoncées précédemment.

Pour que ûo soit réelle sur l'axe réel, il faut que To soit nul pour
a==K.T^ q u e l q u e soit p, K étant un nombre ent ier . Cette condi t ion
sera vérifiée si

^:=y,,=o,

Alors ûy se réduira à

( 54 ) Qo •= ^ [y^ ch ( /z logp ) — rî,, s'il ( n logp)] cos n a

•+• ^[<^sh(/Àlogp) —<î,,ch(nlogp)] sinncr,

forme qui vérifie d'elle-même la condition b, comme il est facile de
s'en assurer.

La condition e indique que ©y doit être nul pour |t;| == r / , c'est-à-dire



SUR LA RÉSISTANCE DES FLUIDES. 237

qu'on doit avoir

^[a,, ch(/HogY7) —<5/ , sh( / i log^) ]cos /ZGT-= o,

quel que soit o". On sait que cela entraîne la nu l l i t é de tous les coeffi-
cients; il faut donc

a r t C h ( / z l o g ^ ) — ô / , s h ( / i l o g ^ ) = o,

et, par suite, A^ désignant d'autres constantes, on peut poser

a, ,==A,,sh(/zlog/7),
( ) ^=A,ch(^lo^).

D'où

(56) H)==^yA^sh(^ log -' ) C O S / Z Œ — ̂ ^j^ ch(n log7-) singer.
ÂSSSÀ \^ ? y .A-J \ P /

Restent la condition c et surtout la condition d. Occupons-nous
d'abord de cette dernière.

A cet effet, observons que, pour |Ç| ===i, ©o se présente sous la forme
00

(57) ôo=^A/,sh(nlog^)cos/îo-.
i

Or c'est là le développement en série trigonométrique d'une certaine
fonction de l 'argument G-que nous considérerons entre — TC et -+-TC;
cette fonction n'est d 'ail leurs pas absolument quelconque, car le déve-
loppement en série manque de terme constant; si l'on remarque que
la fonction en question, que nous désignerons par $(0-), prend la
même valeur pour cr et — cr, il en résulte de sui te l'inégalité

[^
(58) j ( I>(ff)âfcr=:o,

Jo

obtenue en intégrant de — T C à +TC, et simplifiant.
J'expliquerai à la fin de ce travail cette restriction relative à la fonc-

tion <&, et je montrerai qu'elle est nécessaire (voir p. 3o2).

Cas d ' u n obstacle formé Je deux segments rectilignes. — Cette
remarque faite, cherchons tout d'abord s'il est possible de s'arranger
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pour que ©y prenne la valeur constante §-{-a pour *( à gauche de
l'ordonnée du point *€== ̂ s et la valeur cons t an t e $— a à droite de
cette ordonnée. La relation de condition (58) donnera ac tuel lement
f . v r \ ( û — a (o<cr<o-o)1puisque <D(o-) ==\ ,
L1 1 v 7 ( ô+a (^o<o-<7r)J

(SQ) (r î— a) 0-0 4- (ô -+• a) (TT --• <7o)-=o.

L'hypothèse faite, que ©o prenne des valeurs constantes sur les deux
portions de la circonférence |*C[ == i qui correspondent aux parois CT^
etî^ de l'obstacle, implique que celui-ci, soit formé de deux serments
rectilignes issus de l'origine du plan z, et faisant avec O.z* les angles
à ± a. Dans ces conditions, nous ne devons pas nous étonner de ren-
contrer une condition entre les constantes a, Sy c'y. M- Levi-Civila, en
traitant pour le tluide indé f in i le problème de Bobylefr, a été c o n d u i t
également, quoique sa fonction, arbitraire Q(, n'ait aucune analogie
avec la nôtre, à une restriction analogue.

Il en résulte actuellement que, des trois paramètres A, h, o^, qui
fixent, comme on l'a vu, la conf igura t ion du solide et de la paroi fixe,
l 'un, <T(,, est déterminé quand, on connaî t a e t â . "Nous pourrons profiter
des deux autres pour donner aux deux segments de l'obstacle des
longueurs arbitraires; mais alors la position de la paroi fixe en résul-
tera. Ou bien , si nous nous donnons cette paroi fixe,, nous ne pour-
rons plus choisir arbi trairement que la longueur d'un des segments.
Les longueurs en question sont d'ailleurs déterminées par l 'application
de la formule (3,*)).

Cela étant, supposons pour le moment la conditioner)) vérifiée, et
calculons les coefficients A/,. Il suffit pour cela d'écrire qu'on a

^ . . / , , o — a (o < cr < cr^)^ . i / « .. ( f î — a (o <cr<^),' - - " ': a ) ces n cr = { ^
^ ( Oo < cr -

Y A.n sh ( n \ og q ) ces n a = ^ ,
-ww o -h a ( o"o << cr *< TT ),

Multiplions par CÔS^T da^ et intégrons de o à, TC; il vient, en laissant de
côté les termes visiblement nuls dans le résultat,

A,, sh ( n logy) x î = ( rî — a ) f "cas n a ch + ( S -4- a) / <^ n ̂  ̂
2 \ Jo . J(T"ô — a ,. r) -4" a ^ , _ 2 a ..

•»"•>— «-»««»it-»««<««»«- ^lu H, Q',. "•••—< —»>«-««—««»»««. *)Jt(l /̂ , yy ..».,.-». "»*"«* "——» ' ^ 1 ( 1 /^ (3T(i »

n n n
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D'où

(60) A,.=- 4 y- si ii /? cro
TT /À Sh(/l lûg<7)

La fonction Qo correspondante est donc

, F shfnlog^
(61) ^Oi+fr1——4-^ y V p/ cos^sm/^
' / 0 ° ° TT L ^ sh(/zlog^) ^

c l i f /do^- ' ) . |
— *V \ p / s in^gsin/zo-o |
^ sh ( /ÀJog<7) / z J "

II nous reste à vérifier la convergence et la cont inui té de cette fonc-
tion dans la couronne, limites comprises, exception faite des deux
points e^o.

Convergence et continuité de la fonction Û^. — Supposons d'abord
p^p^i, ^ étant un nombre fixe choisi, un peu plus pet i t q u e i. Je dis
que la convergence et la cont inui té sont alors assurées pour ©^ et T,^.
La démonstration est analogue pour ©^ et pour T^ ; je la développe
pour ©^.

Dans chaque terme de ©^, les l ignes t r igonométr iques qui figurent
ont pour module maximum l'unité ; le facteur

sh(n log^ )

sh(/dog<7)

qui peut évidemment s'écrire

sh ( nloo"-}
\ y/

sh(<log^

se comporte, pour^ infini , comme

/ r \ ^
:p^;
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plus précisément, on peut s^assurer qu'on a toujours

sh (n l o g 1 - ]
_^___°JLL ̂
sh(nh)gq) ï

Alors le terme général de ©^ a son module inférieur à la quantité

4 a p" ^ 4^ p^
TT n ^ n n

La série ©^ est donc, quel que soit a, pourvu, qu'on a i t p5p', une
série absolument e turuformérnent convergente. On p< k u t alors choisir
n fixe une fois pour toutes fsur la série de terme général ±% p^\ de

\ u 7T l /

manière que le reste de la série, a partir du ran^ n, soit toujours i n f é -
rieur à un nombre £ donné d'avance arbitrairement pe t i t ; ce nombre n
est indépendant de cr et de p (;??') Ensui f .e la somme des n premiers
termes de %\ est évidemment une fonction cont inue des deux variables
cr et p. Un raisonnement classique permet alors d'affirmer la conti-
nuité de la fonct ion ©(',.

Voyons ma in t enan t ce qui se passe pour p = ï ou voisin de ï.
Pour p == ï y (^ se rédui t à la. série trigonométriquc dont on est en

somme parti, et qui représente orfca, suivant les intervalles. Quant
à T^, il prend la forme

/ g^ \ fif^ V ^lûnwm_r^ _ _ jj^ ̂  snî n ̂ osin n a

^ Z^n ih (n log</) ̂  -K Zà - - — y — ^ r »
fi lli [ n iog— )

ou encore
o rf
^U(a)

avec

(63) [.] (a) ̂ V .̂  2 ̂ »^o,^^ ^
/^ Ih [ n log — ]

On a évidemment

(04) [J ( çr ) — Y ̂ î JLJg^̂ ,̂ ^ (cr ̂ " ̂  ),
n ih ( /z log— )
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Ceci posé, je vais démontrer que la fonction U(o-) et, par suite, T^
sont convergentes et continues, quel que soit Œ, sauf pour ar==±o-o
(en considérant par exemple seulement l'intervalle —11, -{-î^poura).
A cet effet, j 'établirai le lemme suivant :

LEMME. — La série

(65) ^^=2
COS^À

n th ( n log -- )

Çqu'il suffît de considérer entre o et 271:) est convergente sauf pour 7i== o
0^ X == 2T1:.

Je vais faire voir que la somme S^.p— S^ d'un nombre quelconque
de termes pris à partir du 7^ôme tend vers zéro pour n infini, quel que
soitp.

Observons d'abord que la série
ces À cos 2 À cos n À

+ . . . -4- -———— -4-. . .i a n

est convergente et égale à log ( 2 sin - )? sauf pour 'X = o, ou "X = 2-n:
(Cy. PICARD, Analyse^ t. II, p. 129). De là résulte que les sommes d'un
nombre quelconque de termes de cette dernière série sont assurément
comprises entre deux nombres fixes.

Plus précisément, posons
,^, cos(/î- t- i )?i cos(n+K)À(66) s^^= ^ 4-....+ ,̂  .

Remarquons que les sommes telles que cos Çn-+- i)X-{-...-4-cos(/z4-^yX,
sont, d'après une formule élémentaire, et en supposante non nul,
comprises entre

sin - sîn —à 2

Remarquons en outre que les facteurs
I î I

n -+- i /& + 2 /z -+- K.

^//n. Éc. Norm^ (3) , XXVÏÎI. — JUIN 1911. 3l



2 ta H. V1LLAT.

sont posilifs et décroissants. Alors l 'application d 'un théorème d'Abel
nous permet d'affirmer qu'on a

1 ï
<A'/;4-K——.< '•//<„--.—..»-.. ̂  . '»//4,K—— « > / / <^ ———=r ————— "

„• l71 ^ ~i- l . A //, 4- I

Ceci posi, revenons à W(A), et considérons-y la somme

(67) S,,,,-S,,= ^£i)sî ±^A<

l i -h
llij ( / / -4- ï)Iog~

"C()S(/Z4-/^')?.
//, ...,{.» y;

t ! < ( ^ 4 / > ) l o ^ i

D'une part, nous venons de voir que des sonnnes de termes de la (orme
cos m À . .—-̂ — sont comprises entre

Ï 1

. À //- 4- 1
s in -

2

el
. • A // -ï-. x

s ni -
î-î

D'autre part, les quan t i t é s

<h(^ -4 - i ) I o^ Ih ( n }-^) lo^-*"

sont positives et-décroissantes. Donc,unenoimdleapplication dutlico-
reme d Abel nous permel d'écrire îes inégalités :

(68) ^^±^^1.
f . À / À 4 I

siu- t l i ( /^hï ) lo^
'y.

Ï î

. 'À /^ ï , , ,s i n , Hï (^4-i)k>^

Etpar^ui te ,^à condition que À ne soit pas nu l ou égal à 2îr, on voit
qn.e fS^-SJ tend vers zéro pour n i n f i n i , quel que soit p , et la
séné W(À) est convergente.

Elle est même uniformément convergente dans tout intervalle ne

comprenant pas la valeur zéro. En eiïet, si sin ^ est la valeur mini-,... ,.. V

2
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mum de sin ~ dans l'intervalle en question, on aura constamment

| S,̂  - S. [ < ——^ ̂  ——————— .
SI!) — th(n 4-i) lOg--2 q

Or on peut s'arranger poar choisir n fixe, indépendant de "X, de sorte
que le second membre de l'inégalité précédente soit inférieur à un
nombre c donné à l'avance arbitrairement petit : ce qui légitime notre
assertion.

Nous en concluons immédiatement que la fonction W(À) est bien
cont inue, sauf pour À == o ou "X == 2-n:.

La fonct ion U ( ^ ) peut m a i n t e n a n t s'écrire sous la forme

(69) • U(cr )= :W"(o-+ao)~ W(^-<7,,).

Elle est donc une fonction de G- c o n t i n u e , sauf pour o-== ±: o-y»
G. Q. F. D.

La fonction û[ est donc continue sur la circonférence [C\ ^= î , à
l'exception près signalée.

La cont inu i té de û^ est-elle assurée au voisinage de cette circonfé-
rence [ Ç j == i? Telle est la question qu'il nous faut maintenant
résoudre. Ici encore c'est le théorème d'AbeI qui va nous permettre
de conclure. La démonstration sera la même, à peu de choses près,
pour @^ et pour ï^. Prenons par exemple T^.

En un point de la circonférence, d'argument cr(=^:±o"o), on a,
pour T^, la valeur

/ . 4 a "̂ n sin n^Q , / , v .(70) £•=— y ———~—-ch(^log<7) sui/Acr./ / TT ^ /^sh ( / z log<7) v 0 7 /

En un point au voisinage, sur le rayon qui aboutit au point précédente
T^ a la valeur

/ . , 4^ ̂  singer/, / q\ .
( 7 1 ) t'^ — >,—.-T———-ch [ n los- )sirmo-.' / TÎ- ^nsh(n[ogq) \ "p/

Si nous appelons u^ le terme général de la série convergente t, le
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terme de môme rang de t ' sera

^)ch ( nio^1

P /
^T^r^THog^^^^'

en posant
( // \ ///•/ ^ i /,h,.,.^)_ ̂  ^("i".-,/,<̂ ii) ̂  r.4.î y'•('••'-/'-^^-[,,,,(„ î )'-Cl,(«l.g,) -,.,^^-^,|,(,^

Or les nombres [̂  sont plîis petits que i. Cela t ient a ce fait que

lo^lo^i f £ < i Vy y v/ '/y
jo int à cet autrey (lue la fonction ch est une fonct ion croissante
lorsque son argument est positif.

En outre, ces nombres p^ sont positifs et vont en décroissant quand
n croît. En efïet, l 'inégalité

P'/î-'l-l <^ {^11

revient à
(^\J^ (^\,W
XîZ__Ji^^

————— «.L. ^rt"H JL «.L» ^M
^» ( i • f/ ^/^ 1 '7

inégalité qui peut s'écrire, après un calcul élémentaire,

——LH.ÉÎ—— f ^«.+1 _ ^4^4-2 \ ,„. fJi _ y W » _, ...a/z-hï \ €/ ^ n^s^^-i p^K U^ 7^ ; t ^ ^3 — l ̂  ï — p } ,̂ -y ̂  o.

Or on a, puisque le point pr^ est dans la couronne,

i>p , p > < y > y 2 , ^ — t > o ;

l'inégalité précédente est donc évidente.
Cela étant, observons qu'on a

% 06

(72) <——<'=^«»-^«/,^==Mt(l-p.i)-r-...+M,t(i—(X«)+^«,,.-t-^M,,^.

% •+• l n.+.. 'i
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La série l étant convergente, on peut choisir n fixe assez grand pour
qu'on ait, quel que soit/?,

| U,^ + ̂ 4-2 -4- ... -4- ̂ +p 1 < -'

£ étant un nombre positif donné d'avance aussi petit qu'on veut.
n étant ainsi choisi, on a

2.. <-,
Puis le théorème d'Abel nous permet d'écrire, puisque les p-^ sont

positifs décroissants,
I , £ £
| ^/<4-1 f^-M 4- ^/7,-i-2^-//+2-+- • • • 4- {.In^pP-tl^-p \ < -7 f-^-t-l < •Q"

On aura donc
g

J /̂M^ <^-

Enfin, les (J-^ tendant vers i lorsque p tend vers i, on peut choisir p
assez voisin de i pour que

| ^ i ( ï — ^ ) - l - ^ 2 ( 1 — ^ 2 ) +-.. .•4-^(1 —f^ |< "j-

Dans ces conditions, on a

|^-^<£,

pour p suffisamment voisin de i.
La continuité de Ty est donc démontrée, lorsqu'on s'approche de

la circonférence extérieure de la couronne, en suivant le rayon. (Le
mode de raisonnement que nous venons d'employer est d'ailleurs
classique dans la théorie des séries entières.)

La cont inui té subsiste quel que soit le chemin, in té r ieur à la cou-
ronne, suivi pour atteindre la circonférence de rayon i (bien en tendu ,
les points d 'arguments ±: cr^ sont toujours exceptés).

Considérons en effet un arc ÎV de la circonférence en question ne
comprenant pas un des points exclus ; la série S^ étant convergente
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uniformément sur cet arc, on peut, £ é tant donné, choisira une fois
pour toutes, de manière que, tout le long de cet arc

| ̂ ..M 4- /W2 + ... 4- ̂ ,.̂  I < ̂

quel que soit^.
Ceci posé, a chaque valeur de o- correspond une valeur p, de p", infé-

Fig. 10.

rieure à i, telle que pour i ^ p ^ p i on ai t

" |^|<£.

Nous tracerons sur la f igure le l i e u ^ d e s points p,^. Soit main te-
nant M() un point quelconque de l'arc ci-dessus, entre J et .F; on peut
déterminer un arc M, Ma ayant ce po in t pour m i l i e u , tel que, en lout
po in t de M, ML, la valeur de T^ d i f té re de celle qu'elle prend au point
Mo, de moins de £. Dans ces cond i t i ons , les valeurs de T^ en M() et on
un po in t M quelconque du pe t i t domaine Q i M ' i M a Q a Q < diffèrent, de
moins de 2£. Il suffit de prendre comme intermédiaire la valeur au
point M'; alors

|(Ï;)M-(T;)^|<£, |(ï;)M..~(Tihr|<£ cl !(T;hi-(T<;)Mj<^

La continuité est donc assurée lorsqu'on tond vers M(), en suivant un
chemin quelconque intérieur à la couronne ,

Des considérations analogues seront valables pour la tonction ©^ au
voisinage de la circonférence [ Ç | -= ï. Les nombres [x^, qui joueront
dans la démonstration le rôle des nombres fx. de tout à l'heure, seront
ici

si» ( n log ̂  ) sh (n log £• \
\ P / ,--. \ " ^ f———2

^^ sh(^io^) ^ , , / , , isli [a Iog~
\ ' ^h
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Ces nombres sont évidemment positifs, et plus petits que i.
Le fait qu@ ̂  décroisse constamment quand n croît est un peu

moins évident. Mais l'inégalité

P-n+l < ̂

donne ici
p/î+i qfi-t-i p'i qTi
gti+ï pTTFT ^ pTT
———————— <^ ————— 5
_____ __ ^/ft+ï __ __ /y"
^/I-H / qtl î

ou, par une rédaction facile,
( î --, Q \ ( ^2/Z4-1 __ ^4rt4-2 \
^———^1^———î————^ _ ( p -^ ̂  ) (, - p-/^t ) > o.

Or on peut diviser par les quant i tés positives î — p et p — ç2, et il
reste à vérifier

pS/^p2/^1^2.^__^/2.__^(j ^ _ p 4 . p 2 _ ^ _ .+pS«)>o ,

ce qu'on écrira sous la forme
p2«(l _ ç^) + p2"-^^! — ̂ -2) +. . .

4- p"-4-1^-2^ — y2) 4- p"-1^27^^2— î) 4-. . .-4- cf-11^— î ) > o,

ou enfin
( l — — ^ ^ p ^ — — ^ ^ + p ^ î — — ^ - - 2 ) (p2^-2^^/l-2) ^.^ _

-t- p^--1^-2^ — ^2) (p2 - €f) > 0.

L'inégalité est alors évidente, à cause de p ̂ >q, y <^ î.
La démonstration s'achève alors comme ci-dessus.
En conséquence, la fonction û^ satisfait à toutes les conditions

requises, et elle résout complètement le problème proposé, pour un
obstacle formé de deux segments rectilignes issus du point 0 dans le
plan z.

Est-il besoin de faire remarquer que, si l'on a
TT ^a ==. — y o -== o,
2

et par suite alors CT(, == ̂  par la condition (SQ), les deux segments
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CT'I et ^a sont en prolongement l'un (le l 'autre, et l 'on a aiïaire à une
lame un ique perpendiculaire au couran t général. Dans ce cas la résis-
tance est normale à la lame.

11 n'y a qu'à transporter la fonction û^ dans les formules générales
démontrées antér ieurement , pour obtenir i m m é d i a t e m e n t la longueur
des deux segments c^ et CT^, la résistance correspondante et tous les
éléments d u m, o u ve m e n1.

Ce qui précède const i tue la généra l i sa t ion , au cas d 'un f l u i d e l i m i t é
par une paroi rec t i l igne i n d é f i n i e , des problèmes de l l e lmhol tx et de
Bobyleff^).

Cas d\m obstacle polygo^cd. — Revenons a l 'équation (57), qui
donnait pour ©y, valeur de © sur h cercle de rayon r , l'expression

W ) 6y = ̂  A/, sh( n logy) cos n o-,
i

Cette expression peut convenir, comme nous l 'avons d i t , au déve-
loppement en série tr igonométrique d ' une f o n c t i o n ^(cr) sa t i s fa i san t à

(W) ( <lï(<7)^r:::o.
^o

Considérons sur la demi-circonfôrence supérieure \t\ =: x , N — i
points d'arguments (entre o et -n:) :

^ii ^2? • - . , Gp ( == 0"o ) -, ..., ^N..-....1,

st imposons à la fonction ^(cr) là condit ion d'être é^ale à
Ol pÔU'r 0 < cr < cr^

0^ Oa , . . . &N étant constants.

(1) Je suis parvenu récemment à donner à la fonction Q^ ime tonne remarquable,
extrêmement simple, par rintroduetion (le eertaî-nee fonctions elliptiques. (F'oir mon
Mômoîro diï J'wrnalde MaUlématiques^ déjà signalé, et Comptes rc/ufi^ de l'Ac. de^ *Sc,,
t. CLU, p< 3o3.)
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Le contour de l'obstacle correspondant sera un contour polygonal

formé de N segments rectilignes, fa isant avec Ox respectivement les
angles 0^0^.. 0^.

La condi t ion (58) nous imposera ici qu'on ait

(?3) ^i o-i -+- ^(c^— crj 4- . . . -4- Q\ (7T — o-̂ .-.i ) -= 0.

J'expliquerai plusioin la nécessité de cette relation (voir p. 3o2);
elle i m p l i q u e que le contour polygonal satisfasse à une ce r ta ine

condHion , si. la pos i t ion de la paroi fixe est donnée; si au contraire
on se donne complètement et arbitrairement le polygone, la paroi
f ixe en résultera.

Cette remarque faite, les coefficients A/, s 'obtiendront en intégrant
la série qu i doit représenter la fonction <I)(a) actuelle, entre o et TC,
après mult ipl icat ion par cosn'jda-. On tro.uye ainsi

../r, ^^ r^
A/, sit (/z lo^<7 ) — == ^ Oi cos n a da -4- j Q^ cos n a dry ^- . . . + j 0-^ cos n a- <f/cr;

'^ J o f / r , ^TN-..,

d'où

A/,= 71 il sh(/z logY/)
[^i s in/zo- i -h 0 2 ( s i n ^ < 7 2 — s in /^(7 i ) +. . •— 6^ sîn^o"N_i]

Et la fonction ûo correspondante aura pour expression [équa-
tion (56)|

^0 yA/ / sh (^ log-!7) cos/?.(7— / f ^ A ^ c h ( / z l o ^ ^ J s î n / < ? c r .

Cette fonction, satisfera à toutes les conditions imposées relative-
ment à la convergence et à la continuité : cela est une conséquence

Anit. Èe. Norm., (3) , XX VU!. ~ JriN i()i 32
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de ce lait, que A.^ se présente actuellement, comme une somme. de
quantités ayant la même forme que l'expression de A//, qui convenait
à û^. Sur la circonterence [ Ç ] : ; = ï , les points où la continuité
cessera d'être assurée seronl. tous les points ^/<7h qui correspondent
aux soî'nmets du polygone, el, natin'ellelHcnt aussi les points con-
jugués.

Dans one autre Partie de ce travail;, nous ferons voir con'uneni,,
d'une manière analogue, on peut, ohlenir la fonclion Û (jui correspond
à un obslacle dont, le c()iH,()ur a nne allure donnéïî à l'avance. La solu-
tion la plus générale du problème, pour un cotiilour quelconque,
pourra. s^d)tenir a partir de là. Ç'Poif" aussi notre Mémoire Sur le mo/f-
veinent d^un solide donné dans un jluide limité par une paroi Jixc.y où
le problème se trouve complète meut résolu par une tout. autre
ni et.h ode.)

REMAIÎQÎ.JE. •—• Du poinl. de vue, lîydrodynam.ique, ( ( ^s calculs |)réc/é-
dents n'ont de sens que lorsque le polygone est- concave vers Ici cou-
rant. Cependant^ dam tous les cas, et oomm^ inU'rfwdiaire ana.fy/lq//r,
les calculs ci-dessus nous seront utiles plus loin, et dans le Mémoire
auquel nous venons de reporter.

Calcul d'une fonction Oo parlicîdiêre^ d.a'/u le cas où la condition (f)^)
nest pas salùf(dt^ d'die-'mftrne. — Nous voulons mouirer commeni
l'application de la méthode; actuelle* permet toujours (l'olîtenir une
fonction H> j)articulière.

Si la condition (^<)) entre les conslanti^s a,, 8, o^ s<î (,rouve vérifiée
d'elle-même, ce qui peut arriver même dans le cas où l'obstacle n^esi
pas Ibrmé de deux segments rectili^nes, la fonction û^ construite
précédemment répond à la, question.

Supposons que la relation (5<)} ru* soit pas vérifiée d'elle-même.
Nous aurons besoin, dans les calculs qui vont suivre, d'utiliser une

fonction ayant la même expression littérale que 0^, les constantes
a^ ô, o-o étant maintenant, quelconques. Cette fonction sera, certaine-
ment continue dans les mêmes conditions que û^ car dans la démon-
stration décelait, relativement à H^ il n'a élé tenu aucun compte
de la relation (59),
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Cela é tant , revenons toujours à l 'équation (37)

6^ ==.SArt s l i ( / À log/7) cos/&(7,

qui donne les valeurs prises par ©^ sur la circonférence |^ | = i. Il
va être possible de déterminer les A/^ pour que le second membre
représente le développement d'une fonction €»(cr) sat isfaisant à (58)
et t endan t vers o ± a quand a- tend vers c^.

Essayons si l'on peut prendre pour <& (cr) une fonction de la
forme

(75) <D^)J ̂ -^l.^^o) (o<^<^
( o -+- a + P(o" — Oo) (G-o< cr < 7T).

où P soit une constante, à déterminer de manière que l 'équat ion (58)

/-7r

f < î ï (c r ) da ~- o
^o

soit satisfaite.
Un calcul immédiat conduit à la condition

(^6) (o - a)a,, -h (ô + a) (TT ~ o",) - Pn(a,- ̂  \ :,-= o.

Cas où o-^ ̂  ^-- -- Donc, si cr,, estditïerent de -? et si l'on peut déter-
mine r les coefficients A,^ de manière que le développement de ©^ soït
ce lu i de la fonc t ion ^(o') (75) précédente, on en conclura une fonc-
t ion ûo particulière repondant à la question proposée.

Or, les coefficients A/^ sont déterminés par des équations telles que
la suivante

- /•^n
— A a Sh ( /l 1 Og q ) =-= f ["0 — a -h 1.) ( 0" — TO ) I COS ̂  (7 /̂(7

(YO

/^
-4- f [o 4- a -4- P ( <7 — o-o )] eos n a clfj.

^o
Remarquons que

^ ^ ^
I cos n a da 4- / cos n a da == f cas n a da = o

«^0 ^O'o ^0
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et que

/^ .,TT /,7;

y o- ces n a (h "h f o- ces /?, o- ch -== f cr ("oscr ( "os/ / /o" da
'-•O '•r7(i ' - ( )

De s or le qu'on a

-A,,sh(/Ho^/) =r" 'î^ . 1-— s i n n Vo -h- ' ~ a S )

^ i —— (//- iïn.|)<(ir),

, Zia sm/^o
V 7 7 } A^---- 7" ^ (̂TH^

(/i pair),

sh(/do^) J — i— ————F—— (/z imimir ) .
f TT /^ Stl(^ 10^7)n" su (^ 110^7

Si l'on remarque que A^ se compose de deux parlies, d o î ï i lii pre-
mière est jus tement la valeur l i t térale du coef l ie ien t A / / q u i convenait
à la fonction û^ é tudiée antér ieurement , on en conc lura de su i te que
la f o n c t i o n actuelle Oo peul se mettre sous la fo rme

^ :-::: i i 1 •••'[••• ̂ iî

en posant [ç/C l'é([uation(74)| (n == 2,K 4-1)

>...,. ^Py
^'-""1" TT ^

x

'̂TT" ^ ( ^ K 4. i )^ s i» | ( 2 K -l1- ï ) Io^/"
()

i sli (^K ."h.QJlo^ | c o s ( - î K ".h 1 ) 7 l
) , ' P J iP

.Ï
^P...

| — '̂ cl) ( a K 4~ i ) l o^ ̂  si il ( 2 K 4- î ) a \
' "" P.. 1

(îette fonction ii^ a ins i déterminée satisfait à toutes les conditions
imposées. En effet, tï\ est bien, comme il a été déjà démontré, con-
t inue dans toute là couronne, limites comprises, à l'exception des
deux points signalés, et' la fonction iï^ est partout convergente et
cont inuey sans aucune restriction; ce dernier point tient à laprésencCy
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au dénominateur de chaque coefficient de û^ du facteur ( a K + ï ) 2 ;
il nous paraît inutile d'y insister.

Cas où a-, = ^ . — Dans le cas où cr, == ̂  l'équation (76) ne déter-
mine plus la constante P, et la forme (75) de $(0-) n^est pas accep-
table.

Nous essaierons alors pour $(0-) une expulsion de la forme

(î-.a+P^îr. pour o < o - < 0 o ,
(78) €»(o-)=

a - h a + P ' (^-^y pour o-o<^<7:,

où P' est une constante à choisir. Voyons si l'on peut alors vérifier la
condition (58); cette condition s'écrit ici

/ t7c•»7C

€> (C7) ^Œ = (0 —— a) Cî-o + ( Ô -+- CT) (7T — <7o ) 4- P' -^ =: 0
/ 0 Ï 2

(79) ^ e>(c7) de = ( o — a) a, + (ô -+- a) (TT - <7o) 4- l^ -^ =:,
t-7 0 Ï '2

et elle détermine bien P\
Reste à calculer les coefficients A,,. On a de suite, en utilisant des

calculs antérieurs,

^A/,sh(/zlog<7)=~ ^sin/zoo+P^ Ç (a— ^YCOS
2 ^ Jo V 2/

Puis :

7T / 7T\ 2

•o -4- P' / ( a — - j cos n a- da.
2 /

D'où

^A,. sh (/< logy) ==-^ sin/^,+P'j (-i)" ̂  + ̂ [̂ h-îlliL
" ( n- /;2 (
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D'où en tin
/i a s i n //, o-o

ï(7
(80) • ^ ^ ^ T ^ Ï T r / T T ^ — — — , si ./pair,

en remarquant; que le coefficient fie P' est n u l pour n i m p a i r .
On possède m a i n t e n a n t une fonc t ion Q(> sons la, forme

o „— oi i o.'ty^O .—. b<w« -{- wu«

en posant (/z == 2JK),

o, si //. i m p a i r ,
i P'—^——, s; // pair,/^ sh( /< IO^Y/)

s h ( ';iK lo^'-'- ) cos^ K cr
/ Q . \ 0 3 — — / . j ) / V î J v ^ /

( s î ) -o——t l . ̂ ^^^^^^
i y — /; c î t a K. lo^' - s m 2 K <7

i \ P/

Cette fonet ion H, répond bien à tontes les cond i t i ons exigées; e a r i 2 ^
est partont eon t inue dans la couronne, sauf toujours a u x d e u x p o i n t s
exclus; et 0;^ est par tout convergente et c o n t i n u e sans exception dans
la couronne, fait qui t ient encore à la présence du f ac t eu r K2 au déno-
rmnatour de tous ses coen.icieuts.

CO^TJAJSÏON GÉNÉRALE. — Da'ns loifs les caSy nous (wom consiruil une
fonclion iî^ /^a/'/^a^W/Y; répondant à la rfuesUf^n^ ^(îm-à-fli.re vérifiant.
foutes les conditions a, 1^ c, ( 1 ^ e, aua^/uclle^ clh elail as^u/cuie.

Nous avons donc résolu le problème su ivant :
Trouver la forme générale de /a fonction 12 correspondant à une forme

^obstacle (fueleoruHie.

D'après l ' équat ion OH)) démontrée an t é r i eu remen t , la f o n c t i o n 12
sera, nécessairement de la forme

'XI

Û=^4^^^-^^J.

:=^+R4"<S (SI et S réels)

avec la. condition

^^(î-^/^cos^^(r —^")cos /<ao== o
i

entre les constantes réelles c^
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La fonction arbitraire qui subsiste est donc R + iS ; à chaque forme
de cette fonction correspond une forme d'obstacle bien déterminée et
un mouvement déterminé. Inversement , en gardant, momentanément
celte fonction arbitraire, on peut écrire facilement l 'équation qui, théo-
riquement, doit permettre de déterminer R+ iS pour une forme d'obs-
tacle donnée à l'avance : il suffît d'opérer comme l'a fait M. Levi-Civita
dans le problème du f lu ide indéfini.

Si l'on remarque q u e le rayon de courbure rde la paroi est une fonc-
tion, connue de l ' incl inaison © d e la tangente sur 0^ et même une
fonction continue, également connue, de © — ©„ == I{ [soit r(R) cette
fonction], on en conclura, d'après l'équation (36), que la relation, sui-
vante doit avoir lieu sur toute la demi-circonférence supérieure \U-= i

/•(R)^~

œ \ / G.) \ . / c»)
A^-^)(<,-^ < / 0 - 1 ̂ ^"Pi^ P' ̂  ^

(0 ^ \ . \. iû \ ^71 P -^o -^ \P\^)- ̂  P -a-6>., (^+ ,/H)
TT 7 " " \7r

relation de la forme

(8.) ,^^Qo4-^R^ _,
u(7 '

où ^(cr) est une fonction connue de cr, que je me dispense d'écrire.
J'insiste d'autant moins sur cette équation, que je reviendrai ulté-

r ieurement , dans la dernière Partie de ce travail, sur l ' introduction,
en place de R+ /T, d'une autre fonction arbitraire, qui permettra de
poser autrement la recherche de la fonction arbitraire correspondant
à un obstacle dont le contour présente une allure donnée à l'avance.
{Voir, en outre, mon Mémoire déjà cité du Journal de Mathématiques.
Dans un autre Mémoire, je montrerai comment on peut résoudre com-
plètement le problème traité actuellement lorsque la paroi fixe, au lieu
d'être rect i l igne, a une forme donnée quelconque.)
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DEUXIÈME PARTIE.
SUK LÏ5 MOUVEMENT ÏUÏN FUJÏDE ÏNDEFLNÎ AÏJTOÏ.TK, H 'HN OBSTACLE DE FORME DONNÉE.

On sait que M. Levi-Civita, dans un Mémoire fondamenta l , Scie a
Leggi di Jîesùtenza (Circolo mal. di Palerrno^ i< )<)7) , esl, parvenu a déter-
miner l 'intégrale générale des mouvements p lans permanents, avec
sillage, d'un f lu ide autour d'un obstacle lixe. Sa so lu t ion comporte une

•fonct ion arbitraire, sous forme d 'une série entière dont les coefficients
réels sont assujettis à une cond i t i on qu ' i l a donnée dans son Mémoire,
et à diverses relations et inégalités, récemment , mises en évidence par
M. M. Brillouin (Cf. Comptes rendue de l'Académie des Sciences^ 21 no-
vembre 1910),

Si l'on se donne a priori la fonct ion arbitraire en question,» le profi l
de l'obstacle correspondant et, tous les éléments du mouvemen t , en

particulier la résistance de l'obstacle, sont déterminés par les équa
f i o n s suivantes (Voir le Mémoire de M'. Levi-Civita) :

Parois ̂  et T^ de l'obstacle :
^

( 83 ) z =: x -i~ // :— — a a1'- f c1'^ ( ces o" — ces (T^ ) si n Œ da.
t/^,

Elément d'arc d'une paroi. :
( 8 4 ) dts •= — a a^ e'""^ ( c o s cr — c o s cr,, ) s i. n cr do'.

'Résistance de l'obstacle (Pa?? 'Pj) ^

(85) P^WP;,^ ^^^(o) 4- /^ j 2 C < ) S ^ , û ) / ( o ) — ^ / ( o ) ^
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Dans ces équations, a représente l'argument (entre o et 71) du point
correspondant à z dans un plan auxiliaire t, dans lequel le domaine
occupé par le fluide en mouvement est représenté sur le demi-cercle
supérieur | '( | = i • CT() est l'argument du point qui correspond à l 'origine
du plan z^ c'est-à-dire au point de l'obstacle où le courant se divise.

co •== 6 -t- n: estune fonction deÇ, régulière dans tout le cercle [ t\ == i,
limites comprises, sauf aux points e^'Qt e"^'. 0 représente l'angle de

la vitesse d'une particule fluide, avec Cte, et ^est la vitesse elle-même.
C'est dans cette fonct ion o qu'intervient la série arbitraire dont on a
parlé. On a en effet (y ===6^)

(86)
9 . y . i , — i j 4- i'Ç
^^—=7T • ( C o 4 - < ? i Ç - l - . ..-4-0,^4-. . . ) ,

Tout ceci étant rappelé, il est clair que le problème pratique véri-
table relatif à la résistance des fluides consiste, étant donné à l'avance
mi profil d'obstacle, à déterminer le mouvement correspondant, et par-
ticulièrement la résistance. Ce qui revient ici à trouver la fonction o)
qui correspond à ce profil. « C'estlà, écrit M. Levi-Civita, un problème
fonctionnel du type le plus élevé )). La méthode que nous l u i devons
ne permet jusqu'ici que de mesurer la difficulté de la question, sans
fournir aucun procédé pratique pour l'aborder.

Dans ce qui va suivre, je vais exposer comment je suis parvenu à
remplacer la fonct ion arbitraire de M. Levi-Civita par une autre fonc-
tion arbitraire tout à fait différente, et liée d'une façon à la fois
intime et évidente à la forme de l'obstacle. Il devient alors possible
de déterminer cette nouvelle fonction arbitraire, de manière à obtenir
la solution complète du problème, pour un obstacle possédant un profil

Ann. Éc. Norm., (3), XXVTIL — JUIN 1911. 33
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d'allure donnée àFavancey et tout particulièrement pour des obstacles
ayant la forme de proue de navire.

Je prendrai, mon po in t de départ dans ce fait, que l'on connaît la
fonction o) de M. Levi-Civita qu i correspond à un contour polygonal
[ Cf. U. GÎSOTTI, F'ene. ftaerUi ÇCiroolo mal. di Palermo^ i()o8, p. :i()6)|.

Du point de vue hydrodynamique, cette solution pcul. n'avoir du
reste aucun sens; nous F'utilisons ici s implement à t i t re û'intermé-
diaire analydqae.

En désignant par *(, == ^^i, ^ — (flïs1^ . . , ^,^1 ==^^« i , les points de
la demi-circonférence [Ç\ =.= i, ( j u i correspondent a u x sommets du

con tour polygonal ÇCp ^'(<» correspondant au point de l 'obstacle où le
courant se divise) , et on dés ignant par 0 , , O y , . . . , 0^ les angles que
font avec (U* les côtés successifs de la l igne (0/( ostr t ï la t i fàl 'aro 'C/f , , . , ,^) ,
la (onction w en question est la suivante ;

• (R7) a)(0=^(^4-^.)4^ (O^Ù^l^i^J^ 44^r•"^)lo^^i:^ .ï — ̂

/i:r,̂ .
ï — SÇ^-.î,-hC^-^r t -Olo^^-

avec la condition

(88) ^^^[(^-^O^^1^^-^)^^...^^^-^^)^..-.^

qui exprime que o) est nul pour "( -.= o,
, 'f ...Y

La détermination de log i^~^ est ceUe qui pour Ç == o se réduit à
cr/A . n/n" -^^^/r— ï ~ 22i \ rc
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II est à remarquer que cette fonction co possède comme points sin-
guliers tous les points ^ == ^€h == *€/, et aussi tous les points conjugués
des précédents. Ce fait est dû à la présence des angles sur la paroi de
l'obstacle.

La longueur du côté du polygone, qui correspond à l'arc ^//(^-n ? a
pour expression, d'après une formule rappelée ci-dessus,

/- '7/14-1
2 ^ ^(COSCT—coso-o) sino-f/cr.
J^

arc^/ /^+i==— la

Enfin, la condition (88) impose au polygone une restriction sur
laquelle nous reviendrons plus tard. Dans le raisonnement qui va
suivre, nous supposerons que les polygones dont il est question satis-
fassent à cette restriction; la légitimité des opérations ainsi effectuées
sera démontrée ensuite.

Ceci posé, imaginons qu'on parte d'un polygone tel que les précé-
dents, et qu'on fasse croître indéf in iment le nombre des côtés de
cette l igne, la longueur de chacun d^eux tendant vers zéro, de façon
que, à la limite, la ligne polygonale tende vers une certaine courbe.
Par exemple, imaginons que les polygones successifs soient tous cir-
conscrits à la courbe f inale P^ OP^. Dans ces condi t ions , les poin ts de

subdivision ^ , Ça , .. » , ̂ n-\ 9 d6 1^ demi-circonférence | Ç ] == i, cor-
respondant aux sommets du polygone, deviendront en nombre inf in i ,
et la distance de deux points ^ consécutifs tendra vers zéro. En même
temps la succession des valeurs 9 i , 63 , . . . . O^ deviendra une succession
continue, avec peut-être une discontinuité à la proue 0.
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Soient alors ÛÇQ la fonction l i m i t e (.le co(^) e tT ,de même, la l imi te

delà fonction T. co et T, sont la fonction (87) pour on des polygones ci-
dessus, et le coef f ic ien t de i dans celle-ci. L'existence des l imi tes sera
légit imée plus l o i n . L'élément d'arc de la courbe P |OPa est alors

a a^ e^1' | co s o" — ce s.?» 1 s in cr c/cr,

en désignant par .y,, la l i m i t e de l 'argument^ (qui correspond toujours
à la proue de l 'obstacle).

Or, supposons un i n s t an t connue la relation q u i existe entre l ' incli-
naison Ode la tangente à, la paroi ( dans le sens de la. vitesse du I lu ide) ,
et rargament G- du poin t e^ de la demi-c i rconférence | *( | == r q u i cor
respond au point do la, paroi considéré. Posons alors

(89) ê=:<â>(^

<D(cî') étant une fonction de o", que nous supposerons continue entre o
et TTy sauf peut-être à la proue (o" == s^) et possédant une dérivée con-
tinue, sauf peut-être encore au môme point. Enfin nous appellerons
<I>(.^,+o) et <I>(.s\, ~o) les valeurs vers lesquelles tend <l>(cr) lorsque
G- tend vers s ^ y en lui restant supérieur ou inférieur. Ces hypothèses
reviennent à supposer le profi l OP, Py de l'obstacle continu, doué d'une
tangente en chaque point, cette tangente var ian t d 'une façon cont inue
ains i que la courbure du prof i l . Les quan t i t é s <P(^ 4- o) et <D(,^ — o )
sont les valeurs des angles que font avec Ox les tangentes en 0 aux
deux portions î^ et t^» du. profi l .

Dans ces condit ions, le rayon de courbure en un poin de la paroi
aura pour expression

-„, a a2 (F^ \ cos a -— co.s.yo | s in a r/a,H = —————————^—————————,

c'est-à-dire
n ^L^I'^ 1 cos cr ~ cos 'y() 1 s ! n cr

" = ( i ) 7 T ^ *
Or il est clair que, si l'obstacle est donné, le rayon de courbure est

une fonction connue de l'angle © ( l a donnée de cette fonction déter-
mine d'ailleurs complètement la forme du, profil). Soit donc

(9<"0 H:^H(e)
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cette fonction. Nous en concluons que <&(cr) doit vérifier la relation
suivante, pour cr entre o et TT :

(90 Rl^o-)]^7^) == aa2^-111 coso-— cos^o | sino-.

C'est cette fonction <&(o") qui sera la fonction arbitraire que nous
choisirons.

Elle doit déjà satisfaire à la relation (91), dans laquelle nous allons
rechercher l'expression de T, ou plus précisément la valeur jl\ que
prend T sur la circonférence de rayon i.

Calcul de T\. — Un calcul élémentaire {Cf. LEVI-CIVITA, CISOTTI,
loc. cit.) montre qu'on a, sur la demi-circonférence supérieure
(0<^<K),

• 1 °7t —— CT 1

j (\ cr i
' "& "

Ç-
1 ——

ç/,.

K,,.
— î n o'

^Ï-!

sin

sir

O-A — a
î

en 4- o-
5,

^TT

a

^71

(<7>

(^<

ff/-)

.̂)

( 1 )

(2).

., ^ sin'
(92)

Par suite le coefficient de i dans l'expression (87) de a) est

sin O"! —— 0"
sin a/i— cr

7T
(93) - (^~.^)Ïoê--

. o-i -+- o"sin ———
-...+- (0/^1 -e^iog- o-^ -4- o-

sin —'——

sin er,, _ i — o-

-i-(^-^~i) log-
sin0^^^

Or, considérons notre polygone, circonscrit par exemple à la courbe
P ^ O P a . Soient a\y cr^, .... 0"^,... les valeurs de o- qui correspondent aux
points de contact dans la représentation conforme qui convient à la
courbe continue^ et o^, ^, cr^, ... les valeurs de Œ qui correspondent
aux sommets du polygone dans la représentation conforme qui convient
au polygone. Dans cette dernière représentation, tout le long de l'arc

( ï ) Plus généralement, lorsque le point e101 tombe à gauche de l'ordonnée de e^.
( 2 ) Oii lorsque le point e1^ tombe à droite de l'ordonnée du point ^'°'/<.



262 îf» VÎÎ.LAT.

'C/^ Ç/n-u 0 a ^n^ valeur constante
^.,=<PK).

Donc on a
^..^t-^- (i?(^)-<ï>(c^ ///,..t).

En outre, il est wnsemMable que cr^ et cr^,,.., ont à la l imi t e la, même
valeur que c^. Sans nous arrêter pour l ' instant à cette d i f f icul té , et en
a d m e t t a n t ce p o i n t y nous remarquerons m a i n t e n a n t que foules les
diflerences O/^ — 0 ^ dans la somme (<)3) tendront vers zéro, sauf celle

Fi^. 16.

qui correspond aux deux valeurs de 0 convenant au voisinage de la
proue, de part et (.rautre. En met tant a part cette dernière < l i ( Ïe rence ,
et en nous rappelant que les valeurs de 0 des deux côtes de la proue
sont ^("^o + o) et^^» — o), nous sommes ainsi condui ts ù penser que
la valeur l imi te de T est

[ 4 > ( ^ 4 - o ) — < I » ( . V y — o ) ] l o g

ch .

Un raisonnement analogue nous fournira, à la l imi te , an l ieu de la
condition (88), la condit ion suivante :

\(j,i tend vers <I>(TT) et. ^ vers ^(o)],
^

( 9?) ) 7r<I> ( TT ) r= ,̂ [ <î> ( ̂  "h o ) — <1» ( ̂ o — o ) ] -h f ^( ( s ) s ck.
«-Ai
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Et enfin l'expression (87) de co deviendra
263

. Ç - e^
(96) .0(0 • - [<&(ô) 4- <P(7T)] + -[^(^o+o) —^(.îo~o)] iogi - ç<?^"TC

^ /l7ï ^ — e^^<I>/(.)lo^I__,^(eUo^-3—s^-^ci.

REMARQUE. — 11 y a dans le raisonnement précédent un point faible
que j'ai signalé. Qu'on veuille bien regarder momentanément ces
considérations, seulement comme un moyen d'apparence logique,
pour nous conduire à un ensemble de formules que je légitimerai
ensuite. La marche suivie sera légitimée lorsque j'aurai fait voir que la
fonction 0 (*(), à laquelle je suis parvenu, satisfait bien à toutes les
conditions que la théorie lui impose, notamment à la condition de
prendre sur la demi-circonférence | Ç | === ï la suite de valeurs 0 -= <& (o-)
donnée.

Transformation de l'expression 'de 1\ . — Considérons tout d^abord
la valeur (94) obtenue pour Ti . Sauf pour a == ±s^, cette valeur est
finie. En elfet, l'intégrale qu i figure dans 1\ reste finie puisque au.
voisinage de £ === <j (par exemple) elle se comporte comme

f log | 6 ~ o-1 ch -==. (e — <T") l o g J e — a\ — (£ —o"),

et qu'on sait bien que /• log 1 1 \ tend vers zéro avec t.
Ceci étant, on peut écrire T, sous une forme plus condensée. Obser-

vons à cet effet qu'une intégration par parties nous donne

r s m
^(e)^.

s — a

. £ -hcrs m ——

sjn
â?6= [^(Ê)-<Ï)(ff)]10g.

£ — (7

.^ £ + 0"sm ——

^A-o—o » sin ———
-j [<&(s)-^>(.)]^log '^, ^

. € -+-0-
sm ———
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ou encore
H. VÎLLAT.

ç^o s in -
/ <^ (£ ) Iog———
^ sîn £ "h 0-

-^£ -= [<l>(.Ço— 0) — <I>(cr)'| îog

-r [<!>(£) ~-<ï>(<r)]^log—————
^o ' s in ——

en remarquant que la partie tout intégrée s'annule pour c ••= o.
De la même manière on obtient

7î sîn . ,
/ <!>/(£) log ——I , ' de = - f<I.>(,9,4- o) - <1>(^| log
^o sir/-^

-f [<5)(£)-<D(^]^Io^———^—
^.îo+o - sj r i — —

D'où, par une simple substi tut ion y
. s —- a

(97) ï>==--^ /'"[^(^-^(^.l^fog———^- tù-J^ ' shi———
%

D'ailleurs on s'assure facilement que
. | $ — a

^ sincr
s — cr , . s 4- r?(98) loff

sîn • si il

Continuùé de la fonction 1,̂ . — Je dis maintenant que Ï,\ est une fonc-
tion continue de cr sur la circonférence [ "([ = ï ^ exception faite, natu-
rellement, pour les deux points e±is^

Prenant T\ sous sa première forme (<)4) ^t négligeanfcune partie visi-
blementcontinue, nous sommes ramenés à faire voir que la difîerence1

£ — Oi
v. sîn —— w s î n — ^

(99) 1=/ l og———I<T(£ )^ - / log——L_
<A înl±-? ^ sîn8-!. £ "h 0-1sîn ———-

^(e)^
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tend vers zéro avec cr — cr^ , cr, étant supposé fixe et non égal à l'une
des deux valeurs exceptées.

On peut tout d'abord écrire
^ /sinsin £ — 0-

2

£—0-1

2

. £4-0-1sm ———-
2

. £4-0-

2

î= ^ (^ logs in i
^n

C/£.

Supposons, pour fixer les idées, que le point e^ soit situé sur la
demi-circonférence positive. Appelons DIL un nombre supérieur aux
valeurs absolues de ^(e) au voisinage de o-, ; et isolons autour du
pointe^ un arc AB ayant ce point pour centre et de longueur 2/c. Le
point e^ finira par être contenu dans cet arc.

Ceci posé, considérons l'expression
£ — 0-sin

^ A n
J=

sin
10£ ^(e)ch.

£ — (7i

On a facilement
e — c7

/ £ — <7logsin dz= (e — o-) log sin
tanû:-

£ — 0-
-^£.

De là nous tirons, en observant que ^ j l o g < T | est une fonction
Fig. 17.

\^

croissante pour x = o, et d'autre part que
Ê — a

——2—— •< i pour
tang-

. „, . , 7Tinférieur a — i

log sin
, ^ MB^ ( E ) d E <Ô1L^MB pgsin - M B ) ;

arc MB
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et l'on a de même
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-'Ail
logsiri . A M^'(s)ck <;)IL(AM log-sin^l -(-AM).

On a encore des inégalités analogues en remplaçant ^ par ̂
1 resuite de là que si, étant donné un nombre y arbitrairement

petit, nous choisissons k^e de manière qu'il satisfasse à l'inégal

•X(a/- | lo8's inÂ-|4-: î / . ' )<y

(œ qui est possible, puisque la fonction de k écrite tend vers véro
avec k), on aura, puisque les arcs AM e( MB ne sauraient dépasser 2Â-,

1^ (<^ / .

Considérons maintenant, d'autre part, les deux intégrales

. £ -4- Oi
, tf <sl 1 > ________*7t SU»

f lo^
^0 «;

!o,
- '"•^îï?"1''-'"-

51 —'- cr
S in ————./ 21(^' ^ (£)</c .•" cri

^(•Irconr.. arcAt t SÎI l

^peut choisir (. . | assez pelit pour qu<, quel que soit s .nfre
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^e^t moindres que ̂ , en désignant par ̂  le module maximum

- - ̂  | étantainsi choisi, les deux intégrales ci-dessus seront en
module inférieures à -y- ôn/iï ==7ï=y.
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De là résulte évidemment que, jo — crj étant ainsi choisi, on aura

| I |<6y ,

et par suite la fonction T est bien continue sur la circonférence,
comme nous l'avions annoncé (sauf aux deux points signalés).

Avec une modification insignifiante, on s'assure immédiatement
que le raisonnement précédent est encore valable pour G^ == o ou
<J^ = TC.

Étude de la fonction ^(?).

Je me propose de faire voir que la fonction û définie par la for-
mule (96) est une fonction de *( analytique régulière, f inie et continue
pour | * ( [ ^ i , exception faite toujours des deux mêmes points e^o. Je
dis en outre que la partie réelle ©de û prend sur la demi-circonférence
supérieure [ ^ l ^ i la succession de valeurs donnée <I>(a-) ("et sur la
demi-circonférence infér ieure les mômes valeurs aux points symé-
triques).

Tout d'abord, j'effectuerai sur û une transformation valable clans le
cercle de rayon ï , et qui nous sera très commode.

Transformation de QL dans le cercle \^\ •==. ï . — En observant l'égalité
facile à vérifier
/ x d , . Ç — ^ ^ ( I — • Ç 2 )
(100) ^^I—^-^^cos.^^-

une intégration par partie nous donne immédiatement
/t•ï()~o Y __ pis, F T _ /.fs n .s-o—O

( 1 0 1 ) j ,l,'^,)l»s'Y={,^.'^•=[s'Wl<>S'^^^,^

-f"wj^^^.
et l'on a de même

/*12r y __ A;E F y __ piS. ~\ TT

(.0.) ^ ̂ )log.^A =[,..(.) .oe.̂ J^

-{>). J^^
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et par suite û prend la forme

a(?):= ^P^^-^o^g^^iWo)-^!'^]^ ̂ r^^^iW0^
• W^- 0) - <I»(,ç, - o)] log( ?'-/'"0.

i — Ce''''»

^ •l<••.- °) ">»••lrw - •"(°' (10»" ,̂ ).,.
(_ ,___, .('>( C. \ >/• ' ,TT j / y _ '̂E s.

(+<I)(^)(los/i^^^-^^^,-<I>(,^o)log,i^

Or la détermination choisie pour log^-f^ est celle qui, pour

;:=o,seréduità^-^)C). De là on conclut sans peine que le

coefficient de ( dans log ; •^"^ est égal à

TT
i--6-^

y désignant l'angle indiqué sur la figure, supposé nul lorsque •C est

F.g. 18.

^1

situé sur l'ordonnée du point é\ On vérine bien que, pour Ç == o, y se

réduit à T t -ae et l'on retrouve bien pour coefficient de i : s — 2 ,

( ' ) Cf. LBVI-CIVITA (§ 10).
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Cela étant, pour £ === o, on a y == T: ; alors il vient

/, . Ç—e^ \ .71log^ -——— =—i-,\ b I—ÇÉ^/^O 2

et pour £ == TT, on a y = — TC, et il vient

/, . Ç — ^ ^ X .7:log^ ——.—^ =i-'\ 0 i — Ç ^ ^ / g ^ T C 2

De là nous concluons la formule

i r^ i _y
(io3) ^ ( Ç ) = : - / <!>(£)———-—"——-r/s,
' / 71: JQ I - — 2 Ç C O S 5 4 - Ï 2

qui n'est valable que r/a/z^ le cercle de rayon i , car sans cette hypo-
thèse, la partie tout intégrée dans les formules (102), (io3) possé-
derait une discontinuité entre les limites considérées, et nos raison-
nements ne seraient pas légitimes.

De la formule que nous venons de démontrer il résulte qu'on a,
dans le cercle considéré,

( r \ <1 r\.^ ( ,+^)cosg^^^(Ç)== ^ j <^)(^çcoss+ç2)^^(0== ^f<I>(.)-+ç3)cos£•

et
^(Ç)-^-.^ Ç\u) (i-^)sm^

' / ~ " rj, "^^i-^ÇcossHrÇ2)3

Retenons particulièrement de ceci les valeurs suivantes de û et de
ses deux premières dérivées, pour 'C, === o :

(ioro ^(o)= ~ ^ <D(£)^
^o

9 r^(J05) ^(0)== - < 4>(£)COSsr f£ ,
71 ^0

( io6) ^ ( 0 ) = — ^ f <!>(£) sin'e^.71 «A

Valeurs de û ===©+? ' T sur la circonférence \ *C| == i. — D'après la
manière môme dont nous avons opéré, il est évident.que la partie ima-
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ginaire iî (le 0 se réduit, pour *( === ^'«, à la fonct ion que nous avons
appelée ;;' T, (en y remplaçant o- par cr,). Occupons-nous main tenan t
d e @ , qui est la partie réelle, de l'expression (<)6), laquelle expression,
pour ̂  = *(< == e'\ est égale à

(107) ^a0=^(<^)= ^[<I)(O)+<I)(TO: |
/•fT, __ .,/.<,,

-(- ̂  <)>(,, .4- o) - <I^-OJ] )og<^^^

/ /* ' ftîi7. _ />të-4J ^(^îo^^—^^/ /-* 'ÎT '̂O. _ /^£

-/ ^(^"^•l1^

Comme û prend des valeurs conjuguées en deux points '( conjugués,
ce qui t ient à ce que la chose est vraie pour la fonct ion i log /' --^^^
{Cj\ par exemple LEVI-CIVÏTA, /oc. eu., § 10), il suffira de considérer un
point '(( sur la demi-circonférence supérieure, et nous pourrons
supposer cr^ compris entre o et TC.

Dans ces condit ions, on a déjà rappelé la (annule suivante [for-
mule (92) ] :

O", — S l l'Ttsm -J—— — — si cri>e,

'0^——^ = k^ ————— + iî — e " 1 ^ 1 " . o'i4-£ j ir:
Bin——— (+^ si a,<e.

Alors, en supposant pour fixer les idées cr, <j\,, nous aurons immédia -
tement :

/*A'()t"(> ^/<7,__^'£ /"»'71 .^,__/,/£

Partie imaginaire de ^ ^(e) Jo^/"~—^~^c/£= pari. irn. f ^(s) ïo^l-—^—^h
,o-0 ^^ff, ̂ . /.të" h p a r t . i m , ^ ^ ' (s)!^)^^—

«^fî'. ^ '

c'est-à-dire
^c-TTff'Tîi"^

pan. im. f fl (I)/(£)lo^•^^^=-iï^ ^[(D^^O)-^^)],
»/o 1 " f ' t ••' ^ 2

Puis nous aurons de même,
/t7t ^<7,__/./g /TTparL im.J ^(Ê)log,^^^ = E[^(^)^^(^^o)].
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Revenant à Q (*(,), nous en pouvons maintenant écrire la partie
réelle sous la forme

^^Wo)^-^)]

^W^-^o)]

+^W^o)-4»(.o-o):l^-^ +^[^(^-o)-^(c70]

4-^[<î>(7:)-e>(^+0)]

c'est-à-dire
0^<ï>(^).

La même marche réussi t de même pour o-^ > ^.
-Z)^c /a partie réelle de la fonction Q que nous wons construite au

moyen de la formule (96) prend bien, pour Ç == e^, la valeur (I> (cr).
Ce point fondamental éclairci, nous allons montrer que la fonction

ÛCC) est continue dans tou t le domaine j^i, exception faite des
deux points *( = e^1-^.

Continuùé de la fonction Q. — Je dis tout d'abord que û est cont inue
dans le cercle de rayon i.

Prenons û sous sa forme (io3), et soit ^ un point fixe intérieur au
cercle. Considérons alors la différence

orn or^- l f^^ I-^ i~^ \ ,
..(C)---(C)-^^ "^^x-^^cos^^-.- .^coss+^j^

Par un calcul élémentaire, on la mettra sous la forme

t2 (Ç) -a (Ç/ )==^ r<I>(£).———C+g-O-^ncoss (g_^)^
7r^ ( ï — a Ç c o s £ • 4 - Ç : î ) ( I — 2 Ç / c o s £ + Ç / 2 ) ^ a /

Du point *C comme centre, décrivons une petite circonférence
n'ayant aucun point commun avec la circonférence qui limite notre do-
maine, et appelons d la plus courte distance de la petite à la grande cir-
conférence. Il est clair alors que nous pourrons écrire, dès que le point Ç
sera intérieur à la petite circonférence (à cause de : rC^iJC'^ i,
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[i -^'Ccoss-h^Orf2,...)

^(^-^(ç^KllS-çi ̂ l̂ l̂ .

De sorte que, si x est le modale maximum de ^(e) de o à ir, on aura
l'inégalité :

q ̂ r
|^(Ç)^2(n|<^|Ç.--^l.

Ceci démont re que la fonction Û est cont inue p o u r ' C ' y puisque le
second membre sera aussi pe t i t qu'on le voudra, dès que RÇ "- *C| ^era
suffisamment petit.

La continuité est donc assurée dans le cercle 1*01 == ï .
Je vais faire voir ensuite que, si le point *( tend vers un. point

*(,===: e^ de la circonférence j Ç l ^ ï , autre qu'un des deux points
exclus, en suivant à l'intérieur delà circonférence un cliemin qui n'ar-
rive pas au point Çs tangentiellement à celle-ci, la fonct ion (îÇQ tend
alors vers û(Çi).

Pour le démontrer, je prendrai cette (bis Û sous sa forme (96), de
sorte qu'aux deux points Ç et *(, == e1^ (a^^s^ en supposant pour
fixer les idées le point Ç, sur la demi-circonférence supérieure) on a
les deux relations

a(Ç) == ^[<D(o) + <D(7r)] 4- ^ [<I>(^ + o) - *(^-o)] ï^ll=——

^iC^^1^1^^
û(ÇO=^[(I)(o)+$(<|+^l;<I>(^+o)-<I>(^-o)]lo^i^^

^^^!^^1^^

Pour démontrer la continuité, il suffît de faire voir que la 'différence

(-8) J-^'^îO^^-'og'^S)^

tend vers zéro avec '(, — Ç, ; la partie négligée dans û ('< )tendant visible-
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ment vers la partie correspondante de û (*€,), dans les mêmes condi-
tions.

On peut écrire

•-.r̂ "»^^ de.

Supposons momentanément 'C, différent de ± i.
Ceci posé, autour du point ^ de la circonférence, isolons un arc AB

de longueur 2/f, ayant ce point pour centre. Appelons J^ et Y les deux
parties de l'intégrale J, relatives à cet arc AB, et au reste de la demi-
circonférence (l'arc AB étant intérieur à celle-ci).

Observons encore, avant d'aller plus loin, que d'après ce qui a été dit
antérieurement sur le coefficient de i dans log /; ̂ ^ (cf. page 268),
ce coefficient ne saurait dans aucun cas dépasser 2-n:, en valeur absolue.
Donc la partie imaginaire de l'expression

;irî »io<->7li= l̂lo^^^-iog^l—Ç^ ^'i^Ç^të,

est toujours en module inférieure à ^. II en est donc de même de
l'argument du quotient

(c^g^)(i^^^ _ (g—g^ ) (Çi—e^
^ ̂  e^) ( ï—Ç^) - (Ci- ̂ ) (Ç - e-^Y

Considérons la portion J^ de J, sous la forme

^c^^^"-
On peut écrire au moyen d'une intégration par parties

( / T _ ftiz \ ( 'r _ /-,—të \ 3'Ti +• /»•
.1,,= [<I»(s)-<I>(.0] los^————————1 _

(îl-e''^)(£—e-'E)k-^•
f'7' 1~A' t fiiis. //»i'£ ip-iï ip-ts. 1
/ i ~ ' r / t • » / k - i l ——" vw v/^ ^^ (£/ 1

~i^ ^^-^^r^^çr^-'-ç^^-r^i^
Nous envisagerons séparément la partie intégrée et l'intégrale res-

tante.
Ann. Éc. Norm.y (3), XXVÏIL — JriN 1 9 1 1 . 35
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Parue toia intégrée. — D'après la remarque faile i l y a un i n s t an t ,
dans celte partie intégrée, l ' a rgument de la q u a n t i t é sons le signe lo^"
ne dépasse jamais f\^. Donc, en dés ignant par rX un nombre fixe supé-
rieur à la valeur absolue du quotient--^-—^—'-^ lorsque e^ se déplace
dans un arc de longueur 2 A, du centre 'C i , et auquel l'arc 2 À- sera
assujett i à être in té r ieur , la portion de l'expression considérée, pro-
venant de l 'argninent qu'on vient de dire, sera inférieure à 8x À'TC. Si
alors y. est un nombre positif a rb i t ra i rement petit , l ' inégali té

8X/.7:<^ ^<^̂XTT

entra înera que le m o d u l e de cette por t ion soit <; [M.
La portion restante sera alors infér ieure

011/>• lo
(g_^r^l)(^. i-/n
(̂  ̂  ^/<T,-.-/.)) (Ç__ ^•.-/di . t .Àt) ^-^H/*- loî.

(Ç..-.,.,..^(<rr--/.r)(Ç^_^-/(T,..-./»)
")-? / ^

!('»! '
.^(^.,,.,./,^ç _ ^ ,(^, /^| ?

ce qui peut s'écrire, d'après la lî^nre,

La quantité entre crochets est égale, suivant les cas, à
^MlLMA,PJ^jy/V

0 MB^MA^.AYB.IVA on îi Ïo ^MB.MA/J^îr.PiA
Fèr MB^MA.PilU^T
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Premier cas. — P o u r 7 c < ^ o ^ , nombre qu'on peut déterminer, on
aura

Pi W. Pi A7
OÏL k lo^̂MSr.MA^PiB.PiA <^

car la seule quantité variable sous le signe log est ici MA'. MB", qui est
comprise entre deux quanti tés fixes positives et non nulles, si l'on
assujettit le point *( à être à une distance de 'C, au plus égale à - (con-
dition à laquelle nous serons amenés dans un instant).

Reste la quantité
.X À - [ l o i r M A . MB |.

Or si, comme nous venonsde le dire, nous assujettissons la d i s tanceMP,

se^)

à être inférieure à ~ MA et MB seront assurément chacun plus
4

grands que- ; et par suite, si nous déterminons un nombre ag positif
vérifiant l'inégalité

(109) ^Xa3 log'^ <[J.,

vérifiant l'inégalité

^X03 lOg-y <^,

nous serons assurés qu'on a

D1L/r | logMA.MB|<^. .

Dans ces conditions, nous aurons

, . MB.MA.PiB^VV ^
^ ^MB-.MA^B.P.A <21J"
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Second cas. — La quanti té à envisager dans la partie intégrée de î^
est alors

71LA .MB.MA^PJV.P.A
t } lLÂ ^MB^MA.P.B.P^I-

elle est inférieure à

^LÂ-1 logMB.P,Al+^/.|logMA.P,Bi4-^/. log^/1^
Jjl 1 > - A i A

Comme MB, MA, PJÎ, P,A sont tous supérieurs à ^, l ' inégali té (109)
entraîne

', ^ i.•.......,•.,
a

.m A - 1 log-MB. Pi A | -i- OÏL /• 1 l ogMA. Pi B | < 2 ̂

Enfin, comme MA'.P.B, Mir.P.A' sont compris entre deux l imites
fixes non nulles, l 'inégalité

•Â'<^,

où o^ est un nombre qu'on peut dé terminer , entrainera

^ , . MA'.l\W
^k ̂ W^<^

En résumé, on aura dans les condi t ions susdites

_ . , MB, M'A7, Pi W. P, A.Jlu< ^^'iir-^îATpr^ <3^
Et, par suite, la partie intégrée de J^ sera inférieure, en valeur abso-

lue, à 3[j. ou à 4;x suivant les cas ; ou, si l'on veut, à 4(x dans tous les
cas.

Partie non intégrée de J^. — Cette partie non intégrée peut s'écrire
par un calcul évident

^^h ^/-» o'̂ - /c
i L ( D ( £
^(r,~/.
i \ [ ^ (^—^(o '^KÇî—Ç) ____î~
J^, L ' / v lm'î ^[(Ç-6^)((.{^-^^(Çi—^) "1 (Ç-^KÇ,—^)̂ ^

Le module des quantités ^~^VC,—e"^ ayant un minimum non
iml lorsque le point ^ est supposé à une distance de Ç;, inférieure a ^
on voit qu'il est possible de choisir 12; — ^ | assez petit pour qu'on ait
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l'inégalité
r^^^ e-i^
f^ [<I>(s)^^(.0](^^)^^^^^_^^<^
, '7i-4-A'

/^-Â.

Reste à considérer l'expression
tG'i-+-/>'

^ c<l>(s)-^(..)](,.-o^_^_,,^

dont le module est inférieur, avec les notations déjà introduites, à
Tt °»n 1?- M F (g—O- i ) ^ /" 1 £ — crj Jg
^^'^U (Ç-^)(ç.-^) ''^l^-^1^ MP.P.P-

Or, si l'arc AB est petit, ce qu'on suppose, on a assurément

PiP>-arcPiP=- l£-cTi

ou

PI P ' 1 Ê - ̂

et par suite
n<,^^..

Or, si P décrit l'arc AB, on a constamment
M P = M Q ,

MQ désignant la plus courte distance du point M à la circonférence,
et l'on a encore

^ /" M Pi , .,, r MP^ 7[ <% D1L / —— rfe< 2 DÏU f —— AB- A a ^ y Â B M Q
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en appelant Pa le po in t de rencontre de MP, avec la tangente en Q an
cercle. Maintenant il est clair que

Mpg _ » _
MQ sin//

y étant l'angle MPaQ de la figure (voir/^-. 22).
Si alors nous supposons que le point M. ('() tende vers le poin t P, en

suivant la droite MP^ faisant avec la circonférence un angle non n u l ,
il sera possible de restreindre suffisamment l'arc AB pour que, quand

Fiîï. 22.

M décrit MPi 7 l 'angle y ait un m i n i m u m non nul y ' ( i l s u f f i r a que sur
l'arc AB il n'y ait aucune tangen te parallèle à M P i ) . Dans ces condi-
tions, nous pourrons écrire, quel que soit M sur la droi te signalée (et
au voisinage de P,),

„ a M. ,H < --;—x ^ ff
sur//

et cette dernière expression sera infér ieure à y. si l'on prend

k ̂  ̂ ^ - /yA „ ̂  «.a,.

De tout ceci résulte qu'en choisissant pour k une valeur fixe égale
au plus petit des nombres a,, a^, a-y, a/,, a;;, on aura l'inégalité

|JABl<6^.

Considérons maintenant la seconde partie J' de l'exprcssioïl J. Nous
avons

''=/ »-(.)..^-^Z^;^.
^cIKo.r.-arcAl» ( s l — — 6 / ( ç & -'
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Or, .x7 étant le module maximum de ̂ (e) sur toute la circonférence
I*C|= i, on peut choisir [C, — ^ [ assez petit pour que, quel que soit £
entre o et TC (exception faite de l 'intervalle qui correspond à AB), on
ait

Alors on aura

et par su i te

(^-^)(^-^) ^
0 (^—^H^—e-^) ^ TTM/

|J r l<^

IJKIJAlî l+IJ' l <7fJ..

Donc, pour p C - — ^ ) suffisamment petit, J sera aussi petit qu'on
voudra, puisque ;J. est un nombre arbitrairement petit . Ceci démontre
la continui té de û(*(), dès que '( tend vers ^ (^ e*-15» et de ± i), en
suivant un chemin qui n'arrive pas t anû .en t i e l l emenfc à la circonférence
au point 'Ci .

Comme la con t inu i té de T a été démontrée sur la circonférence, et
que celle de © y est vraie par hypothèse (sauf toujours pour *(= c^o),
i l en résulte facilement que la restriction faite peut être levée et que,
quel que soit le chemin, intérieur à la circonférence, suivi par le point Ç,
î2(*C) tend vers û(Ç,) lorsque *( tend vers ^ (exception fai te pour
^ == e '̂o et momentanément encore pour 'C» == ± i ).

Cas où ̂  == ±: ï . — Reste le cas où ̂  == ± r, que nous avons exclu au
début du raisonnement précédent : il serait en elfet alors impossible
de choisir un arc AB en tou ran t le p o i n t C i , et entièrement situé sur la
demi-circonférence supérieure (condition essentielle dans le raison-
nement, par exemple pour l 'existence d'un minimum non nul pour le
produit MA'. MB').

Prenons par exemple * ( ,===+ i. Le cas *Ci = -—î se traiterait de
même.

Observons qu'alors û(d) est réel et se réduit à <D(o). Supposons
ensuite que le point '( tende vers i en suivant le rayon. Prenons ici
iîÇQ sous sa forme (ïo3 ) démontrée plus haut, soit

a(Ç)==l f <!>(£)———ï——^——z,r/£
' / 7r^ ' / i — aÇcose + Ç2

où tout est réel et où *( réel tend vers i.



280 H. VILLAT.

II suffit alors de reprendre un raisonnement de Schwart.x ( < ) , pour
s'assurer que û(C) tend vers <&(o) quand Ç tend vers i.

Partant de là et du fa i t que la fonction ÛÇQ est continue sur tous
les rayons voisins, extrémités comprises, ainsi que sur l'arc de la
circonférence limite voisin du point ï, on en conclura, par un raison-
nement analogue à celui qu'on a donné dans la première Partie
(Cf. p. 24.^), que la fonct ion û(*() est continue au voisinage du po in t
*( ===. ï , sans aucune restrict ion.

Des considérations analogues sont valables pour *( == — ï .
La continuité clé iîÇC) est donc bien démontrée dans tout le domaine

\Q\ ̂  ï, limites comprises ̂  exception/aile des deux points Ç = (^o.
On peut en outre étudier d'un peu plus près comment se comporte

ûÇÇ) lorsque le po in t *( === ? •+'r/] tend vers un des deux po in t s exclus,
par exemple vers le point Ço === e''^ ==== ^ -+- r/]o.

Observons qu'on a l'égalité

- log(Ç ~ Ço) -= arc t<u^^ ~ log [^ - ̂  + (^ - r̂ :|.t, ^ »«.., ̂  ^

Considérons alors la fonction

w^^)^--^^-^9-^^^-^
If TT

qui est bien déterminée et uni forme dans tout le cercle de rayon ï ,
dès qu'on a précisé en un point particulier la déterminat ion choisie
pour le logarithme. Cette fonction prend sur la circonférence [Q == ï
une succession de valeurs continue au point î^. Donc i^CC) sera
continue au voisinage de ce point, d'après les démonstrations que
précèdent. J'en conclus tout de suite que la partie imaginaire de û(?)
devient infinie en ce point. Puis, on appelant ©i( 'Co) là valeur que
prend la partie réelle de (î^ (*(), pour Ç ̂  Co? et S"i la valeur que prend
la partie réelle de iQ(*C) lorsque le point Ç tend vers le point î^ en sui-
'vaut un chemin qui fasse avec la circonférence un angle À, on aura par

( 1 ) SCHWARTC, Ueber die Intégration der partiellen Dîffiîrentlal^leichung A^==o fur
(Ile Flàche élues Krelses {Geswnrnelte Meith. Àbîiandiungefï^ xweitorBand.). — IL PIOAUÏ),
/fnalfse^ t. Ï, p* '2'3o.
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un calcul immédiat
^ ( r \ — ^ , ^Q^cQ-^o—o)/ r. .\^(Ço)-_.^4-————————^————————^—^-^.

Pour À == o, et X == TC, on sait qu'on a .% == <I> (,?y — o) et 2^ == ^(^o -+- o)«
D'où les deux relat ions compatibles :

e.(^) =<i>(^-o) + ̂ -t^^-^ (,.,-î),

©.a.)=<i>(.,+o)+^^^^-^^-ï-.);
ce qui permet d'écrire finalement

:^<^>(,„_o)^+o)^<I)^--o^.

On en conclut que S-̂  prend toutes les valeurs in termédia i res entre
<l)(.yo — o) et <I>(,^ 4- o), selon le chemin suivi par le point *( tendant
vers Ç^. En particulier, si '( tend vers "Co en suivant le rayon, la valeur
l imi te de la par t ie réelle de 0(0 est

^ - , ^ [ < D ( ^ 4 _ o ) + < D ( ^ - o ) ] ( 1 ) .
2

Transformation de la condition (90) relative à la fonction ^(e). —
Revenons maintenant à la condi t ion (95) relative à la fonction <I>, et
que nous avions obtenue au début, à savoir

^
7r(I)(îT) ^.yoW^o+O^^o—O)] + j ^' (£)£<:/£.

^o

Comme on a immédiatement

f " <Ï) / (£)£^Ê=:[Ê<I>(£)]• ;"~- 0 — f <f <!>(£) d£
«7(, ^o

et
f T C <I) / (£ )£A=[£<ï>(£) ; | ^^ -~^ <î>(£)^£ ,

^A.+O <-/.îo-+-0

('1) /^/r PICARD, AnalyKe^ l. I, p. "25%.

^//^. ̂ . ^or/n./ (3) , XXVIÏI. — JUIN 1911. ^Ô
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on voit de suite que la relation précédente se réduit à

/-7r

( l t 0 ) j < I > ( £ ) ^ £ = : 0 . "
J Q

Or, comme la partie réelle © de fit est sur la demi-circonférence
limite égale à <!>(£) pour '( = ̂ £, il se trouve que l 'équat ion ( ï i o ) est
j u s t emen t celle dont M. Levi-Civita a démontré la nécessité, et qu i
exprime, ce qu i ne doit pas nous surprendre, que la fonction
Û^C) est nulle pour 'C^o . \Cf. d 'ail leurs, l ' équa t ion ( io4 ) | . L'équa-
tion (3Q) du Mémoire de M. Levi-Civita peut en effet s'écrire, avec nos
notat ions actuell es,

^y^|:0<,(£) ~ 6(£):| rh ̂  o - ̂  ̂ -- î ),

<I>o(£) étant une fonction égale à

o — a pour o -< c <. .v,,.
d 4- a pour .s'o < s. < 7:.

De sorte que

- f ©o(£)^^» [ (Ô-a)^+(d+a) (7r - -^ )J=o-<^L~ï )
" »y 0 '* TT \ 2 _/

et que la relation de M, Levi-Civita se réduit bien à la nôtre
^

^ <!>(£) ̂ ==0.
^(»

Donc cette condit ion (no) n'apporte à la forme du profil, de
l'obstacle aucune restriction qui, ne soit pas dans la nature des choses,
malgré ce qu'on aurait pu penser au début.

Donc enf in , la fonction û déterminée par nos équations sat isfai t a
toutes les condi t ions : elle est analytique, régulière dans le cercle
l ' C ) = :r l imites comprises, sauf aux deux points exclus; elle prend des
valeurs conjuguées en deux points ^ conjugués; elle est réelle sur
l'axe réel, nul le pour * ( = = o ; et enfin elle prend sur la circonférence
de rayon ï les valeurs données. C'est donc Ïinlégrale générale^ au sens
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de M. Levi-Cwita^ du mouvement d'un fluide indéfini autour d'un solide
quelconque.

En outre, la fonction arbitraire dontdépenci la solution est ici <&(£),
assujettie seulement à la condition (no).

Cas cFun obstacle symétrique par rapport à Ox. — Dans le cas d'un
obstacle symétrique par rapport à Qx^ c'est-à-dire par rapport à une
parallèle au courant général, les polygones qui nous ont servi au début
peuvent aussi être choisis symétriques par rapport à 0-r. Alors on a
constamment

rc ^
(7,»== ^-, 0 == 0,

et par suite aussi

Puis les valeurs o-,, Œ^, . . . , o-,/_,, des arguments qui correspondent aux
sommets, et les valeurs 0 ^ , O a , . . . , 0,,, des incl inaisons correspondantes
satisfont a (Cf. Cisorn, loc. cil.)

C7/^./,=: Tf—- <T/, ( Â = = ï , 2, . . . , n — î ) ,

Qj •4- Qn -y+.l =0 (./ == 1 , ît, . . . , fZ ).

De là on tirera immédia tement
( l l l ) < Ï > ( 7 T — Ê ) = : — < Ï > ( £ ) ,

qui aussi bien était évidente.
On voit alors que la condition (no) est vérifiée d'elle-même; la

solution la plus générale dans ce cas s'obtiendra donc en choisissant
pour<Ï»(£) une fonction quelconque continue dans le premier qua-
drant; l'équation (i 11) donnera sa valeur dans le second, et la symé-
trie par rapport à l'axe réel définit enfin sa valeur dans les deux
autres.

Enfin, on a évidemment, dans le cas actuel,

et

t|)(.ço—o) ^-—^(.Ço+o) ^o

<Ï>(o) 4-^('7r)==o.



284 iï. VÏLLAT.

La fonction û prend donc la forme, tirée de la formule (96),

(u.) P-(ç) =- ̂ I> (î - o) log-^1 -i- ̂ pr^) l^-^ ̂

ou, û^/2.y le cercle de rayon ï ,

^(Ç)=i f <!>(£)———'—t2——ch.
' / TT^ i — î - i Ç c o s e - t - Ç 3

Sur la condition qui détermine ^((r) pour un couleur donné. —
Reportons-nous à l ' équat ion (91 ) qui fournissa i t le rayon do courbure
de la paroi de l 'obstacle; en y remplaçant Ï par la valeur T,( qu 'e l le
prend sur la paroi ('( == ^cr), et qui est donnée parla fo rmule (97)?

Ï————/ [<ï»(s)-<I>(.)]^Iog——L^^
^o s in ———

- — t 'A'- ^ (- 1 ——— '•A.' \ ' ^ j \ „ l V ̂  ————————————————

r c j . L ' ' v /J €/£ 0 . £4- cr^o s m ———
î's

on en conclut que, si le prof i l est donne, la f o n c t i o n <D doit vérif ier ,
outre (no), l 'équation

i /^ ., , // •sirl ~".r "
..̂ ^ l<l>(S)^<ï>(o.)l^l«,__l^^

( f j 3 ) ^.[^(cr)]^'^)^.^^2^ hln "T"' x (cos^—cos.vo|sincr,

pour toute valeur de cr entre o et r^
Pour un profil, symétrique, i l suff i t de vérifier cette équation entre

t 77 / . p '7T\o et- ( et 1 on a s^ ==- -
2 \ % /

Bien entendu, cette équation ( i î 3 ) n'est pas susceptible d 'être
résolue complètement dans le cas général, quoiqu 'e l le soit déjà beau-
coup plus simple que le système de relations correspondantes qu'a
obtenues M* Levi-Civita en considérant deux fonct ions inconnues ne
différant pas au, fond de © et Ï. (CL ^ '13 de son Mémoire.)

Mais ce qui fait l'intérêt pratique des résultats exposés ci-dessus,
c'est que la nature de la fonction arbitraire est reliée d 'une façon
tout à fai t intime et évidente à la forme du profil de l'obstacle. Il suffit,
pour s'en rendre compte, d'observer que, lorsque le point *C décrit la
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demi-circonférence supérieure \^\= i du point i au point -- i , le
po in t s correspondant décrit le profil de l'obstacle toujours dans le
même sens, sans arrêt ni recul, du point P^ au point P^ Alors la ma-
nière dont varie <I>(a) est connue; l 'al lure de cette f o n c t i o n est connue.

Il est par suite possible de choisir cette fonction arbitraire, de ma-
nière a obtenir un profil d'obstacle dont l 'allure générale soit donnée
à l'avance. On peut en former autant d'exemples qu'on veut, pour
lesquels les intégrations puissent être poussées jusqu'au bout (condi-
tion qui n'est d'ailleurs pas indispensable pour les applications pra-
tiques). Je vais développer un peu plus loin quelques exemples,
par t icul ièrement dans le cas ou le profil de l'obstacle a la forme d 'une
proue de navire, cas spécialement intéressant, et qui cons t i tua i t le
véritable but de la théorie.

ObserwUon sur ia méthode introduite. •— Au fond, la méthode que
nous venons d'exposer, dans ce qui précède, revient à déterminer la
fonction û par la connaissance des valeurs que sa par t ie réelle <&
prend sur le contour du cercle de rayon i. Or on sait qu 'une formule,
tirée de l 'appl icat ion du principe de Dirichlet, f o u r n i t sous forme
d'intégrale déf in ie la valeur de <I> dans le cercle ; la fonction harmo-
nique associée T se calcule ensuite par quadratures.

Ce qu ' i l y a d ' intéressant dans le procédé que nous avons employé,
c'est qu'il nous fait connaître par une seule quadrature les deux fonc-
tions © et T, ou plutôt la fonction û, et cela sous une forme éminem-
ment simple, qu ' i l est peu vraisemblable qu'on eût pu obteni r en
partant directement de © et T. La formule q u i nous a donné û dans le
cercle nous paraît consti tuer la généralisat ion, dans le domaine
complexe, d'une célèbre intégrale due à Poisson (1).

( 1 ) Je montre, dans un article : Quelques vues nouvelles sur le problème de IVmchlet
relatif au cercle (Bulletin do la Société mathématique clé France^ fascicule 3, 1 9 1 1 ) , la
vôritabio raison de l'analogie ^ern<^ulquablû entre la formule de Poisson et notre formule (io3),
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Étude de quelques exemples.

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'exposer en déta i l quelques
exemples, que nous prendrons dans le cas d'un obstacle symétrique.
Nous supposerons donc

TT_ 7T , _
, y ^

Nous utiliserons la remarque suivante :
L'expression (io3) de û

^-ïf^^Zl^
^0

(h

a été démontrée être valable à l ' intér ieur du cercle de rayon i; si alors
nous parvenons à tirer de cette formule une expression en termes
finis représentant une fonction con t inue dans et sur la circonférence,
sauf aux deux points déjà tant de fois signalés, cette fonction sera
éga leàÛ^C) dans et sur la circonférence, à cause de la continui té ,
qu'on a démontrée, de û jusqu'aux limites du domaine [ Ç j ^ i. Ceci
nous dispensera généralement d'avoir recours à la formule (96), qui
est moins maniable .

Premier exemple. — Proposons-nous de déterminer la fonction arbi-
traire de façon à obtenir un profil d'obstacle analogue à celui qu'in-

dique le dessin, l'obstacle présentant à l 'avant une pointe avec la
tangente 0^, et la concavité étant dans le sens contraire de ()x.

Il suffira de prendre pour <I>(cr) une fonction négative de o à TC?2
et croissant depuis une valeur comprise entre — TC et o, jusque la
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valeur o. Par exemple ces conditions sont satisfaites par
( I ) (a)=— Pcoscr (P constant),

avec
7T

0<P< 7 1 .
2

La fonction Û^C) correspondante est alors visiblement, sans aucun
calcul, é^'ale à

^ ( Ç ) = = - P Ç .

Il est d'ailleurs facile de vérifier que l 'emploi de la formule (io3)
conduit au même résultat. Il nous paraît i nu t i l e de reproduire le détail
de ce calcul.

Dans le cas actuel, le coefficient de z'dans d est — PT] ; sa valeur
sur la circonférence de rayon i (*( = e1") est

T^—Psino-.

On en conclut donc, par l 'application des formules (83), les équations
suivantes q u i dé te rminen t exactement le profil de l 'obstacle

/.(T
x 4- iy == — 2 a2 j a^^+'"v) coso" si no- ci a,

J^
T

c'est-à-dire
Tt

r^x === 2 a2 I e1'81"0" cos (P sin o") cosa sin a da^
Jff

TC

..T
y-==—icê 1 6^ s l n ( 7si^(P sino") coso-ëino-^cr.

^(7

On s'assure aisément que ces quadratures s'effectuent exactement,
et qu'on peut écrire

_ a2 (6 / î > a î l l ( 7 | s i l l (Ps inc r )—Psino• [cos (Ps lncr )+s i l l (Ps ino• ) ] | )
x =: pï ( ^ ^P[p cosP - (i - P) sin P] j '

a2 ( e1'"1"'7 f cos (P sincr) — P sino-[cos(Psinî7 ') —sm(P s ina) ]^ f
y — p^ j _ ^ ^ ̂  ^^^ ̂  ̂  ( i _ p ) ces P :] \ *

On observera que, dans tout le demi-cercle supérieur l ' C l ^ i , qui
correspond par la représentation conforme au domaine occupé par le
fluide en mouvement, le coefficient T de i dans û est négatif. Par
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suite dans tout le f lu ide , la vitesse V == é^ est inférieure à i, ^valeur
qu'elle possède à l ' i n f in i . Ce résultat m o n t r e que la réal isat ion du
mouvement précédent est possible. [Cf. les récents résultats obtenus
par M. M. Brillouin (Comptes rendus de U Acad. des Se., ai nov. 1910),]

La résistance du profil est ici [Cf. formule (<S;3) j

1\ 7:0-7m
f-^o)^-^.

Nous n'écrirons pas les autres éléments du mouvement .
La fonction particulière que M. Levi-Civita nomme 0)0 est ici nul le

(a == S = = o ) . Le cas actuel rentre donc comme cas particulier dans
celui, étudié en détail par M. Bri l louin, où la série entière de M. Levi"
Civita se réduit à son premier terme.

Les exemples suivants sont au contraire essentiellement nouveaux.

Deuxième exemple. — Proposons-nous de déterminer la fonction
arbitraire de manière qu'elle convienne a u n e courbe obstacle analogue
à lafigure ci-dessous. Il suffira pour cela que ^(cr) soit négative pour cr
variant de o à -? et qu'elle décroisse constamment de o à une valeur — P

comprise entre o et — ^- Bien entendu, la valeur (le ^(cr) dans le
second quadrant se dédu i t par la formule ( in) de sa valeur dans le
premier.

Fig. .4.

Toutes les conditions susdites sont réalisées en prenant
v\ ' TC 1— P S in (T pour o <;o"<;— \

^W:
+ P s i no- pou r — < cr<; TT2

0 < P < - .< a y
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Calcul de û. — Calculons alors û. On a dans le cercle \t\ == i 3elon
la formule (io3)

7C

oir\ P C~- sinsO-^) ^ , P /-TC sinsp-^) ^
&(2 (Ç )==— — / —————=———————rrr "S 4- — I —————^———————=^"e-.1 ' TrJ^ i — a Ç c o s e + Ç " -ÎT J^ i — s Ç c o s s + Ç -

T
Or, on a

F 2 Ç si ne y , / s- ^\ r^/ \
J-ï-riç^oiTT^^"10^1-2^032-1-^^^^'

et par suite immédiatement

^(0 = - £ ̂  ̂ ^(E) - F(o) - ̂ W] -
c'est-à-dire

û(ç) ̂  _ ^ Ll^L [-, log( î + r-) - log(i -~ Ç)2 - log(r -h Ç)2]

ou enfin
^ P i-Ç2 r - hÇ 2

^^^^———lo,^-^.

On constate immédiatement que cette fonction (qui, bien enlendu,
convient dans tout le domaine ̂ ^ i) n'y possède que les points sin-
guliers *(== ± i; les points Ç == o et^C == =b i ne sont singuliers qu'en
apparence. Gela est évident pour *( === o, car au voisinage de ce point on a

ÎÏ , __ ?-2 / 9 ?-6 \ 9 p / ^ \
a=-^^-(.ç^^-....)=-^(.-ç')(ç-<-^...)

(le log considéré est celui qui s'annule pour i^^o, comme cela
résulte sans peine de l'intégration faite ci-dessus). Quant aux points
Ç == ± i, ils ne sont pas singuliers, à cause de ce fait que
/ ï _ î^ log ( i—~ î2) tend vers zéro en même temps que i — î^2.

Y a-t-il besoin de dire que la fonction û obtenue est impaire en Ç.
Calculons les valeurs de Û sur la circonférence |Ç[ === ï , c'est-à-dire

pour *C = e^.
On a pour cr <<^ la valeur

P i -4- e2^<•-> __ (^ , ,'̂  __ •"• /•/,-../<r //;'(T \ l^iry _____
&^^=: ^ 1 + Z i . 1 — — - ^ ^ e — 6 ; ̂ b ^ _^2^

a^'P . , / coso- \== —— sm (7 log ———— ?TT °\—ismaj
Ân:n, Éc. Norm., (3) , XXVIII. — JCILLET 1911, ^7
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ou encore

61-4- n\=: 2^—s inc r l og (zco tc r ) =: 2 ^ — s i n en — •+• iogcot cr j

p=— P sino- 4- 2/-~sino•lo. r(cot .o•) .
7Ï'

Et pour (j^> -? il vient de même
aï

Oi -4-. îT, z== 2 (—s inc r l o^ [— ^(— colcr)] =:r •2( -- sino- — — -4- log(— coto-)
7T 7T 1 3

P== j? sin cr -t- 2 /— sin cr Iop;(— coto').

Nous re t rouvons donc hien pour ©^ les valeurs dont nous étions
partis, et nous voyons que T, prend sur la demi-circonterence supé-
rieure les valeurs

9-Pï\ =: -— si il a logj col cr |*

'Parois de l'obstacle. — En app l iquan t la formule ((S3) nous trouvons,
p o u r Tï"? i ( 01) ^ ) p a r e x e m p 1 e,

TC
~7 *> p

/* " ^, ,l.«, gin o" io^ j cot 17 {
x == ar/- e 7Î cos(P sino-) coso-sino-^/o-,

«^(7
7C

/ t ï î „. ^«jn^io^lcolo-}
y :=: 2 r/2 j e ^ sin ( P sin cr) cos cr si n o- A.

<//3.

Résistance correspondante. — Elle est égale à

P^^(O).

Le plus simple pour avoir ^(o) est de se servir du déve loppement
en série dont on a écrit les premiers termes au voisinage de *(=o,
ce qui fourn i t de su i t e

9 P^o)==-±L
et

/<2pî
p __ " i
'•^--^--



SUIl LÀ HÉS1STANCE DES l ' -LUlDES. 291

Vérification. — II est intéressant de vérifier que, suivant un théo-
rème de M. Levi-Civita, la différence i'2 -— (Oo dans laquelle (JD^ repré-
sente la fonction (28) de son Mémoire (celle qui correspond à
l'obstacle formé de deux lames), est une fonct ion analytique, sans
points singuliers sur la circonférence de rayon i, et par suite déve-
loppable en série entière pour t inférieur ou égal h. i.

La fonction ojy de M. Levi-Civita est ici (o = o, a ==. P)

ï P i i -4- i'Ç ^ P l . / Ç—i \G)o == —1(1^' —=-j? = —10^ [—r7T ° 1 - ^ 71 • ° \ - - Ç - - ^

et par sui te la différence 0 c0(, :

/-, P / i -ç 2 i+ ̂  ., ï — ^^ ̂  o,^ ̂  -^ ^ ^_^_ log- ^——^ + -^. lo^ -^——^ ;

Les seuls points s ingu l ie r s possibles sur la circonférence susdite
sont v is ib lement '(==== ± i. Or, au voisinage de 'C^^' par exemple ,
la seule partie du crochet qui puisse n'être pas régulière est

l^—— Jog( ; - i) ̂  2 i loë-(Ç - 0,
s

et cette quanti té se met sans difficulté sous la forme

-^(Ç-O^og^Ç-z),

qui tend vers zéro lorsque Ç (end vers i.
Un calcul analogue est valable pour '( === — i.

REMARQUE. — La présence sur la paroi de l'obstacle de deux points
Pi et P^ où la tangente est horizontale, donne lieu à une difficulté qui
n'est d'ailleurs pas nouvelle. Il arrive que, du point de vue physique,
une portion de la paroi n'est pas acceptable, la vitesse le long de
cette portion dépassant la vitesse maxima i permise par les hypo-
thèses hydrodynamiques (Cf. M. BIULLOUÏN, Comptes rendus, 21 no-
vembre 1910). On a en effet ici, sur la paroi,

2 P s î n o - l o g i c o l o - l
V == e^==. e^
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et l'on voit que celte vitesse est plus grande que i dès qne cr sort de
l'intervalle ^? — •

4 4

Troisième exemple. — Proposons-nous d 'obtenir une forme d'obs-
tacle en forme de proue de navire, comme cela était déjà le cas dans
l'exemple précédent, mais les tangentes aux points 0 et I\ ayant sur
Qx des incl inaisons quelconques. Il suffira pour cela de choisir pour
<[>(ar) une fonction qui, lorsque cr croît de o à — ? varie en décroissant

'A

constamment, les deux valeurs extrêmes ayant toutes deux leur mo-
dule inférieur à —

2

Toutes ces conditions sont réalisées si l'on choisit

<I>(cr )=
— P tang' ^14- ^2 ( — — a) pour o "< cr < — 5

4- P tang ai — a^ ( Ï — cr) pour -î < a < ̂

a^-a^>o; ^4-ûâ^<î; o<P<
a 2

7T

^[''-vJ2 ta n^ a i"4- ^2

^,, ^2 et P étant t rois constantes vérifiant les inégalités que je viens
d'écrire.

Je vais développer les calculs dans l'hypothèse

02=
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et, par suite,
a,<j.

Calcul de û. — D'après la formule (io3), nous aurons

^(ç)=--^( i--ç2)
t angua i 71

4 ~ ~ ï
I — 2Ç COS£ -4- Ç2

/ 7T £ '
tang^-^4-^

-^£

I — 2Ç COS£ 4- Ç2 -<:/£

ou, en posant

tang(ai4" î )==(3 (>i), [wg[a,— î) =:[3i,
\ 4 / \ ^ /

^(0 1 ->
 /

T T 0 '

î-2 \

) ^ •.

/"» *^
1

— aÇ coss •4- Ç"

p
i -1

Pi

—lang

•h P tan^.

4-tan g

s
2

£
y —
'2

e
a

x — a Ç c o s s + Ç 2 ï — | 3 i l a n g —

Remarquons la re la t ion élémentaire, déduite de ce que

(-?) 7T\ TT

î^i'
entre p et p, ; cette relation est

(3^+i==o.

Cela étant, il nous faut calculer les deux intégrales
IT

:./ <•
(3 — lang-

( i— â Ç c o s e - 4 - Ç 2 ) (» 4- (3 tang;
^Ê
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(3,+tîHig-^

( i — aÇ COSÊ + Ç 2 ) ( r — pi tan^ ̂
-^£

D'ailleurs la seconde se ramène à la première. En posant

£ =; 7T — £ ^ ,

on constate en effet sans peine que

/ p...- —
tan^

r== | .————^————————^,
( i + 2Ç cose. + Ç5) / i -.. —^1— \

'""K-T,-

c'cst-à-clire, à cause de p, ==—-,

'-/
p—tan^'l

< a 2 ,

( ï 4- -2Ç coss, -+• Ç^ ( i 4- (3 tang^
o \ 2,

^/£,.

On déduira donc F de 1 en changeant le signe de Ç.
Ceci posé, faisons dans 1 le changement de variable

lang-==^;
.4

il vient
1-=- f1 2 ( P — — ^ ) ^jo (I+(3^y[(I+ç)2^-+-(I~ç)7i'

Or on vérifie facilement l'identité suivante

______P—^_______ ^ A ^ Ï^^C
^+^[(l4-Ç)^^(x-Ç^]"'^—— (,+0^-^(1-0-
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avec

A ==:
^

(i+ç)-+(i-^ B = = — A ( i +Ç)2 AC=-i-j.(i+Ç)'.

De sorte qu'on a pour 1

I=^Alog(<+p)

+ ̂ JL^ 10^' -1- ̂ ^'-H' - Ç)2] + T^ç; arc tans ̂ | < [,

c'est-à-dire, après des simplifications évidentes,
TT

I -= ' + P2 ,,., (i+P)^.-?)-2 8pg ^-+arclansg
(i+^^+p^i-Ç)2 & 3 (14 -^ ) •' i — Ç ^ ( i 4 - ç ) î 4 -p î ( i _ç ) ï -

On a, par suite, en changeant '(, en — '(,

r: (I+P)^!-)-;)-- _ 8,3g ^-—arclangÇ____• 1 '-'____ in,,. v ' ' f i \ • ' •' -' _ "î  1'_________
(l-Q'+P^i+Ç)2 " a( i -+ -Ç 2 ) i-Çî ( i -Ç)^+p2( i -Ç)2 '

et enfin
- (I+^)(,-^) (l+P)'(,-g)« -I

(I+O'+P^I-Ç)2 '00 2( I+Ç2 ) [

86Ç /ïr ^
+ (i+^+^d-O8 (4 + arc twë^(n4) £2(0=—

7̂1 (i+p')(i-g') ^^(i+p)»(i+g)^
( i—n'+p^i- i -ç)2" 2( i4-ç 2 )

8(5;_______/7T

|_ + (T^r-^rrw ̂  ~arc ta"^
qui est bien u n e fonction impaire de *(•

Développement de û a^ voisinage de Ç == o. — En observant que

( ï - h Ç r + f ^ O — Ç ) 2 "'" x - r - ^ + a Ç C » - ^ ) - ^ ^ ( j ^ ^ )
î ( . ï — p 2 \—— _______ 1 f __ r» ?' _____F , j l

- l+^\1 ^ I+p»-^--^
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et en utilisant des formules connues, on peut écrire, au voisinage
de Ç=o,

'KQ

F
(i-

( T
\ 1

-t- ^
i +

1 8P
+ i+

.)(
€•)(

.ç
(3°

.Ç
P2

i a?'""
-i-t

( î —

"-s-
fi " Ç 1v s
/ - î
( I+2Ç,

-^ \HP' /
-p» \
-p2 /. p .
+|32

-f32

+(3'

-" '" ï-)^*^ r/
.

alog(i+(3)-4

•V^+S
A.^'

.V-ç-yv» ' •

-^-^-y-
a/. s2 \-2^

ç3

3

Ç3

3 ^

ç. N

2

)
)

—log?-"

'̂'b '"

(^î\S

(Ç2-

)̂.
)"

i+^\' ^ ^ - i + ^

et, par suite, le développement en série de û commence par le terme

Ï[TTP»^--T^

dont le coeflicient est par conséquent égal à la quant i té û^o) dont
nous aurons besoin plus loin.

Calcul de 0 sur la circonférence \ *( | == î. — Dans l 'expression (n4)
de û, valable encore sur la circonférence l imi t e^ faisons t(==:^'7 et
remarquons les formules faciles à démontrer :

^2/(Tj — e____ ___ — î si n cr
(i^^)2^p2^_j^j? ••1"- (7 r̂̂ ?y^^^

( f ——^'(7)2 , — — ^ ^ ^ ^

ï -+-€-yii<î "~"~ • COS<7

(, + ̂ y^ p2(j _ ^Y w 2 (ï 4- P2) CO'SO- -h ^ ( ï - p2)

A T T , . / 7T G^^+logtang^-,
arc tanfr<?^== —

& ^^ .TT , 'TT 0-

"4~2
y^^ 4-logtang'

o<a<^,

- < 0- < TT >
\ ?- /

et d'antres analogues. Nous en déduisons que û prend sur la circon-
férence l imite la valeur

Q,^Q,+rt\
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donnée par l 'équation
297

1—— COS(7
'̂7T -}- 10^ 0 < C T < .i sino' (r+p)2

(i+P3);——^ log COSCT

1 — COSO-( l - hp^COSCT+O --p-2: (?<-<')log
— COSCT

1 "{- COSO"
Î0£î'g — — — — — — — — 0 < C T < -

0 COSO- \ 2^< s in o' ,0+P)2
+(l4-p2) lœ( ï 4 - l 6 2 ) c o s o • — ( I — ( 3 2 ) | & 2 , r+coso-

i7T -h- log———————30 — coso- -<.<^
\,3 J

.TT , / T T Gr\ / 'm
^+loglang^-^, ( o < ^ < ,4P

( t ^ -p^COSO-^^ I+p 2 ) 4 2M .TT
("-- -i- log'l.aiiç

a 4 ~ 2 '
^ ^ ^- <0-<1T

4p
. TT . / 'TT (7\<^+logtang^-^,

(J^-p^COscr-^ i -p^) 4 -.u .TT 71 (7

4 " 2
^ 4- iogtang 7 -<cr<Tr

^ 2 y

Comme vérification, la partie réelle ©i sera, en supposant pour fixer
les idées o<^or<^5

7T©i '7r[(i 4- R 2 ) sirig-4- 2?]
"" T^ ̂  ( ^ + P 2 ) c o s o • - ^ - ( I — p 2 ) î

c'est-à-dire, en se souvenant que
7^P = t a n g ( ^ a i + y j ?

e,==~p
s in<7 + sina ai 4- 7-

\ 4.

cos? -4- cos2 r/,i 4" —
\ 4^

ou enfin

0i •r=— P lyng( a i - 7T O"̂

4 ~ " î -

C'est bien la valeur dont nous étions partis.
Quant au coefficient T\ de i, sa valeur sera la suivante, en supposant

Àfin. Éc. Norm.f (3), XXVIIÏ, —JUILLET 1 9 1 1 . 38
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~ <^<^?ce qui correspond à la paroi OP, :

TC ̂  ( i + (32 ) si n o- [ , ( ,i 4- (3 )2 , i — ces cr'j
- p ̂  —— (^^cosa+(i-^) L108' ——. + 108' "=^sÏ-J

+ (^^P^Jf^^L^, (I+P)2 . i +COScr
• ( ï+p^COsa-C i -p 2 ) & 2 l^ l- ^- ' —coscr

^^(i-p^lo^tang
+ ( ï+p^ '^COS^-^I — f^) 2

En transportant 0, et, T^ dans l 'équation (83), nous aurons les
équations de la paroi OP( .

Résistance clé l'obstacle. — La résistance est donnée par la fo rmule
Tra-
T1>.-———^(0) ,

où Û' (o) a la valeur calculée il y a un i n s t a n t {cf. p. </;).

Vérification. — Je vais vérHier r a p i d e m e n t que la fonc t ion ûy (nut
j'ai construi te précédemment , ne possède, pour [ Ç | in fé r ieur ou é^al
à ï , que les points s ingu l ie r s ^ ̂ ± / (c 'es t-a-dir^ 1 les p o i n t s e±i^ de la
théorie générale).

Les points Ç == ± i n ' introduisent pas de difllcultés, caria, présence
du fac teur i — Ç2 devant l og ( i +1,) ou log (î ' "--'() e n ( r a i n ( î que la
port ion correspondante de Û tende vers zéro.

Il reste à s'assurer que les po in ts Ç racines des d e u x dénomina-
teurs

O+^+^O-Ç)2

ou
( l ^Ç)2+P.( ,^Ç)2

ne sont pas des points singuliers.
Prenons par exemple le point

p, / ,y ^ \J l — J

"-pTTT1

racine du premier dénominateur. En posant,

Ç==Ç,-+-A,
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on s'aperçoit sans difficulté que, au voisinage du po in t *(,, iî se pré-
sente sous forme d'une série en //, augmenté d 'un terme en -^ Le0 ii
coefficient de ce dernier est, comme i l est faci le de s'en assurer,

Or on a

i - r, .4- ^Oj_^} ' -- ^^ _ ̂ _^^^ ,„; ^_^,

et Dar s u i t e le c o e f f i c i e n t de/ r se r édu i t ai, . , „ ^

r ÊI_L 1
P l 4- f^ ( I -h .6 )2 1 P / -+ -1 ! ~ ;6

"" T? L ̂ ~p77 K^ TrrpT- +• 7 —^—l(^' 7^ J ?

et comme on a

_^P_ - iZLÊi O+i 3 ) 2 _ ^P
(14-p0 2 """ l ' - h p / ' i — f 3 2 ""' i — p '

ce coefficient est nu l et le point ^ i n'est pas singulier.
Enfin, je vais faire voir que, selon le théorème de M, Levi-Civita, la

différence û — o^ n'a aucun poin t singulier sur la circonférence
de rayon i. Où a ici«/

^3 "rr o, a = P lang-ai •= P —^-y') ?

. . a l ^ ' p — ï , 14-^ a P ^ p — i , Ç — ^
^(O-^^^TZTTç-^h^

Dans la différence 0 — co^ les seules Singularités apparentes sont
Ç =± ^ Prenons par exemple le point t= I.A.M voisinage de ce point ,
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les seuls termes de la différence, à considérer, sont
p , _ rî f, P Q'r i

^^^^^^^^^-^-^(.-.^f^--^10^-0

- ̂ ^\^^^-^ ̂  ̂ ^^-t)
2 P i (3 — i . ,-, ..--^-i^10^-')'

en se souvenant que
j i 4- /ç i ç — /

a rc la ri g Ç = —. 1 og "——rr: == —. 1 og •' 2 ^ ° î—rç "" a r ' 1 0 — ç — /
Or on s'assure main tenan t innnédialement que le coefticient de

logCC—î), dans rexpression qu'on vien t d'écrire, est u n e fraction raii on"
nelle en *(, qui s'annule pour *( === i et qui par suite con t i en t *( — i en
facteur. Il en résulte que le produit par lo^(*C — i) tend vers zéro
quand *( tend vers i. Le point *(==? n'est donc pas singulier, ce que
nous voulions démontrer.

Comme l'exige un théorème fondamenta l de M. Levi-Civita, nous
voyons qu'alors la fonction û ~ (Oo est développable en série entière
suivant les puissances (d'ailleurs impaires) de "C, le développement
étant valable dans la circonférence de rayon i.

Autres exemples. — II serait facile de former au t an t d'autres exem-
ples qu'on voudrait, donnant naissance à des profils d'obstacle
ayant la forme d'une proue de navire. On en obtiendrai t , avec un
nombre quelconque de paramèt.res arbitraires, en faisant la somme
d'un nombre quelconque de fonctions <I>(cr) ayant la forme décrite
dans les deux exemples ci-dessus, après les avoir multipliées par des,
facteurs constants positifs ; ces facteurs devant seulement satisfaire à
cette restriction, que la somme décroissante obtenue varie, lorsque
cr croît de o à -? dans des limites comprises entre o et — ^" On aper-
çoit même là un moyen d'introduire une infinité de quant i tés arbi-
traires, dont on pourra profiter pour que la courbe profil soit aussi
approchée que possible d'une courbe donnée graphiquement à
l'avance,
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On pourrait de même utiliser pour $ (cr) un polynôme entier cons-
tamment décroissant lorsque cr croît de o à ^? et profiter de l'indéter-
mination des coefficients dans le même but que je viens de dire. Mais
nous n ' insisterons pas ici davantage sur ce sujet.

Il nous suffira d'avoir mis en évidence la possibilité pratique
d'obtenir un profil d'obstacle de forme donnée à l'avance, et d'avoir
traité en détail la forme assurément la plus intéressante pour la pra-
tique.

Des obstacles ayant la forme de coupes à rebords enroulés en spi-
rales (tels que ceux qu'a rencontrés M. Brillouin dans l'étude appro-
fondie du cas où [î — C0o se réduit à c *() pourraient a priori s'obtenir
en prenant pour ^(o") une fonction décroissante dans l 'intervalle o, ^5

î

le maximum ou le minimum, dans cet intervalle, n'étant plus com-
pris entre o et — 7T-

Sur l'extension de la méthode précédente au cas du fluide limité
par une paroi fixe.

Je vais faire voir que la. méthode employée avec succès dans le cas
du fluide indéfini réussit aussi bien pour résoudre le problème de la
résistance, dans le cas d'un f luide l imité par une paroi fixe rectiligne
indéf inie , lorsqu'on se donne à l'avance la forme de l'obstacle qui
y est immergé.

Je commencerai par rappeler que, dans tous les cas possibles, nous
sommes parvenus (sans r ien supposer sur la forme de l'obstacle) à
déterminer une fonction particulière û^, au moyens de laquelle la
valeur générale de û pouvait s'exprimer par l ' introduction d'une cer-
taine série de Laurent. Cette fonction ûo particulière avait \Cf. équa-
tion (56) j la forme suivante :

00 00

( 11 ;"» ) ^o == '\ A n sh ( n log J- j cos nrr—t^\ An ch ( n log -/ ) sin n o",
i i

où les A^ représentaient certaines constantes.
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Nous avons reconnu que, pour "C ===== e1^, la partie réelle ©o de cette
expression prenait la forme

00

( 116 ) ©y = ̂  A/, sh ( /À Jo^ 7 ) ces /z o\

Ceci posé, nous al lons démontrer que la forme ( ï i5 ) convient à la
fonction û correspondant à un obstacle de forme quelconque donnée a
l'avance^ moyennant un choix convenable des coefficients^ ce choix étant
d'ailleurs facile à faire a priori lorsque la forme de l'obstacle est
connue.

A cet effet, rappelons-nous encore que les va leurs ©' de 0 pour
*( == e1^ (nous considérerons seulement o <^ cr <^ TC, à cause de la symé-
trie connue) sont les valeurs de l ' i n c l i i i a i s o n , su r O.r, de la ( augeu te
à la paroi de l 'obstacle (dans le sens du courant) . Si le p ro f i l de
l'obstacle est donné , comme ce prol i l est parcouru d 'une man iè re
continue sans arrêt n i recul lorsque le po in t e1^ décri t la demi-circon-
férence supérieure [ ' ( [ = = î y la v a l e u r do ceUe i n c l i n a i s o n est une fonc-
tion <I> (cr) de cr cont inue , sauf peu t -ê t re pour cr = cr^ ( q u i correspond
au poin t de la paroi où le couran t se d iv i se ) . El l ' a l l u r e générale de
cette fonction <Ï> (a-) est évidente à l 'avance si le prolil est donné .
Enfin, si nous supposons que la courbure du profi l varie d 'une façon
continue (sauf peut-être au po in t 0), la fonction <D(cr) possédera une
dérivée ^(cr) cont inue , sauf peut-être toujours au même point .

Je dis maintenant que cette fonction €> (o") doit vérifier, quel que
soit le contour, la relation nécessaire

^
( 1 1 7 ) ' / 4>(o-)^r=

JQ

En effet, dans la première Partie de ce travail, nous avons appris à
former, dans tous les cas, au moins une fonction Q(, dont la partie réelle
©o tende vers S ±\a. lorsque le point e^ tend vers le point < '̂ (ou rr'^o')
d'un côté ou de l'autre, et S ± a représentant les angles avec ()x des
deux tangentes au profil au point 0.

Il en résulte que, si û est la fonction cherchée correspondant au
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profil donné, la différence

^(Ç) - ̂ o(Ç) = 0 - Qo+ ^(T - To)

est une fonction de Ç analytique, régulière, finie et cont inue partout
dans la couronne, ^m^i,
l imi tes comprises sans aucune exception.

Considérons alors l ' in tégrale

/• ^-^-r ^-^f,
.-^i^i ç ^1-7 ^

les deux circonférences étant parcourues toutes deux dans le sens
direct. Comme le point *( = o est extérieur à la couronne, celle inté-
grale est nulle, ce qui donne , en posant

ç-=^, ç=^,

s tir l'un ou l'autre cercle,
/.a 7i /,^

(i 1 8 ) / [û(^a') — ^o (^/'T):] da ~r < [^(^/(T) - ̂ o ('7^)] ̂ .
«t/O «• (»

Or, sur la circonférence \^\=.q, par construction même, û et Û^
sont imaginaires pures; donc le premier membre de ( i ï 8 ) est aussi
une imaginai re pure, ce q u i entraîne que la partie réelle soit nul le ,
c'est-à-dire, en désignant par <I>(cr) et ^o") ce que deviennent © et
©o quand on y fait *( == e^y

^
j [(I)(o-)—<I»ô(a)]rfor=o.

J{)

Mais à cause de la symétrie on a (ce qui résulte du prolongement
analyt ique indiqué autrefois)

( I> (9 -7 r—-cr )==$(<7) ,

<ï)o(27ï :—o-) =:(I>o(cr),
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ce qui permet d'écrire l'égalité précédente sous la forme

("O) ( [<I>(c7)—<ï>o(a) ]^=:o .
Jo

Enfin, rappelons-nous que, clans la construction de la fonction Q,
{Cf. la première Partie), nous avons j u s t emen t f a i t cette hypothèse^
que l'on eût

/•7r

j <J)o(or)^cr=:o.
* o

H en résulte donc bien, etde l'égalité (i 19), la relat ion (117) néces-
saire, que nous voul ions établir.

Je déduis de là, et de la manière dont<I>(cr ) se comporte au voisinage
de là d iscont inui té possible c r = = a o , que la fonc t ion <I)(Œ) est certai-
nement développable en série trigonométrique,^^ terme consiani, de
la forme

•Xl

(I>(o-)=:^B,,cos/iff,
1

ou, ce qui revient au même, de la forme ( i ï6)
<KÏ

( I20) ^(o')^^^"51'1^10^)008^-
1

On peut donc construire une fonction QÇQ ayant l'expression

(i2.) ^(O^^A.sh^log^cos/^-.VA/.chfnIogî^u^a,
i \ f / M \ p/

et cette fonction est déterminée complètement par la connaissance de
la fonction <ï>(cr). Les coefficients A,, ont alors pour valeurs

(I22) An= ̂ shC^logry)/^^) cos^^-

La fonction Û ainsi construite est celle qui répond au problème
proposé. Elle constitue l'intégrale générale des mouvements f lu ides
dans le cas étudie où le fluide est l imité par une paroi fixe.
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II reste toutefois à démontrer que cette fonction û est finie et con-
tinue dans toute la couronne, limites comprises, exception faite des
deux points Ç == e^^o. Cette démonstration est immédiate, si l'on sup-
pose que <D (a) ait ses deux premières dérivées finies entre o et ^, et
si l'on t i en t compte des résultats démontrés dans notre première
Partie.

On peut en effet écrire, à l'aide de deux intégrations par parties,

<TO~0 ^ 7 [" ^(cQsin/KTl^-0 / 1 < 7 0 ~ 0 / .smna ,o-) cosna-cla=: ——————— — f W(a)———da,€ ^ •. 7 1" ^(cQsin/Krl^-0 / ' 1 < 7 0 " " 0 / . s î n^o - ,I ^Ça) cosna-cla=:\ ——————— — f <T (o-)————^o-,
"A L ^ Jo ^o /î

r^°w, >. . , r €Ï) '(o•)cos^a1G•o-o r^0^/ ,cos/i(7 .^ ^'(o-) Sin/ZO-^o-rr: --————————— -4- j ^ (cr)————ch;
^0 L /l J 0 JQ n

d'où

r^^W C03nada = <I)(gow 0) sin/^0 + ̂ (o-o-o) cos^o-o-^(o)
Jo ^ ^<i/î /i

,,(Tn-0

-jT"" ̂ (C.)^^

et de même

r ^(^cosncT^^^^^0^0^1^^^^^0^0^0^^^^0^^
-̂.0 /ï ^2n n

,.7CC ^,/ f ^ cosna- ,
• ^ / /(^)———^
^o-o.+o ^

Par suite on a, pour A^,

A.=^T^^7^[^(ao-o)-<&(^+o)]s^
TTStH^ lOg^ / ) 1 *^ " w / v '0 1 /J /Z

2 ____ { [ (ï^ (o-o "- ô) — (I^(cro4-o)] COS/zg'o—a^^o)-!^—!)»^^^)
TÎ: sh(/î logr/) ( ^2

2_ r^(^^5<
^log^)J. v / ^

.̂ .7 r s h ( / 2 l o g < y ) J ^ v / n2

Or si, dans l'expression (ï2i) de Û, on remplace d'abord A^ par

2 .- y , \ -R / \^ sioTio'o. [ < I ) ( c r ô — o ) — < I > ( c r o + o ) ] — — — — 0 ,
7 T S h ( / ^ 1 0 g ^ ) L ' v w o / ^ v ' /J ^

la fonction obtenue ne différera que par un facteur constant de la
Ànn Éc. Norm^ (3), XXVIII. — JUILLET 1911. 39
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fonction qui a été étudiée en détail sous le nom de f^ et qui sa t i s f a i t
bien à toutes les condit ions de cont inui té exigées.

En remplaçant ensuite dans (121) les A^ par la portion restante

^{[ ( I> / ( c7o~o) - (D / ( (7o+û) ]cosno"o-<I> / (o ) +(-i)^(7T)j"

7TSh( / î lO^) _ /• (ï)^)^^5^

la fonction obtenue est f i n i e et cont inue partout dans la couronne,
limites comprises, car les termes de l 'expression obtenue par le rein-
placement indiqué sont comparables à —^ ce qui permet d'affirmer
que la série obtenue est un i fo rmément convergente, et l 'on en d é d u i t
la continuité de la fonct ion qu'elle représente.

Comme la fonction i'î qu'on cherchait est v i s i b l e m e n t la somme
des deux fonctions que nous venons d ' i nd ique r , le théorème annoncé
est bien démont ré .

Les mêmes conséquences en résultent, que dans l 'é tude f a i t e dans
la seconde Partie, re la t ive au f l u i d e i l l i m i t é . Nous possédons l ' inté-
grale générale Q du problème, avec u n e fonc t ion arbi t ra i re , q u i est ici
^(cr), et qui joue exactement le même rôle que la fonction por tant
le même nom dans cette seconde Partie (r).

Exemple. — Pour donner ici au moins un exemple, cherchons à
résoudre le problème de la résis tance pour un prof i l d'obstacle ana-
logue à celui qu' indique la figure ci-après. On y parviendra évidem-
ment, comme dans l'exemple analogue de la seconde Part ie , en pre-
nant

cry= -, <I)(cr) = - P COSO- (P rr CÔUSt . ) ,

a =:ô==o, 0 < P < î.
2

(1) Voir une construction beaucoup plus précise do rhuégralo généraîo û, par rintro-
duction de certaines fonctions elliptiques, et une démonstnîtion g(Snéirale des propriétés
de ^ dans notre Mémoire déjà eU6 : Sur le mouwmGnt d'un solide donné... {tournai clé
Mat/iémntiqu^^ î Q t ' ) -
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A cause de la formule élémentaire
307

f. ^ i o si n ̂  i ,
COS(JCOSnad7= / TC

j — si n == i ,

la fonction û se réduit ici à

^[sh(log^cos^-^h(log^)sîna],^ ^ s h C l o g ^ L ^ V ^ p

et les formules (33), (34)? (44)» (45) de la première Partie font

Fis. 26.

'y\
Paroi fîxe

alors connaître les équations du profil et l'expression de la résis-
tance.

J'exposerai dans des Mémoires ultérieurs, avec les détails néces-
saires, un certain nombre d'exemples, ainsi que l'application de la
méthode que j'ai in t rodui te , au cas d 'un f l u i d e l imi té par deux parois
fixes rectilignes parallèles, au cas d'un fluide s'écoulant par un ori-
fice, d'un vase de forme donnée, et à un grand nombre d'autres ques-
t ions d'Hydrodynamique. (Cf. Comptes rendus de l 'Ac . des Se., 6 fé-
vrier ï < ) i ï , i3 mars 1911, ^4 avril 1911-)

Observation sur la méthode précédente. •— Au fond, la méthode que
nous venons d'exposer pour le fluide limité revient à considérer une
fonction analytique Û('C) régulière dans une couronne circulaire
(dans les conditions énoncées déjà plus d'une fois) comme entière-
ment déterminée par la connaissance des valeurs que prend sa partie
réelle © sur les deux circonférences limites : à savoir

ô==€»((7)
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sur la demi-circonférence supérieure ( ' ( j == i [avec ^(z-K — cr) =(I)(o-),
pour la demi-circonférence inférieure], et

©==o

sur la circonférence |Ç] ==^.
Ces conditions, d'après le principe de Dirichlet, déterminent en effet

théoriquement une fonction harmonique 0, et la fonction associée T
s'en tirerait par quadratures. Mais il est peu vraisemblable que les
résultats exposés ci-dessus puissent se retrouver par celle voie ( f ) .
Au contraire, ce qui précède fournit u n e ' i n d i c a t i o n sur une solut ion
du problème de Dirichlet pour une couronne circulaire, dans le cas
où les valeurs delà fonction harmonique sur la circonférence de rayon a
sont constamment nulles et où © prend la même valeur en deux
points conjugués de la circonférence de rayon i.

En outre, ce procédé a l'avantage de donner en même (emns ©et T. i •
II n'est pas indifférent de constater que l'expression (54)

(i23) a= ^Kch(rtlogp)-â,,sh(/Uogp)] cos/zo-

-4- ̂  \a.n. sh ( n logp ) — ô,, ch ( n logp)] sin n cr,

donnée à û, dans la première Partie, est susceptible de résoudre le
problème de Dirichlet pour une couronne circulaire, quelles que
soient les valeurs d>(a) et <I>. (a) que prenne @ sur les circonférences
limites

©=î»(o-) pour Ç=:û^ (p==i),
©=$i(cr) pour Ç=^ (p-==y),

pourvu que
<î(27T—o-)=(t(c7), <ï>i(27t— o-) =(^ (p.)

et que les deux fonctions <I) et <P, soient développables en séries tri-
gonométriquos.

0) Du moins en utilisant los méthodes connues. [Voir snr ce sujet une noio (le
1 auteur -.Sur le Problème de Dirichlet relatif à une couronne circulaire (Comptes rendu,
de lAc. des Se., t. CLII, p. 680).]
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En effet, la partie réelle dans (i23) étant

^ [ctn ch(/t logp) — 5^ sh(^ logp)] cos/20-,

la condition
oo

^a/,cosncr==eï(cr),
o

obtenue pour p= i, donnera les a^, et la condition

^[a , ,ch(nlog<7)—ô^sh(/z log^)]cos^cr=:<&i(o-) ,

obtenue pour p == ç, déterminera sans peine les <^.
Nous nous bornerons pour le moment à ces indicat ions.
D'un certain point de vue, il nous semble que les expressions intro-

duites précédemment, et qui peuvent s'écrire sous la forme
«o

(124) ^a^cos(mlogÇ) -+- < c ^ s m ( m l o g Ç ) ,
0

constituent une extension, dans le champ complexe, des séries trigo"
nométriques d'une variable réelle.

Sur le problème du fluide indéfini considéré comme cas limite
du fluide avec paroi.

Il est peut-être intéressant de noter que le cas du fluide indéfini,
traité par M. Levi-Civita, peut s'obtenir comme cas limite, en partant
de nos équations relatives au cas du fluide limité par une paroi fixe. Il
suffî t de supposer que cette paroi s'éloigne indéfiniment; dans ces
conditions, le rayon q de la circonférence qui correspond, dans la
représentation conforme, à la paroi fixe, tend vers zéro, et l'on
retrouve bien le domaine circulaire considéré par M. Levi-Civifa. Il
serait fastidieux de reproduire la vérification de chaque formule en
passant à la limite. Contentons-nous de vérifier le point le plus imper-
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tant : à savoir que la fonction û^ qui nous a permis de résoudre le
problème pour un obstacle formé de deux segments recti l ignes,
devient a la l imi te justement la fonct ion co^ de M. Levi-Civita relative
au même obstacle en f luide indéf in i .

Nous avions en effet

^:=:^An sh [/l }^ï) cos^~ ̂ A,, cli (n log^) shui a

avec
* _ 4^ sin/ig-f,

7T /?. S 1 1 (/Z lO^'y)

Or y on a
sh(.log2) ^(R\\,(îY ^^

\ p/ ̂  «_Aî/_^^ — P"
s!) ( n 1 o^ ̂  ) ' ! , •- —T^rT?

^/^ — — /7 ^/^

ce qui tend vers p" lorsque y tend vers zéro.
De même

<!'!!) -dMLÊ :̂
SÏ1 ( ^ lOgç) ^ ̂  i " ^2^ _ j ?

'/ r
ce qui tend vers - f dans les mêmes condi t ions .

A la limite, la fonction ût; se présente donc sous la forme
yj

l im^1^— qa. V p" l cos/ / .o•s in /Ac^o -p^ s î n / 2 î T s in/^cro^ ̂  ^ - 4- t —————^————^,

c'est-à-dire

inn^^^y^n^
Tt Âa n 0

i

Or la fonction o, de M. Levi-Civifa est [Cf. L.-C., formule (28)]

. . _ ^ , a cxl — /e^o-4- ^Çr/)û •=. d 4- —— o^-———————.,
TT • t 5 x — ^ ^ o Ç >

ce qui peut s'écrire

, ^0=04- ^[log(—&^o)+log(^—^croÇ)—log(I--e^Ç)],



SUR U RÉSISTANCE DES FLUIDES. 3 I I

ou encore

. , 2 a i f . / 7: \ e-^o ̂  e-^ t^fl

^=^-^[\^7,)-e -oÇ--———-...-__^-^.,

+^ç 4-^^ +...-.^^ +. .1
2 /^ J '

Maintenant la quan t i t é
^ aao-oo +a — ——-

TT

est nu l l e [équat ion (29) de M. Levi-Civi taj , et, par suite, il v ient

^A- • S2 • Ï" • \û)o=:— — Çsinîro+ —sin 20-0+.. .4- —sin/ i o - o - ( - . . . ,
7T \ 2 n f

ce q u i coïncide bien avec l'expression obtenue il y a un ins t an t comme
l i m i t e de Q^.


