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NOL1VKLLK DKMONSTKATION POIJH LA KOHIVUiLK 1 » K lUKMANN

L E N O M B R I Î 1»IÎS N O M B R E S P R E M I E R S
1 N ¥ E H m.)!îS A II N E 1 . 1 M 1 T E I) 0 N N É E,

i-/r

1 ) 1 : ' . V 1 < H N S T K A T 1 0 1 \ n'IlNI-; i-'OK Vî t J l .E 1 * 1 . Il S CKI\ I ' ;HALK

I^XIK l.l';

C A S D K S NOMl î lU<;S S ' S ï K M I S ^ S î S ! ) ' l ! N S ^ I ^ S U X . K K S S I O N AKIT l iMi ÎT ia i i 1^

PAK lî. I.ANDAIJ, à Berlin.

I N T R O D U C T I O N .

Dans son ('('^(''InT Mémoire Uehcr flic An^alil dcr f^'imza/zlen u/Uer
durr ^('^In'/icn ( i l ' o s s e , H i ^ i i î îu i i ê ( i ) ( *s l l ï î i î 'v^tHi , |);u' iine voie non
ri^'oun'iisc (m < | î ! ' i l n^oîmaissitit. l l8 i - î t t ( ' t^êle), a lYîx i ï j 'cssion sui-
vantc ( ( > ) \}wr î i i î c l*orî(;(, i()n ^n (''troilc l ia isot i av î ^ * 1 ( 1 nombre des
nombres premiers inférieurs a x.

Soient, j;^> î. , l^(.r) le nombre des nombres premiers <^:^pou,t\r non

premier ( "̂  niais e^al a ee. î l o m i ) ! ^ ^ augmenie de - pour x premier ;

{ 1 ) Mofnilsi)eric/U(î (1er' /(onf^'/ic/mn l^'e.u.^sfscfien .^ k(( demie (1er f^isffe fisc/ici ften zu
J î i ' r l i n , uiiiicc iS5^, \). G7i-()^o; Î V c r k e , '>.'' edilion, 1^9'^ , p. i/i'')-i55. Uiio IraducLion
l'r<jiii(;(Use (le c(i Moinoire, lïlitc j>< i r M. Lau^ol, <i jiyi'ii, .sous Je litre Sur le nombre des nombres
premiers i / i j ('•rieurs a une ^t'andcur donn/'i;, <îii i^(j'>, che/- M. (xaulItiiôr-Villary ù l'aris, la
Iruduclion (J(;s (^^.ivros coiiii)l(îles, (calcinent [}\\Y M. Ijau^cl; en 1898 ; le Mémon'e en
question y occupe les pa^es i()5-i76.

( > 2 ) j; (icul ctro enlier ou non.
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soi t
/( ..•)=: F(.r) 4-^ FGr ; )+-^F f . r i )+. . . .

En d'anh'es lennes, pour les .z'qni ne sont ni premiers ni puissances
d^ êiotnl)!^^ j)rei!iiei's,

•^•^-I;/»'
p,m

on » paî'codr! ( f ) les nombres i)!'^^!^^, /// les (^ihcï's pos i t i fs ; (HHn'

/(.^^lin.-7'^^ ^-^•'••-'^
// - I- 0 '-•t

Soil ^(\v) h (oncl iot i an ;» lv l i ( |n ( 1 ne ^ =": G" "h ̂ , déf in ie, pour cr ^> î ,
();u' l î î ser'K*

?(. ) . - y^.-• • 1 1 / AJ //.••••
on |)^n' li* prodnil ^-n ' , •

" ' 7-
Hieinîuin ^vîi i l denionire, an commeneemeni < ! ( » ee Iravînl, qiK1

"•-' ^ ï- ' ,
est, une ionclion e.nliere ( * ( que ^ ( • y ^ sî i j isf î i i l l\ l 'eï jnal ion lonclionnelle

( i ) Ç ( . - . - . ^ ^^

(!(* sorie (jne, îihsiraciion f^i l î* d t^s zéros ^(^ premier ordre 2, - /i,
- ^, ..., - '>/^, ..., la fonelion ' C ( s ) n^î pas df zéro exterK^nrî i l;i
bande o cr^ ï . I /e<pia(ion ( i j inonh'e ( [ IK*, si o (*sî , nn zéro silne dî ins
eelle hande, le i îon i l ) re î ? esî e^a le înen f un zéro. Il est encore
facile a c o n s l î i î e r ([ne, ponr o .y<" i, ^ ( s ) est réel el ne^'alif, de sorte

( ' ) C<»i i î rno toujours dans mon l r<»v ; i i J ;ic(,ii(il.
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que tous les p ( ' 'pourvu q u ' i l ou exista) ont leurs o rdonnées d i l î e ren tes
de zéro.

Biernann présuma et r e n d i t probable par (les ra i sonnements heuris-
tiques les qua t re (ails ( ( ) su ivan t s :

1° ^(^) possède, dans la bande o ^ a ^ i , une i n f i n i t é de zéros.

2° La fonction entière de z ==• '——2- = i — sii '->.

^)=-r (^4-- i )^ - '^ ^(•^

qui a comme zéros précisémenê, les - ^ i — p i et, qu i , en ver tu d e ( i ) ,

est une fonct ion pîdre, est de la f o r m e

^)-c(o)||

où les a sont rangés a r l ï i î r a i r e m e n t . ( ;ela vent d i re en langue moderne
que "S(s), considéré comme f o n c l i o n de z ' 2 , est de ^enre o et exige
entre autres que la série

(^ ïj^p
converge.

3° Pour x ^> T , la série

(3) ^il./(,^')-t-l^-(.rP")j,

p'.p"

( 1 ) S.cs aulros i t rc . so in i t t . ions de H i c i n a m » , ( Imi ioni rcos à l ' I ienre acLucllo seulement, en
partie, soul, i imliles pour le problème en ( iues l , i on . Dans la première Parlie (ï\n\ Mémoire
S0(is i>ress(; aux MatlictnfUisclic . t n f u i l c / t , f ' l ' e r (île ^criciiiin^ fier NuMstcUen dcr
RiemannsfiKm y.cl^j'uril.Uon und c'nicr A'/^.S-.SY' v^r^'andicr Funktioncn, je dormo ( l ' a i l l eurs
une d e m o i t s i r a l . i o r » lort s i m p l i f i é e du Iheo reme présume j ) a r R i c i n a n n et démoniré i»oiir la
promiére lois { ) a r M. von Man^o ld l , en i(jo5 sur le nombre N ( T ) des racines p dont
l'ordonnée est comprise entre o et T ( i n c l u s i v e m e n t ) :

Nn^ - ±. T l o ^ T - . i-±J^i^^T^O(logT).
' >. TT 'À TT

A I U I . l^c. IVorm., ( ? > ) , X X V . - SKITEMIIKI'- 1908. 5i
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où les p sontarran^és en couples p /=p-+-Y?(y>o), ̂ = i — p'^ i —^—^çi
par ordonnées absolurnent croissantes, converge. Dans le l.errne géné-
ral de celle série, x9 s ignif ie la, puissance (VPI0^ pour lo^,r réel, et
L/^') = LiÇe1^' ) s i g n i f i e pour v > o la l imi te

/-»»' v , - » / / - } - < ' /
( 4 ) lin'i / — fi y -4- TU :-"- / — dy -[- 7r/,/—^,.,,.,y • ,/-^-,..y •

pour v <^ o la l imi le

- . ^1 ' ^y / * / / t ( ' / ,y

( 5 ) ] i i ri / —- d v ••— TT / ::;::• / '" - ( l y — TT i.^.-.-^^.,«,.r " J . . ^ ^ . y '

4° II existe, p o u r ,v^> i , l ' i d i ^ n l i l é ( i )

(6) /(.^L^.z')"^!1-^^)4-1-^^^^/,'''^^^^^^^^
p',p"

où L^"(,r) === LiÇe1^''' ) si^'nilie la limite

/ r ' l e y /J(>K•r ^- \(7) /'"^.(/.y^"./, 7'7}
Q u a n t a L^?11')? on ^ ( l 'ai l leurs, dans t o u t le p lan allecté ( l ' une cou-

pure suivant l 'axe réel (le o a - ^,
w

( 8 ) L <•( (•w ) _ <; -i- 1 og «• -l- ̂  ̂ ,,
M •1 - 1

où C désigne la constante d'Euler et logw la fonc t ion u n i f o r m e (dans
le plan découpé) réelle pour w^> o; (8) peu t remplacer les trois dé f i -
n i t i o n s (4)? (5)? (7)» ^ u i seront cependan t p lus commodes dans la
suite.

La formule (6) est la célèbre f o r m u l e de Hie inann , p résumée , ma i s
non démontrée par l u i ; e l le d o n n e une expression e x p l i c i t e pouryY.z'j,

( 1 ; II faul corriger une légère orroiir do cîilcul ctH*/. Kiernînni (hiiiH le (lernier lorinc
coostanli qui doit ôire —lo^'2, coinino c'est écrit (i9ns ( G ) .
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fonction qui ne di f fère du nombre des nombres premiers intér ieurs

à ,r nue d'une quant i té d'ordre de °'randeur -v-^—.1 " n lo^./;
Apres Hiemann, il y eiit, dans cel, ordre d' idées, uiK1 sîa^'nîUion de

plus d'iiiie Ire.nl.aiiK^. d'années. En i^;)3, M. lladainard. ( 1 ) rendi t pos-
sibles les recherches ul tér ieures en démontrant les deu)c premiers des
quaire théorèmes présumes par Kiemann. .Il prouva donc que les ,o
existent en nombre infini et que (s - i y C ( s ) est de retire i ; on a, par
conséquent,

(.v --i)Ç(^.::^^^|"|(^i- ̂ ^,
^ == i '

où .s',/ parcourt (ous les %eros dans nu ordre quelconque, et,, en meUant
en évidence les zéros - • '2, — /i, ....

(9) (- J - Q Ç ^ - ) - - - A < I Î • S • / ^ ^ ^ ^ ^
1 ( ^ -h ̂  p v

a, //, A, B désignent des coî is tant .es, doni la valeur ne nous intéresse
pas ici.

Les demonstrat ions de. M. lladamard ont été depuis considérable-
ment s impl i f iées dans leurs deux parties :

I. La partie générale, qui consiste a établir le théorème : Si gÇy)
est une foncd.oif c n t i c r c sdiis/aisant à la relation

\^(r^l)\<cer•\

où c, 3 sofif eo/isfauls cl 3 <^ i, ^'( y ) est de genre zéro.
II. La partie spéciale, qui montre que l'hypothèse de ce théorème est

remplie pour ^(z) == '^(^y) --^ g ( y ) '

I^e l^^cteur, qui ne sait encore rien sur la fonction *( ni sur la théorie
des fonc t ions ent ières de, M. lladamard, trouvera des démonstrations

( 1 ) î^liula sur les' propriétés des fonctions cnfièrcs et en particulier d'une fonction con-
sidérée par Ricmunn. (Journal, de Malhéfïiutiqiics pures et appliquées, 4e série, t.. IX,
i8()'î, p. 1 7 1 - ' 2 1 5^), p. 'JLIO-'.U'').
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très courtes de tout ce que je v iens de rappeler j u squ ' i c i comme
connu dans une de mes dernières p u b l i c a t i o n s ( ( ) .

Après M. Hada înard , q u i avait a i n s i s u r m o n t é les premiers des
grands obstacles, M. von Man^ 'o ld t (2) , s ' appuyant sur ses recherches
et en y a|outant une longue et i n g é n i e u s e ana lyse , réussit à prouver
les théorèmes 3° et 4°, c'esl.-a-dire la convergence de la série (3) et
la vé r i t é de l ' i den t i t é ( (> ) . I l va sans dire que la première de ces deux
besognes était la plus a rdue .

Pour f a m i l i a r i s e r le lecteur avec la série ( 3 ) , je l u i montrera i tout
d'abord q u e le problème de démontrer sa convergence est i d e n t i q u e
avec ce lu i de prouver la convergence de la série d 'apparence plus
s imple

^ /\z-P' .rP"\(•°) i(?-•"7^
p', F"

lin eiïel, soient p'== p +- -^et p"— i. — p — 7^(y> o) deux p complé-
mentaires ; on a

/ ^ ^•' y x / /»p"l,){î.r .^p^.r \ / /^"^r ey
L^P') ̂  Li{^") = ( / 6- dy + ni ) + ( / 6y dy - T T / ) ;\./ ,.„...- ». ) Y , lo^.r y / \ J.... ̂ ... y /1,^ r y ]

or,
/ ey i ey ( ev ,1 — dy •=:::..— 4- I , </y;

J .r j J y2 *
donc

^•P' .%<?"Li(.rP')4- L^.z-P"
" p'Io^.T p^O^.Ï

/.P''^'- ^ .,P"lo,.r

-h / r/y .4 / dy,
f y 1 • ] yï J îyï •' ' ] .yï-J

"plo^ J t7 w y n<>K ' ' • • '^ - w -\ y l lov .r J « / w -Y î If»" r • '

L.(.rP') + L.(.rP") - ——— (^ + ̂
log.^ \ f/ p^

p'o^- ^ ,.(1-^^- ,,,
TTloi^^14',.;,, (Tï^i^^

. r ^ " ^ , /'
-jL r7ïoi^^4-,./,^
< _^_ r10" . / ^ ^- (ylo^)\;_ 6 aa-1-1--^ i^r^;

( 1 ) Jîeitràgc zur an(UrUsrh('n Zahicru/u'orle ( HwdiconU dal Circolo Matemallco di
Palerrno, t. XXVÎ, '^ semestre npK, |>. ï6(^3oy.), p. 194-908.

(2) ZuRicmanns^b/umd/Mf^ « ̂ ^•/- ̂ ' Anzafdder Priimahlen unter emer g^ebanen
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puisque (2) converge, la série

y-^ï
converge aussi, de sorte que les deux, séries (3) et (10) sont certaine-
ment convergentes ou divergentes en même temps. On doit à M. von
M a n a" o 1 d t dT î iv ( ) i. r d é m o n t r é 1 e i î r c o n v e r ̂ ' < * n e e.

j'ai maintenant réussi à démontrer d'une façon beaucoup plus simple
la convergence de ('.'i) et la formule (G) de Riernann. L'objet de la
prerniére Partie ( 1 ) d is ( ravai l actuel est d'exposer la. nouvelle démons-
tration avec tons les déta i ls . On remarquera que c'est le chemin même
de Riemann, hase sur l'élude de l'intégrale

j ^\(^(s}ds,

que j'ai conduit an hnl, ce qu'on n'avait pas réalisé jusqu'à préscnl (2).
D'ailleurs, ma marche me permetirait aussi do rne baser sur l'intégrale
de M. von Mangoldt

r.^ ' Q ' ( s i . / • )
J . ^TTy^

Grosse n (Jour fiai jû.r (l'ic. rci'nc and an^cn'andtc Mallicmatik, t. CXIV, iSc)^, p. '255-3o5).
Vu la lon^ueiir des (Icmonsiratiolts (Je M. von Man^oldl,, M. Laugeî n'avait traduit en
français (pio V Exirait. d'un ii'(w<ûl Intitulé « ^'ur le Mlétnoïre de Ri-emann relatif au nombre
des riomhrcn premiers inférieurs à une grandeur donnée )> {Annales scientifiques de l'Ecole
Normale supérieure, 3*' stirio, ( . XIIÎ, i8()r», p. G 1-78) , p;irii auparavant erï allemand sous
10 titre /ïuszn^ ans ciner .'trheil uriter dem 'î'itcl : Z// Riemann/s Âhliancilung « Ubfr die
Ânzahl der l^rim^alilen nnler einer ^e^ehencn (grosse » (' \'itzun^sberic/ite der Koruglich
Preussisc/ien /fhadeni'u'. der Wis^ensehaften zu /îerlin, 1 ^94 , p. 883-896).

( 1 } Je {)iil)lio on môrno icinitM la donionstration qui iorino l'ol)jot de cette prcmièro Partie
(sans l'introduction détailla {\\\\ précède) cri allemand sons !o titre Nener Bcweis der
Riemannselien f ^ r i m z a l t i j o r m e l . a l'endroit on I^ieniann avait, publié son célèbre Mémoire
11 y a pres(pie cinquante ans : Siuun^sf/erie/if.c der Korii^lieh Pre.if.ssis cfien Akademie der
W'fssensefiaff.cn •:,(/. / î c r i . i f i , K)OK, (). 7'î7-7/î5. J'y annonce la nouvollc Ibrrnulo quo j'expose
avec la démonstration dans la seconde Partie du présent travail.

( 2 } M. Lan^el constata avec- raison dans l'introduction (p. 4 ) (^ sa traduction du
Mémoire de Uiernann (occasionnée par un entretien avec IIerrnUe, qui lui raconta le con-
tenu des travaux de MM. Hadarnard et von Man^oldt) : '< M. von Man^oldt..., eu établis-
sant enfin complètement certains résultats simplement affirmés il y a plus de trente ans, a
dû changer notablement la voie suivie par Hiomann. »
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et d'abréger considérablement presque tous les passées de sa, démons-
tration par mes nouveaux, arfitices. Pour éviter des redites, je n'ap-
plique cette seconde méthode que dans la deuxième Partie de mon
travail, où j'établis une formule pour le nosnbre des nombres premiers
inférieurs à x dans une progression ari l.hmétiqoe ky •+• l ( / c et / premiers
entre eux), qui. conl ient celle de Riemann comme cas particulier
( / c= i , /==i). Naturellement j'aurais pu déduire cette nouvelle for"
mule aussi par la première de mes méthodes.

Pour le dire en deux mots, une des diflerences principales entre
mes méthodes et celles appliquées par Bicmarm et MM. l ladamard,
von Mangoldt et de la Vallée Poussin dans ces sortes de problèmes

consiste en ce que ceux-ci décomposent (1 ) , dès le début, —"—(cl,

les fonctions voisines) en fractions simples, tandis que j'opère, autant
, , .„ , . « . * ^ ( s ) . . , . .. , . .qiïe c est possible, avec la lonction ..—:" même, ce qui réduit des inter-

versions de l imites, sommations et, inlé^'ral.ions triples ou doubles
eu doubles ou simples; toute la d i f f i cu l té de la question consiste pré-
cisément a justi f ier de telles interversions. D'ailleurs, pour les fonc-
tions numériques telles que la série de Diricblet correspondante n'est
pas dérivée lo^aritinnique d'une fonction méromorpbe dans (ont le
p lant ' 1 ) , mes méthodes on( , é ( é les premières et son! jusqu'à aujour-
d'hui les seules qui aient mené au but.

( 1 ) Ce qui éldil hion pennis i'i pui'lir (^ M. IJ;i(l(U(iai'(|.
( 1 2 ) Par cmnpio pour les lionnes (l ' idnîulx prcni'KT.s (l'un corps al^ibriqtHî donne "/.,

où la IbncIJon -—~~— corresiiondanit» est (lérivno lou;aril,hmiqu(î (l'une (onction ' Ç y ( ^ ' ) ({ni
Gy . ' ^ )

peul-ôlrc n'exislo j)ay inôlue (lans (.ont k |) îan cl (loni on lie1 sait ri(;n sur l'existence des
zéros.
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PREMIÈRE PARTIE.
NOUVELLS^ DSÏM:ONSTIUTION DE LA FORMULE DE RIEMÀNN.

r r .s- )I. — Lemmes ( 1 ) sur l'ordre de grandeur de -.,-r ( .s-)

LEMME I. —- Î ^ O U r —— 1 '..; T'S 2, / • ' " 2, fm </ ( 2 )

r(.s-)
-^——- < r^ 1()^Z.

/)^/< o/?.y/ / Y/ /ï <>//,.

( ï i )

- On

!'(.<)

r(.<)
i'(.^

r(.'>)
l '(.s-)

a

-^/nY,-,-^.--',
.1. A \ /z /
/t i

c , ' + y( ' . ..i ^
- " S ' ^\H X - i - , , }

n =: |

/ - î v !
-- — (, — . 4 .y ^ —————— ,

f; ^sà n (s - [ - ff )
n — î

•T î ' î 1 - 1 ^ '
| .S- | • ^-d //. ] .y -{- //, |

ri == 1

( 1 ) J'expose ces lernriries pour ep;n'u;ri(;r îiij l(;cte(ir la poine de consuller les développe-
ments (le Stielljes .S'///' la dcvcloppcnicnl de lo^ V ( a ) ( J o u r n a l de M(UÎn''mnti(iues pures et
applicfu/'cs, f\'' Herie, l. V, 1^89, p. /j ' /^-^i/î^ ;, qui donnent trop et qui, par conséquent, sont
trop compliques pour mon but actuel.

f 2 ) J'entends, dans ce qui suit, par a^ «a, ... des constantes absolues; je n'ai aucun
intérêt a écrire pour elles des valeurs numériques, dans le but des identités que je veux
obtenir aujourd'hui ('et qui ne renferment plus ces constantes^ encore moins que pour les
relations asymptotiques qui forment d'ordinaire l'objet de mes recherches dans la théorie
analytique des nombres.
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donc, pour — i ^c r52 , ^2,

P^) $C4- I- 4-(2-+-oV—— I —
^ ^J^^.^.,^,^

/» = 1 •
F(.)

"2;-/.-" 2< I 4- I -+- 2
^n-JJ1 ^ n(n-f)
n ̂  1 ' n -=/•-(- l

Oy ioîr^ (TS
< 2 + 2 ^ -2.-to-..... 4- 2 ̂  ,3 < ̂ i 10^^.

( 1 )

LEMME 1 1 . — Pour «j ^ 2, on a

EL̂r(^ -< ^/, îo^| .s' |»

Démonsfralion. — Pour 0-^2, je conclus (le ( î î )

r(.v) ^-hi+i . iV—,.,1.1 v _
' Aid //, .S- ' ' ^H»A î t . //.

< I -+- I -I - .V
, ;̂; lo^M , , ^,

^^ s' )II. — Lemmes sur l'ordre de grandeur de ——-..ç ( À" }
LEMME 111. — On a

^(<0
Ç(^

c ^ l ^ ^ l ^ '

dans les domaines suivants :

1° Le quart de plan o-^ ~ î , / :•; î et le quart de plan cr ̂  — î , / """ -- î ;
2° Les droites infinies c r==~3, Œ-•==•--F), ..., généralement { ^ )

=== — ^ (^^3, entier et impair).cr

( 1 ) J'entends par 7 i)onr u et cr:' // entiers ou non que // parcourt les valeurs entières
n ŝ: «

de \u\ inclusivement à [ t ^ j inclusivenient,
('2) II est très essenliel (pie ^7 soit la incme constante ponr tons ces z.



LE NOMlîKE i)KS NOMISl^S PM^ÎiKKS ÎNFESUS^IIIS A U^E LSMÎTE OONN1Œ. /g0()

Démonsiralion. - Pour des raisons de symétrie, il suflit déconsi-
dérer les / ^ o ; cela veut dire : t0 le domaine ^— i, ̂ ï; 2° les demi-
droites cr == — s, / 1 < > .

De la relation fonct ionnel le (i) de Iliesnann résulte

( 1 2 )

Pour G\' 2, on a

^ ( i -^)
Ç ( i - , s - )

7T .S-TT r^.S-) . ^ ( ^
l<^(^)_-^ta i l^+-^y4-ç^y-

n^
Ï(,s-)

par le l e i n i ï u ^ I I , ^t ^t outre

^^
Ç(7) -V1^ • ^•^«^'^l^l-//--p " 1 1 1

i0 Pour / — i, on a

^Tt/CT 1 / / ) _„ i f; -^ -\-~ î (i^ -4-.S'TT
t ;»n^ — ^TtTT'TTÏ/) .. . î , . î ^ -fîtl — î : ^Tl— î

donc, pour ^ ' • 2 , /• î , d^a()res (1.2),

Ç(.^T) -^^M5

en d 'anSs^s ((-nnes, si l'on remplacer par î - s, on a, pourcr<- î , /?i,

•̂ll <r^olog| I - ,S> |<^nSog|.s t | .
Ç ( ••>• )

2° l^^ir -J - / î , 6, ^, .. ., •s + ̂  • • - avec r^o, on a.

î a n ^
,V7T ,̂,Tt/(rr î // ' ;

^ " ' -Kl. 4- î ] ~" ff -TC^_ î
< I. --= «12»

donc é^'alemenî
^ ( 1 - ^)

| ÇC—s-)

^////. À'r. A'o/v//., ( : î ) , X X V . • Si.rTEMiiiu.; i()o8.
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ce qui prouve, pour cr == — ,), — ,':), ..., — z, ..., ;(YCC ̂ o,

^_ < a,., Jog-[ i — . s - 1 < </i, Io^[ .ç |.

Le lernmo III (^sl (.lonc (J^monirc.

IIÎ. — Lemmes sur la distribution des zéros de Ç(.s-) .

LEMMS^ IV. — Soie/fl T: ::" 2, NfT) le nombre (les cwo.v <^ 'C.( s ) donf r or-
donnée est comprise en Ire o ( exclusive/non t ) ef 'V (ifiehiswefnelU ). Je dis
que

ps j (T 4 .1) — N ( T ) <<^, lo^T.

Démonsircilio/i. —- ( ( ) ) d ( } n ï } ^

; ^-i,-.1^"
. < — — ! Ç ( , < ) - -, / X

y/ ^_ t\ , ç^)
A-\ .v—^ p/ ^ "cT^

'-^(..'-p

Pour ,y =^ '2 4- T/, 1' " 2, oî i a

cL, d/aj)!'!^ le Icnnïso I I ,

11

< </4 io^ '.>. 4-- ~ ^ < ^17 io^r.

Donc

2(ïTÏ7-7^',J •-..'-'•.

et, a fortiori, on prondint I(îs parlios î ' éc l l t ^s ,

Vîî I- - ) < ^ i » 1<*K'1\
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d'où, eu posant p = p -4- y / ( où Fon a. toujours <>";;p'_, i ) ,

: </,. lo^'T.
i'(^-- p)2-^ (T - y) ' P'-i- /^

-</, i - (-. ( T - - y ^ -̂-i;-̂  _ y ̂  '- (,, — p r -t- ( T — y ) ï

...-P , p .

v
( • > . . p}-2-;- C^ 1 — y) 1 2 [.•^-4- y'

-< .^/i, lo^l^ -:- ^,,. lo^'l1.

CeiiK ( S e s (.(mnes <l î . i I ) re în i ( k ^ rnemhr^1 ( 1 1 1 C B / ( ) din-is Ii^sciiicIsl^Y T-4- s

soi iS, en iKunl)^- NCT-4-" s ) -- N('1^; CÎKH'SIII (ê^i ix. ( ï s t ^ ^ ; dolK-

N ( T l i i -̂ i f T ) ^ , ,,,r,,

N (' I1 f - i } - ~ N (/l1.) -< •.«/-i., lo^'T,

<;e (jdi prouve lo Icï ïHtn1 IV.

I.S-^ÎMF. V. -sy, ^/a//.s-Y , p ne i>(ir(:onr( (fue les racines complexes pour
rj

lescfutiles \ T Y | " i , on ( f . f)(>nr foui 1 --»,

^ ^ / I , r«-i
•\ _^^__..^. ^ .< //^ lo^-l .

Démons/, ratio//. — i)^ ('i^l). Je COÏK.'IUS

^,,, lo^-T > 'y .-v' -j' „ yY1 ~2»A -A(- l - (T — y/2 :'-'̂  i -+- (T — y) ' "^ ^ - ( ' 8 ' — 7)

ce ( ju i prouve S cnorH'c-

I.EMMF V S . — On ft, pour s =- cr "+- ^1^, • - i '-, ̂  < '•>-? '!'L 2-»

V^"-^— - i - ' )|<:^Jo^T,-̂i \ .s- p p y

OM y a ̂  même acception c/ne dans le lernfne V.
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Démonstration. — Puisque .v 4- 3 a sa partir, n'allé comprise en t re 2

(*t, 5, :——- 4- -T enire 2 et 3-? (''î3 ) donne, ois y remplaçant ^ par .v+ 'î,

en verlu (lu lemme 1 1 ,

^ /__L__^ ...,;..- -1.
"i \ ,y -h 3 - •- - p ' p

..I.es termes de y qui n'entreni ( ïas dans y soni, |)ar !(» le i t i rne IV,

en nombre
: N (T +-1 ) -- Nd1 — 1) < ̂ ,, So^-'I1,

et chacun d'eux est, ers valeur absolue, < i -h a^;,, -:•— desi^riant nne
borne inférieure pour les [ p | . Donc

JL) (rï~y"^~p < </^ îo^ t 1 .

Maintenant, par le lemme V,

r'-
F
^ ^,.-.,,..p ?

,y

, , ,, 'v-....^^^^^^^^^^^^
( .S- i ?î — p ) ( .S- • • p } -*«»̂  f ' J ' y ) i

< 3^2» lo^t1.

En combinan t ( i 5 ) et ( i (>) , on voit que

(16 )

^ (7^~7 " i" " ) < ̂ î1'' !O^T - 1 - ̂ 0 l<^^ rr ••::: ^21 1<^1\

^v/_^
-^-p • p^

ce qu'il f a l l a i t démontrer .

ÏV. — Introduction des nombres T^.

En vertu du lemme IV, pour lout ^ entier et ;:2, le nombre des
zéros à ordonnée entre g (exclusiveuient) et ^•-4-1 (exclusivement),
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augmenté de î , est plus petit que a,̂  lo^'; donc le nombre de ces zéros

"'k^-7 lof',0'! — i.An moins un des [^..7 loL1'^ | intervalles de^-i" ,——,——-,= g -7 nft î s - ' n,*-) j o l^io^'l

;i ^ 4-- .—....-—— j ^ •= o^ r , . . ., j ^..y los'^'l — ï \ ne r<^niferme donc a son
1 (f•^ i0^',^ 1

inlérieur a i icnnY. lîn desi^nani par T^ \^ ceîêS.re d'i'in i<d intervalle ( 1 )
lil)re, la dislance de 1\ /aî î Y le, |)!us rapproche est

= •ï[ayi lo^^-l : ^^21 IO^'À'' ^-^n l< )^ rS\-

LEMME VII. — E/i prolofi^ca/îl la jOncllon

\^{^ ^ I

uniforme pour cr ^> s , s/f/m/ft l'ordonnée T^(^'r=:i>, 3, ...), y^ ^^
que ('2 ), indépefularnrnciïl de ^ :

1° Pour 1 - •î "^ a^ 2, ,y =-.^ cr --{- 1^.?,

( 1 7 ) I lo^Ç^') I < a^ lo^'21^-

2° /^r cî-"; -~ î , s = cr 4" 1\^,

( 1 8 ) | lo^Ç(.s•) |<a, . , ( -—c^) jos• î ; l .s• | .

3° En prolongeant la valeur froncée de lo^'((— z -+- T^ri) pour z
impair ci : 3 suivant la verticale a- == — ^, 0/2 a, indépendamment de g
et de z, pour o- ̂  —z , s = cr + II", T^':'"" :̂" ~ T^?

( 1 9 ) | lo^Ç(.s-) | < a,,z lo^ (^ + 1^) 4- .̂n T^ log (^ 4- T^).

( 1 ) J'oit choiHiK un î)onr cli;i(iii(i ̂  ~ 9,, 'î, ..., ;n4)it.r;»irûniertt, mais une fois pour toutes.
iyaiIloin'B, co qui no sernit pas nieiix1 itocessaircjcs c<nslanles ^2», ...,qui suivent, sont
indépondanles du choix fies T^.

( 2 ) ï.es inégalités ( 1 7 } et ( 1 8 ; ()oiirr;iient se réunir en une seule, ayant pour second
membre (3 — cr^ lo^2 | .y | multiplie par une constante.
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Dé/monstration. — 1° Pour — i '7 o-:" 2, .v =. cr -h T^./, on a, d 'apres( ï3) ,

S^)
Ç ( ^ )

: B — - -V
À- —— 1 2 ,, / Si „ 4, i ,v — p p / -y, ,.s---p p,

on T i ^—y]^ dans y , T^, — 7 | <; i dans y . An second membre,

les deux premiers termes resleni f i n i s ; le h'oisieme esl en valeur
absolne <ici^^\o^l\. par le lemme I, le, (|(sa'I,riem(1 en valeur ah-"'
solue <a^lol;"^L,. par le lemitK^ VI ; quant au cinquième, il ne ren-
term.e, par le lemme IV, pas plus que

N(T^^- i) — N(T^. — i) '-':: (f^. lo^t1^

termes, (loni c'tiacun esl, m valeur absolue, ;< a.,, lo^L. (Ma î t r es la
definil ion des nombres T,,. lui somme, |K)ur 1 i cr ' '2, ,v — ^ ..+- r^^/,

(^>)

(l'où

ç'c^
çTï}

I (»^Ç(^) l o ^ Ç ( - > . . - l - -1^/ ; ^ Ç ( - > -l-T^O . . j H.^,/^ • 1 < > ^ Ç ( - > ) i ̂ lo^Ç ^ / / )
,., ^ , , ^T//"')"

< ^-M l<^ ï"i" l•( ' 7 )

2° I^'xir G- ' ' — i, .v ̂  cr 4- T^', on a

! o^ Ç (.y } | :-:-::: l(^Ç(---i 4-1^^ i - ^ Ç^
, Ç ( ^ )

<///

Par le lemme III, on a, sur le chemin d' intégrat ion,

I ̂  ( // ) < a^ l o ^ ' l «
' Ç ( u )

d'où, (în appliquant ri 7),

(PS)

3° l^^ur c7

I ( ) ^Ç(^J j < </an lo^T^ -r- </7(— i -•- o-) lo^ç | .v

'< ^y» ("11-- cr) lo^'2 [ . c l .

^s---.^,, . . . } , ^ ly ; / „, ,y =: n -+- /<, on ;), en



LE N O M B R E DES N O M I î I Œ S P R E M I E R S I N F E n i E l î S I S A U N E U M i T E DONNÉE, /j I 5

app l iquan t Cs<S) et. encore h1 l emme I I I ,

o^'Ç(~ -s -i-T^") 4- f' ^ ( ^ ) ,
L,..^^s ( / / )

< ̂ , .-IO^G + 1\.) -4- ->/r^lo^ 4- ï^.),

ce qui prouva ( ' s < ) ) ( l ).

V. -"- Représentation de la fonc t ion / ( . / • ) par une intégrale définie.

LEMME VIII. — /^of/r a ^> o, 'V ^> o, on a

. r"-4-'^-
1 —— /̂.s' — i —

9.7T < / ,„ , .S' " Ti: 1" Ti: S n'

^./' T. —' J (V
.ŝ  n' << o,

.S7 (T' > 0,

l-nn ...„-'„ /
T - ̂  1>. Tf / /

,." l T /

SI ( ï * :== 0,

nérn(m.siraUon. — 1 ° Soit ,n '>o. l^n ssi | ) [ ) ( )sant / /<<<) et en appli-
quant le théorème <le, Candiy itu reel.an^le av^^.c les soiïirnets a ±: ï^
^ d~ l1/, o î i o l»he îê ( ,

./' . ̂  T / „ A i T < - /' +- T i. h 'I' / „ l> -\- T < ^ <t +- T ^-y + / +j
• / / / '1 ' / ' - ' l i . - T / ^/J.+.T/

'1—^/,s- ^Tr /4- ^ 4- ^ 4" f
"s •^/ 'l't •À - T ( ^h^-'ï i

Dans la seconde intégrale < l ( i s t^cond lïKïmtîr^^

| s \ \ a 4- // [ — h '

elle tend donc, pour h == — -x, vers zéro. De même, les deux autres

( 1 ) An |);).SSHL;O (•orrcsponduiii ;'< ce lornmc VII (IHIIS mon travail cité à la page 4o5» il
f;uil corridor 1 1 1 1 0 petit.c erreiir do c;il<--nl, ()î ir exemple clé la manière suivante: Lure (z -\- T^)
au lieu, cic ] . v | ()a;-:;o 740, li^ne ^,6; {)a^o 7 / 1 1 , li^ne r i (deux fois) et li^ne ï '2 ; page 743;
liffrie 9/> (uprns log12;. A/"/^ f ^ -hT /^ lo^ rs+T^ ) «« liait de z ~\~ T^ page 743, vers la
(in de la li^ne 9/j>.
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intégrales t enden t , en vertu de
^-.s- ^U.G-
~^- ,, ~F-,

vers des limites. On a donc

ce qui prouve la première inégalité du lernme VIII.

2° Soit w<^ o. lîn prenant t) ^> o, on a

r"̂ /.,.: / • " " , / • " " • " , r
-L-T. •s' ./. T / • /. T / •A l

Dans la second»* intégrale du second membre,

elle tend donc, pour h == ce, vers zéro. De même, les deux autres in té-
grales tertdent, en vertu de

vers des l imi tes , el l'on a
.,^-+T/'/•• '•' ^WS /• ' ~" ^WS /• ' f.WS

1 -— cU =:; | -— ds — ( —— r/s,
j .... .s- / ,,,. .s- / ,,,. .s-"' a ïi ' / l i t ' <t 4 1 i

r " 1 " l / ('w:'' , . 9- /'''/ , 'ÀC^'"'
\ — (^ '" .p ^ f^ d<! =: ————,

^-T. -s' ^^ w ï ( ï 7

ce qui est. la seconde inégalité du It^nme VIII.
On voit donc l 'exacti tude de ( 2 1 ) pour î^ ^> o etw <^ o ; pour w == o,
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on ;s silnpiomcnl

/'" ' ' / ̂  . / t r ,// / - T / - i -a / ,
1 — ^/v "-: / 1 ————. -.- 1 ————. (H,

• / , , . . . . - • r / •v •A.-i1 a -^ / < ./ •r ^ -t- /
• 6 '

. / ' I <^ . /' / ' du^ ^i l ———— -...., / i ————
J ,-^'-i+ C' j ., s 4- //.^

/ /
d'où

,. / '" ' T /^ l l • • • s ' , . /" ^Inn l — d s "" / 1 - .——.^—^,
T ^J^, ,̂  ,S- ,/ ^ I -I- //"•i

ce ï j i i i ( • o ê î i j ) ! ^ ! ^ ' (2 s ).

.Ij'^îMi1; IX. — Soic/ff
'/.i
V t ' n ,7 —— (7 > < ) )
^ ///'• v ' /

u/n' s i ' i ' t e (ihsoimndil con^er^nte cl .r „> o. l^osons

V^ Y^y ( . / ' ) 7 r// ^ <"„ pour ./• //^//. c/ft/cf,

\^ c,. '^'^ c y
j ( •f ) < ' / , - - - • • — -— 7 < ' / / 4 '•' pour .r en tic/',

Alors

Inn—— ^" l /^y^^-/(^).
T ./, :< 7: / 7 ,,. , A' "̂̂  ///'

Démoffsiruli, on. 011 \\

Y^ ^/. . V^ < 1 / / Y^ ^ .
Z^ /i-1' ^uâ /r'1 ' " ^ n^

or, (r^pn's (2.1) , // ( ' ' ( .«uil < I Î H I S la i H T m i o r e son i rne (ou jours <^.x', saisi"
;H.I ( o r rnc // == x ("s i .r (^i ( i ï i t . i c r ) ,

^ a ^ r ' ï i ^ ^

î i lu 1- r f 1 '•'^ y '.// ds ::-y^ —— Sin» / [^ d^f{^).
., „ -> 7: < .„/ . .V ̂  //•••• ^ •< TT / T „ J^ .^ S J )

' ii = 1 // - l
Ânn. Ï''.c. A'or/i/., ( : ' » ) . X X \ . — SI.PT^IISIU; K)'^. ^3
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Il rc^slo ;i prouver q ise
1 ^ { [ • ' ^ - ^ ^

lit 1 1 _- 1 — > / ,/.v^<).i i -•<'•'* '%>.'̂  ^ ' / / rlitu _- — > / ,/.v^<)
^-^a-TuJ .S- ^^ ^••

/ / — l / „ , ,. , iT - ^ a - T T Î . , / ,, -S- ^ ^•'

OB\ la série, etanî/ inliforinemoni cofiver^eH^ [xuir rr --= a, |HHE|, eirtï
i(ifc6i;-i'ne tc r î i ïe it leni^ < 1 ( ^ ^ — T/ ii a--}" 1V, ( l^ qni <Iol in(k , C I B î ( | ï | » l î ~
quani le IcirHitO V U S ,

7-T i , , J ^ 1 1 - 1 /
" ( - 1

y ii-i,

ce <nii lend, i)c>ur T ~~ "^, vers zéro.
Le iemme IX <loii i i(1 ï*!! pîn't icnl ier, c.rs (ïos;inl

<"/ '.-î,

c,, -::-.,.: -•- ( K n i r // — // /",

c^ <> |»o(ir les ;u) trcs //,

.•' i ' ? ' /
(•^ ) /(./•) -^ l in» ^ I ̂  / ^- î o ^ ï r . v ) ̂ ,

oii/ï/r;) est la tor ic l io l» consid^rcî; par Bi(* inann, (lonlil a ^h'1 ques t ion
dans r i îstrodudion ( 1 ),

( < [ ) Colle uJonlilé (^^} 'dV'dïl 6tô dô^nilu pur îtierniiiïni au inovon de Id foriiinile de Fourmi'

î;^(./,- ...H o) 4-^f,r. - o) ; -. j d\). j ^i p) cosî/ . ( ^ • - ./.•) ̂

pour lii(|iielto on n'divnil, œpolKhnil. tiiors p;is OIÎC(H'O elai)!i dos cornIilif^nH s»i(ïisîiiUes. ï^
rîii.sontKirneDL dît îîicininiii n'fî.sl devenu ri^ourolix quo p<ir I\î. Jordîni, (}ui, dnns .son
Cours d1 /fnatysfi ( t . JI do J<i r"' 6<!it,K^t, iS^i'i, p. 9,^.4-^'^i, et. t. H de L'» ^<' édition, i ^ < j { ,
j». %'i3-9,'3-^), a (isî<ns d'ilillcdf.s faire idiii.sion au pfîss<'t^<,î elle/, Ki(;rriîniri ) ^(nt)! ! la foriimlp de
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VI. — Application du théorème de Cauchy.

Soient a; ^> i, ^ un entier ^i^, z un impair ^L Sur le reeêan^' le aux
^s

sommets 2 d-r T,^, — z rh 1',, /, la fonriion '-— loi^^C.ç) cs î ^('•i''îlli(tr('k ; clic«'-» .-> ' ç D • \ / 0 ' '

a à rintcriciir le pôh.î s — o el, cor ï i î i fK^. inlinis lo^as'illirn'Kincs :

'J,0 ,v ==: --.- '2, -.-- /i, . . . -- l> .̂ •

.'î() Les F, posir l o s < | S l < k l s - '^\<^ Y <^ ^\^•
->. • .'i'

Ly foncl iors :— lo^'Cf.vJ, (Inf inie r^.ollt^ [ )0 i is " ,v ^> i, (^sl donc uniforme

(laiss ic rcc/S.îH'iLçlt1 adrcl.o < l ' ^ l î l ( k . (•oiii)!.!^* liorizoniale allani, de clKHj iK1

[ )< ) i î i ( , s i i s ̂ u lier an bord ^'anchc du r^cliin^'lc ; dans la fnçiin1 scl ici ï lal iqisc
ci-de^ssons, j 'ai ^vi î^ le [ H ) i î i ( . o [)ar deux derni-cerdcs; ( juani, a Ions l^s

aulrt^ [ X t i î i ê . s sin^'i i l i^rs, il csl jx^r i ï i is di* les Iraverscr pendant l' itïlc-
^ ' ra l io t î . Oî i [ x ' s î t , donc appl iquer le (hcoreinc de Canchv (^i [ï 'rcriarit
pour c i s e l i l i s s d'i î i Ic^'raliols le conîo i i r ainsi décri t eu sens positif, de
sorhï ( j i 8 \ ) B i parconri ( o u J o u r s \(' i)ord SIIIX'TK^IÎ' d'une coupure jus-

I^oiii'Kii' sons dos I tvi iol l icscs (jui l'citrct'dicii t !(; < '< is jdii'liculicr do {{itîrnînin, coinitio le
l( îc lcur v^r i t icr i l < j i s ( ' l t l l ( l l l t . f ' o i r ;mssi l'iiil.crcssiiiiitt ct.iKlc liistoliquo et criliquo (le
M. S^iiM.siii'.iSM, ( H n ' r </rf\ l < ' ( ) l ( r i < ' r s ( ' / n ' l i i l c ^ i ' f f t t l i c o r c i n ( Jd/n'c'^fx'ric/if, der Deutsclicii
iVhit/icnKd.il^'r-^rmuf'^un^, {.. X V Î , i < ) ( > 7 , ( > . ^."t(j;, l)';iilleu rs, l i ( ienl i t6 ('-».'2) a été élalilio
(lircc-I^Mitci»!, j);ir M. Pilrii^mcn ; 'voir .son Mcmoirci î ' / x ' r ( l i , ( ; lie.recituu/i^ der cisizeineit
(Ui<'d<'f dcr HK'uKf.fin'scfK'/i /'/•//// 3 (ditfo r / i i c f (0/\'cr.\'f^( (ff Kon^l. ^cl.erish'(t,ps-/^l^(dennGns'
l^(')i'!i(indfhn^nr, t . X i -V IU , S tockho lm, i ^ < ) i , I>. P'^ ' 7'11 ^ { > • 7 ^ ^ " " 7 / i 4 •
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qu'au bout pour retourner ensui te ad bord inférieur. Kn désignant
par I, II, III, IV les quatre côtés dd rectangle à partir (le 2 --IL/
et en comptani les coupures parmi le cjiesmn 1 1 1 , ors a

»./• . / ' • , - / • , / • .
* ' î • il " 1 1 1 "-'IV

f ne dépend pas de z ; je discuterai an § VII ce que les trois aiiires
../i
inlé^'rales devieisnent [xnir ^ lendani vers l ' i î i l i î i i [)a!* valoiss's entières
impaires, el je ferai voir que chacune d'elles lend vers nne l i în i l f1 .

Je parle d'abord des détours dans III, c'esl-a-dire des parcours de
coupures. Supposons d'abord qu'une certaine coupure ne contient
qu'un p de multiplicité À. Puisque \o^t( ,v) - - • • A lo^(',v - ~ - p) est régu-
lier en p et que

( ^-.)lo^(,s-) - ). l()^;(.v— p,)| ./.s-

s'annule donc en allant de •-••- ; 4" y/ à ? e{ retournant, S a n d i s < j i s e
lo^ ' ( .y -— p ) dillere aux <leux I)ords de 2rc/, on a, |)our la coupure, la
contr ih isSion

/ l^lo^ç^)^ :••-:', r:n. (' 1^^.
J •v ' • / Z .^ ' f •s>

Si, généralement, il y a, avec, rordonnée Y, de ^-auf isc a droite, les v
zéros ?,/(// ----= i, ..., v) de multiplicité /^( // -:;:::: i, ..., v ) ^ on j s -ouve ( j îK 1 ,
aux deux bordsdu se^dn^ntde p,/ , a ? / / ( où p,, s i ^n i f i f * -- ^ •4--y/^, lo^^(.v)
dill'ére de 27:/( A^ 4-. . .•+• A,/), c'(\s("a-dire surpasse au bord supérieur
de cette quantité la valeur au bord inférieur; la conîr ibut ioi l est donc

/ ^ 10 ̂  : ( ,V } r/s =: ̂  ̂  TT / ( >. „ 4- . . . ..,.;... 7,, ) 1 :.L / /,s- ,.,: • '>, 77 / y / ̂  / l _^ (^ ̂

ri } '- r-'" i // i ' - ' ! Y /

Ix'iévemenJ

,,^y° r,/.,,
P "' 1 ' /

où p i)arcourl touê^^.s les racines d'ordonnée/ y, chacune avec sa muiti-
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plicile. En somme, les coupures dans les demi-plans inférieur (y <^ o)
el supérieur (7 > o ) donnons

v /
Ad .̂

QuassI, îi la (^oulxirc d^, -- 3 ;i s:, qui CisJ: i)!;^'^* siiî* l 'axe réel en ('ivil.anî.
le [ ) o i i s î o pîir <lenx <l( t I ï i i -<>el><> . l (>s de ravoi t // s i i f l i sa i ts i t ie î i l , | )e ( i ( , on t i y
( ^ 1 1 [)os;ni8

Pô

p. > —^ p'^ - 9 -»

comme conIrilHjlion i'e.lalive, ;HI se^- înc i iê , de p// i ;'» ?//( / / = î , . . . ,v) ,

/•p"^ /
•Ml f ( '̂  —— // ) y —— ''/.S',

puisque lo^"C('.y) es t , en has, eLçal îi Iti valeur en liant diminuée de
'2Tc^(v • ^ + î ) — i [ . De 'i a i el l ' ï ^ .o î js" , ois a

lo^n.s-) ^/.s- f---,,,.—^,^ •̂ lo^;(^- i) ;(^)!^,
/ ,S- ' S 1 ,/ .S-

où lo^'(.v — i ) desi^ 'nt^ la Ix'anelie, nnifonne daiss 1 ( ; j) lan defoii i ïe de î
i _ ^ (.) , n^lhï [ tod i * .v> î ; ici, dans la dernière inl.e^rale, laquanli le
\ ilile^rer esl régulière, en .v :---. î , d(* sorle {\\w. l ' inlegralt^ é^-a ls î \^ pro-
luit, d î î •2T:/ i);tf le résidu lo^; -- ^('o,.)! — -- l̂ -i"2 eorresi)onda.n[ au
pôle .v -•--- o; la quanlile a inl.e^re.r dans la |»re,tniere intégrale a, dans le
voisinage de s == o, It^.s deve loppemeni s

t A( ) -{- A î .s' ! . . . ( <lemi-phm s î i p e i ' K ' u r ^ ,

\\^ \- l î i .s - i . . . ((k'mi-pS.Hi inCéricul").

Dot ic, puisque

7T / SNr 1 ( 1 ' ('IH'I .V ",= // ^'•f', 7: ' C^ '̂  <.),
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Ci

/-\A-
I — ̂  — T.t .sur Je chemin .s- -=. /ie'f, o 1 • o : •— 71,

^ ^ lo^^^^v^^Tr / Io^^—^/ l in i / ^ ^^+f '^^);
• 2 ^ — l o V . L , -s' ^ -s> 7

la coupure de " ^ a i donne donc en somme
v

->7r/^(i.4.,...,4..,.._,.^,_ ,̂  ^;^^

-1~ 9. TT < i 0^- •-î -- '̂  TT / ! i 1 1 1 ( 1 'TA fU -4- / 'r<> ,/,v ) ,
// • o \ , / ^ ^ ,̂  .S- /

où la première parenthèse renferme v n 4-- î I^rines e^aiix ;( + i ; (d i t 1

l'o'urliil, dom;

<<7r/^ / ''c ^-^"^^^o^^~.-^7r/li^» ( f l̂ ,/v-.,i,.., /' l ̂  ,//)
/// i' •• /t ^}\•f . •s' .4 •v / '

I.'<iI)I)liealiori du Iheoreme de Caueliy donin- donc, si Iir ne desi^iK-
pisis ( jue ( ( -s |)orlio!is verùcides dii ehe.min dt1 — z -h 1 \ /a ^ s — 'r /^ ' < ^ ^ ' ?

l "- / ' - i - / ' - i - / ' - i / •- , . . . , , .<• ^ r' ^/,
1 •-'l .-'11 .'ni. .'iv ^ . 1 . , .V

(.^ -' - T ; ; - 7 - T ; :

-1- •'.7T/^ / ^-,/., - | - ,^(1,^.< ,,̂  li,,, f /' /' •'1,1, -|, /"':!_' ,/.,

», -r ••• A • " ' - - / - , s , ' i x

VII. — Passage à la limite -- y-.

QiiiHil, ;i la parlic 1 1 1 ' (lu cl^,,,,,, |ll ,.(,|;,|ivc ;,ux port ions vcri i-
calcs, io^ 'C(A-)y si^>i(i(. |;i valeur ti^nraiil (l;uis la (roisicinc i»ar( ic du
Ic'iirK1 Vil avec inic (.rtTiir i i.fcri<.nr(., (.„ valoir al»soluc, parlouf sur
€<'( , ((• [»;ir(.i(; vcrd'calc, ;i

•-(.N(1^ ,̂ ;
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ois y a donc

lo^Ç(<0 •" —— ; ̂ 3,3 1 ( »^ ( ̂  4- 1\,. ) + n, 11\, l o^ ( .- - i- T,. ) - 1 - \ TC N ( 1\, ) - 1 . rr.

< .r--7' ; cf.^ z \o^ ( ^ -h T^-l- ^..n'I^Jo^^, ^ -!- 11,/) 4- f/,H N ( T/);,

ce (|ui f c i s d vers /ero i ) (> i i r 3 — ^ cl, csl, i iK l ^ i x ' i i d fS iê l (h1 roi'dorns^1 /.
Donc III' rosirni t iiîiî.1 ht ic^ral t^ (|(ii î,cri(l vers zéro pour s --—-je.

Chacune (les intégrales ( en nombre f i n i )

[end, pour ^ — ce, vers

/ ..î"--/
-. f . lon r

^y . : l . /( .rP) \-'7r/,

s is ivai i l q(ie ^^^î, |)osi(,il t ou ise^ahf. L\\ l ï i ^Mniere^SOISI IHO dans ( '2 ' î ) lend
doue vi^'s

y L/(.rF) := y ! I./^.r^) -h- l^'(,^")i.

Tr-'T'"1

Pare i l l ^^ inet i l , le dernier (erme da iss ( ' i \ } (end. vers

/ » I I ,- /• 1 >; / / ' *——^' ^V /» l<>^î• t ' y '\

— • . > . 7 T / ! i m / ^ ^-</.v - 1 ^ lil,/.,) :=—-,7T/l i in ( ^ -L ,/y ^ - ̂  )
i, ^ J , ^ .̂  •s> / //':=, o \ . . / , r .4. ^ /

-= - - • '>.rci !./(./;).

l^nlin, ]>o is r la somme relative anx zéros rôels dans (23), si on
reeril

v r " " • ' i ^ r"^^4-. f ^^4-...^^.,/ . ^ .7 , s J..,; •s'
^ [ ^ 1 1 ) - - i r ^^-- { -"-ds,

.^JJ-- s-^- •)f^ ï"'
" 1 î \

|)nis(|uc (,<^is i< -s elcinciilK soul ncg.U.irK cl- que la série rcsuitarilo est
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coîmvrs'enle,, on voil que

•im2;/

l/miég-rale étendue a III, y compris les coupures, [end donc, pour
-5 == CO, Vers

"--,7T< L/(.r)- Y iL^.^1)»!-!.^^);^ f———^y,-,
^ ,, t ./»• .ri^o'jt.r''1

,1e dis que les iule^rales sur 1 1 ( -1 IV I.endelU [) ( ) isr ^ :..-.-.--c v^^rs des
l imites. Il siiiïil, pour ('(die, de prouver que

./• lo^Ç(.s-}<' / .v

converge. Or, ( l^t i^res la seconde prn-lie dd It^ifHjfjK* VII, pour c r ' " — i,
s „.,:. G-4- l1^/,

7- ̂ Ç^) : i ^ o-) îo^| A- 1 < ̂ ;,<,.̂ (- cr),

ce qin îissure l;i eonv^^'H'eiie^».
Le résultai de ee para^'raplie esl donc

/ .2 !T; ; / ^/ a ./;•'•' r
f ^\^^)as^ f j 1 •^îo^Ç(^^'-^-lo^Ç(.v)^.s

-' - ^ •+• 'î\,i

-\lli- '.>. ni I. i{x) — ^ ; j. i(.r,?' ) + I. /(.rP" ) ; + f -_ l̂'i_-_.
./, .yi^^'yî.r'- ';

VIII. — Passage à la limite ^ - • : : , ^ et formule finale.

Je fais mîmiletiant fendre vers l ' i l î l i t î i le nombre entier ^. !.(» |>rernier
membre de (2/1 ) (end vers - i r . i f (x ) connne l'e^alile ( 1 2 . ) 1 ( 1 fail voir.
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l^s d e s s x premières inle^rales (lu second membre 1 ( ^ 1 ( 1 0 1 1 1 ^ vrrs zcro,
car, (rapi^s [ ( - s d i ^ î x i)^^^"!^^^ i);irlic.s (lu Iciimm- Vi l , (ma, [)oiir ^•>^,

(•^ ([iii ( ( ' l î d vers /rro.
Doiir

(^)

o.x is i t 1 , ( ^ l l ' o i s î î

_/•(.,;) :::: l^(.r)--

liin V ; !./ '(.rr-') 4- l^'(.rr-")j

^ ;I.-(^)...,-I.-(.K-)i-,-^ ̂ ^^^

I.a | )^ k l lV( k ( l ï - la lorisinli- (6) < ! ( ? Hn-mann î -s l dolic a ( •h ( t v< k ( t si l\ni
[ ) r ( ^ î ! V < > c rscorc ^JIK'

V; l . / ( , r^)- ( - L<(.^")!

( • < ) S l V ( > s ^ < t . Co i ï i i îH- l^-x ish-ncc < ! ( - la limi^ (^'>,) <t (Me clahlic, il suflit
^v ide i ïHM^.s iS, î n a i i s l ^ n a t s t d^. lîl'oiiv^r (|iH1

( ^G) liin y | !.<'( . /•F'} -h L/(.^" ) | -— o.
ri •• '<:-

Or, ! ( - nombre dt -s Icr is ics <le la sonime dans (-2G) est <ai,,log^;
(•haqisr ( ( ^ r i ï K ^ csl, ^^i va leur absolu,

<'\J^ ^To^

de sor îc ( j i î e (^i) ^sl [prouve (-1 la formule de Hiemann établie.

^lo^'.r

.-/////. S':c. .'\'oim., r : î j , X X V. — Si.,r-miiiKK KjnS.
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SECONDE PARTIE
DÉMONSTRATION D'UNE GÉNÉRALISATION DE I .A FORMULE DE K I E M A N N

POUIt LE CAS DES NOMBKES PKEMÎEStS D ' U N E PUOfi l îESSION A î U T Î I M f < T K ) U l < ;

IX. — Rappel de propositions connues.

Dans celle Parlie, je démontrerai pour la première lois une formule ( i )
pour les nombres premiers inférieurs a x el compris dans une pro-
gression arithmelique k y 4- /, où /: el, / soni |)remiers enl.re eux. Pour

cela, il suffit de traiter la somme '^/(y7^ °^ ' / ^ n ) es^ nn c-araclere
/' X

quelconque niodi^o /•. (;ar on a

y ( /. i y ( /. i

Î Tyl; ̂ (^ -ï I ̂ r^^ ?( / ' }^ • •
V 1 /' • l » .r'^ 1 f, ,,

/' /

( î ) On (Ujnu'l j)u (ic.rifo iKîurisInpKmKînl (ic(»uis loit^lfîriips (•cl.tc* forritiilïi. Noiîiiiiiiicnl,
M. Pill,/. l'<i (intrcvmî el. on ;t csqliisso une ( ( r t î i i v ? ^ houn.sl i f i i îe od i.S.S,( \ liber ( ( l e IIàn-
f'^l^'if ffcr /^r/fN^a/i/r/i in (iril/imf'd'sc/icn /^rD^r^sioncu und uh<'r 'fic.nvnndic (^'.vr/.'.r
( Dissertf/dott zur I^rlan^uii^ f/c/' /><"///-'/ ffoccfK/i. (n'I d^r p l i i l o s o p l i f s c/ir// f<\icu!.(àt (Icr I/'ni-
vc.r,\'Uû(. Jt/ia, 1 8 8 î ) j , {tour le c<»s (l'ud iiiodulo (tn^nicr. î.;» fornHilc; ^cn^nilo î-o (rol ivo
iin|)rim6e au §99 de li» rnorK)^r;i()Iiie do M. TOIŒLU : .S'////// t o i n l i i a ( I c i iminc.rl prïrni f/no
(f ( { i l limdc fiasc^fialo ( .'fni ficlld /î<'afc //rc/i </<"/// !n ( { c l i c Scicnzc [ i s 'u ' l i c r t un fc in f i l n ' f i c
dl Napoli, •/' sôrio, t. XI, n" 1 , KJOI). N.'ilui'tîiiniïH^il sa |)lir<'iso ( n ht {)<»„•;(* i t 5 ) « lul.lo
lo dedu/ioni délia soooi»(i;i pin-Kî délia rnfîinoriii di von Man^oldl, clio si riioriscono
n quarilo lio dctilo iiol ( ( } î \ \ } . ÎX, ^ 78 a <SÎ }, si pos.sono con lievi niDdifica/ioni imitarc, o
si riciiva o fsai is (pl'il indiqiK* aucun dntail) ne p(iul pas fîlrc considorco coinnHî UIK;
donionsiral.iori do la formule (37 ) ('(l'on lo î i t découle ), que p» deirK)nt,r(; soi^iKins^nenI
fen la iaismit (x'ecôdcr i)ar dos lernrne.s indispcti.sîibles <}ui corrcHttoiident, ;'i hi prciiiK'irc
(iart i t1 du travail de M. von Man^oldl;, tandis qno M. Torolli l'imprirne iinmedintcnicnt
après îa phrase ci lof1 . l)'ail!ours les formules dt1 M, Torelli supposniil ()ar ('rreur ( jm1 la
foncl.ion f.(,v; n'ait j)as do racino.s rcelltis coinprisfîs ( î i i t re o el i. î,(ïs formules s'obticnnont
aussi assez vit(; en corn m encan t. par (iifïerenlior formellem(înt. (w dorit on nu nalurclic
nieni î);i,s le dro i te unf; idcnlil/î (Je M. de la Vallée Poussin | /înr/u'rc/n'.y analytiques .\ur la
t / i ( ' ' o r i ( ; des nombres prcruKîrs (Annales delà Société Schî/itiff que. de /îru iciîUf's. t. XX ,
1^96, ^ l^irtie, p. iS3-^6 et 9.81-397 ), j » . 3^\.
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La fonction L(.v), déf in ie pour o-^> i par

L(.S.) .-v^^Br
^a«d //,••• 1. .1.

/^

jouit , comme on sa i t , des propriétés su ivantes :
Pour le caractère principal, on a ( j )

r.(.v)-.||(.-^)r(,,).
/ ' ! / •

l^)!!!' lonS, î in î . re earaclere, l . ( . v ) (»s ( U i s c lonct ion mh^r^ de ^(^src î
Icllo (juc, ^^(Irsî^ ' i iani ( 2 ) o on î , // une conslanh' l '^t1 ! !^,^!, . . .^^^rc i ' -
êa ins nombres premiers (///, [xuiS, eh'e o, de sorle <|iie ces nombres ne
sont alors pas a inirodusre ), £, , .. ., e^ re rSa ines racines de. Punile, on a

(^ ) I,(.v) ..- . ̂  1 ̂  | |( î - ̂  ) .-—— , (.v),
" i V l ^ ) r ^^ n \1 1 [ ., ;

où ^ ( . v ) esS, iine. l'one.î.ion enî ie.re de ^'enre 8 , doit l , S .o i i ê^es les racines
apparlienneni a la l)ande ( :t ) o ' cr s e(, ((ni saS.isfaii a l 'e(|(sal ion ibnc-
lionnelle

(28) C ( . V ) - : £ ; : ( ! - < > ) ,

dans la(|iielle, £ ( ^s î , nne consîant .e de valeur absolue î et c ( s ) la fonction

eri(,iere cor res j tondî tn î , au L(.s ' ) for iê le avec le caractère conjugue ' / (n) .

Oîi sail, d'ailleurs q n'a I^.v ) cl, l,( ,y ) corre^sixtndi^nê, les mêmes nombres rt,

A, m, /^ , ..., ̂  ( ^ 1 , les £,, £-/ conj ia^nes.
On voit , que, pour le caracl,ere principal, .v(.v "~ î ) 1 . ( .v )eslde, la. même

( ' ) / - ' [ / • ' si^liifio ( j i io /-' p<»rcoi i rL les îloiiild'cs pi'cfilicr.s dinci'culs qui divisent A'.
( '2} Suiv;uit (pic y ( \ ) :— i i ou y (— î ) == "- î .
(•';) On smi ;ti issi (pi'cllo.s {iititiirlieiineiit a liii l);u»(lo o -<c r ' < i , mais je n'ilunii aucun

nsdL'o <'< < t l > r.lin;; j 'c i t i (»loi( i sciiIcuiciiL plus t.(j(rd lo lail eornid que L ( ï ) y- o, de sorle que
ni i ïii [ ( ' 1 1 vérin do f ' ^ ) j o i»o souL niciucs de ^ (.v^.



.•f'-?^ E. L A [ N D , - U I .

forme que le second membre de ( ^'7 ). Ois n'aurait qu'à poser

"-"• '--41"K't• IK'-^ 1 1 ( ' - / 4 . > ' •"•• ÛC-^ II (-/>)•
Pour renfermer tous les cas dans la même formule ( ' ), j 'écris, pour
tous ]es caractères^ en entendant i: par c pour le caractère principal,
o pour les autres,

// /
(.9) L(.s.) =- ———-^^ IJ- (, - ̂  ) ^ . ' , . . ( v ) ;^-•(.s.-.i).- l.,| \ ^/ /,+,/•

• / i • ———

de (^f)) résulte
.,, / a - 1 - »'< \

L'(,Î) _ e ,.• ^ . , ^e.jo^/^ i ^""r""^ , y (.y)(30) -r^—J-^7-^-2^ "l~L(.y) " .y . v — i • " ^ ^ — ~ £ , ^ " ^ /^^^^ "r" ^^
1 [—,-)

Tout ce que je viens de ciler dans ce paragraphe est connu depuis
longtemps.. Il convient d'ajouter aux notices historiques qu'on donne
d'ordinaire que la relation fonctionnelle ('.'(S) a été découverte en
B8(r2 par M* Kinkelin (^ ) . Il traite avec tous les détails les cas de /-
puissance d'un nombre premier impair el produit de premiers impairs
et difïercnts, eu faisant remarquer avec. raison que. le cas général est
tout analogue.

Le lecteur trouvera des démonstrations déta i l lées et très élevantes
de ce qui précède chez M. de la Vallée Poussin ( ; î ) . Pour faciliter au
lecteur d'acquérir ces connaissances, j 'observe que ces démonstrations
peuvent être simplitiees aux deux égards su ivants :

i0 Après avoir établi la relation fonctionnelle (^), on peut en
déduire de la façon très brève suivante le fai t que '^(s) est de ^enre i .

( 1 ) Naturellement., j(i pourrais ino dispenser (Je Irailer le cas du earac fere prmcip.'il en
renvoyant à îa première Partie de ce t rava iJ ; mais je veux exposer ici en nieme temps (nin
antre démonHt.nilion des résultais de celte première Partie.

( 2 ) AU^emcine 'Titcoru; dcr //arm onù-r/fffi ÎÏcUn'it, fnif. /in^'cndn/t^ a/if df^. '/^i.ftfeft-
77/(3orÙ! (Pro^/'ffrnm dar Cffn^rhc.y/'//u/.r /îffscî. a r i î îee 18 r» î "rKG'A, p. r -3^ ) , p. 9/ î-^y.

( ! t ) ^oîr les pages •^\•~'îîf\<>. d^ soti Mt^rnoire cité (>reeedcmm(int.
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D'après un l.lleos'oiïi^ ( 1 ( ^ M. IIadamard et ayant é^'ard a la symétrie (^)

par rapport à la (Iroilc cr .— ^, il suflil de montrer pour tout i{/) que,

[)our cr ' ' -^ on a

|S ( •s > ) |<^ ' .o^ ! A • l ^

ou a << 2. Os1 ,

Ç(.) ̂  l.(.).v--(. - i)- ^ -^^ [ | ——^- r (^
/^ï

s -h a'"

et, an secolîd membre1, |)onr ionl, e-as'aeîere (lilloreiil (In caractère prin-
cipal ( 1 ), L(.v)csl une scrn1 (le Diric.lslel convergente pour cr > o, donc,

pour o"- : • I • î i isleri(ïure en valeur absolue a a,., [ , v | ; de même

c-^'-\\-
£^_

' î^

^'(M \ ^ ) | j — < a,, 6J•S•1 ' "B 1^ 1

V//^^

' s - \- fi ^(a±-î/)<,^,^^^::^,d^l()^^

d'où, pour ioui a ^> B ,

IS^K^.^

(^l^.^^pl^^^pourlelMilac.î i îelJesn0^2} 1 : î - 1 S el 31-:^ du travail

de, M. de la Vallée Poussin.
9.° Le t ravai l de M. de la Vallée Poussin contient un len-mie ('•ï ) de

la t lH-orieeJejïHmîairedes nombres, dont la desnonsiration, élémentaire
(railleurs, n\y est pas assez simple. Voici le lemme : Pour ioul carac-

P) Pour î(ï cm-actèro principnl, il n'y <» ncn <le nouveau à prouver au lecteur qu
connall la théorie (le I < < foncLion Ç ( . v ) de Iliernmni ;)p()li(itiee (luns la première Partie.

(2 ) V\\ ̂ es 9,9 ( -M) ") e I. 'i i r - 3 i 1 .
m l a p i i r l i e ess( t l l l ieIle de ce Icminc nvait été énoncée par Lipsetiitz [ Untermchun^

dcr Ff^cha^'n cînar Galtun^ -^ nnendUchcn Rcihen (Journal fur die reine imd
an^^du' Ma^mauf.. t . (;V, i8K<) , p. ^;-i^>), p. 1 4 3 ], qui n'avait cependant pas
puî)li6 sa démonstration. Voir d'ailleurs p^e ̂  du Mémoire eité de M. K.nkelm; la de-
nionsiration n'y est pas non plus assez simple.
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tere propre module /{', o/z a, ̂  n étant pas premier cwec /r,

/i
'2 T T / / / / / /

( 3 i ) ^•/,(//)<-7- ^".
// 1

Au lieu (.le la démonstration de AI. de la Vallée Poussin aux n0'" ( 1 ) 4 1 ,
44, 47 et 49, M. lladamard (2) avait déjà |)roj)<)sé de, ramener le
cas général au cas de k puissance d'un nombre premier au moyen
d'une idenlilé qui décompose le premier membre de ( ' î f ) en produit.
de sommes analogues relatives aux puissances des nombres premiers
qui composeni /c; mais, pour Â'^/^', il a du encore renvoyer a M. Lip-
schil/.. Mon ami et collègue .1. Scilur m'a lait remarquer qu'on peul
établir ires simplement, et même directement pour tous les /', Fiden-
lité (3i) de la façon suivante.

Posons

Puisque m a un diviseur commun avec/:, /• possède un diviseur/</•
tel que

r/ - i.
Soil

/>

/(•^ -^Xt^)-^ ' ;
.. , . ^i
jl s a^'ii d<* prouver que

/•(p)::r:o.

Si /• est, premier avec /', on a

/. /.
/(p)^^^(,z)p-^:^^(,^.)pn--:^(,.)y(p^.

// 1 n 1

Si, en outre , r. : i (mod. /), on a

p/=p:

( 1 ) i^i^es 3->o-:î^, i , .'^'i-'^.1"), 'Î97-'î->.8, '\'\o-'\'\\>..
( ^ ) Sur les wics de D i r ' i c l i l c l ( Procès- vcrbniu- df's Scwiccs d(î la Socïétf'1 des Scîcnci's

p/iff ùfues et rudun^Ucs de Bordeaux, anncc 1^96 -1^97 , (). 41-4 ' ' ) ) .



/ ( ? ) ( / ( / • ) - 1 ) - -0 .

Si /Yp) ii'dail- pas zéro, OBI aurait dosic

/ ( / • ) - ^

[)oiir tous les r 1 i(mod. /) el qui soisl premiers avec /;. Je dis que y
sérail un caraelere inodido /, ce qm esl, en coisiradicl iosï avcr, la
supposition {\w y (;sl un caracti'iT. |)r()iîre modido /:. Pons" cela, il
faul. inoilirct1 que, si n. . / / / ( ' issod. l ) cl //, .̂/ soni, prciliicrs avec, /•,
o i î a

^ ( / / ) •_ / ( / / ) .

Eîi eficl, si //, I •< l i l ) r< ' ts( k ! l î< t la c lass î^ inverse a / / (mod.^ ') , o is a

1 1 /•/.i :: /' E^ i ( mod. /),
/// /<, : /• /^2 i ( mod. /),
/ ( /< ) / ( /<J =^( / - ) :;. i,
/ ( / ^ ) / ( ^ i ) • / ( / 1 / ) '.

• / { n } : - / { n ' ) .

X. — Lemme sur l'ordre de grandeur de ^—-, •

I^KMMS< II r. -• On a

l^
L ( . s - )

dans les domaines sin^ffn!s :

1° Les (fuaris de plan a '_ — i , / ; i d ^ 1, — î , l ' ' — i ;
i> " î.es droites in/ilues cr =;:•: -- ' t — a, G- = - • • r) — ^7, ..., cr

<w ^ ^.v/ impair ci '.. i.

D^rnonsfraiiort. "-" Dtï ( 2(S) resiille

^v) __ V(1__SJ>.'
f ( .s - ) "1"" ^ ' ( i—.s-) '

•a, ....
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donCy en vortu de (3o),

I /d—.v) _ c c ^ ^I<>^/^ i V ^ / ^(<s ' )
1

-.,.——————————^ ——— ——— ———————— ^__ ,„._ __j_, ^ ^^, y __^——^^———————— _—— . ———......_„.———————————————————— ——— _^—————

^ ( ï —— •S1) 1 —— .S- .V A^ p.\ A —— ̂  ^ / i -4- ^ —— ,s- ^ •r / ̂
1 ^.___^————^

r^L^Lz^
^ a /. + y ^=^- ̂  ï

/A;-"'"— ^ •>, , / i -h a — .v .r ____ )
' '•'• }

L±l \ „
Ê,/|()^/^ 1 ' \ ^ ,'' 1 / f . v )-r-4,

^^._s, . rf^-^) i-(.^
\ 'A )

Or, pour a -=- o,
.,, /</ -4- S \ l .S-'\ .V7T „
1 (————- 1 ( -\ C O ^ — — 1 (,.)

'i—j!") '~ i^/iri-t) " ^ ••'••" 1 ':>. ) \ :>. )
,, / 1 -|- fi - - A- '\ ,, / 1 —— .S-

j xx i r a — i ,
v ( " ' 1 A' \ r /' ' i - •'' 'l • !;'K \'i •ï ( —— ) ' (, -;,- ) ^ T_1^' ^

r / i-i.̂ ^ \ n.n) ^•; '';
\ ••'• / \ -•'•/

donc, (lans les dcsnx c;is,

., / /< -I- .v , (,t -- a )7T ,.
i~^r^ _ (>os ̂ .«~_1 (^

i- ( -'-Lrir-jï ) - - v ^ ^ '', '•1 )
} : ' ( " — 1 } v'fL^0.^}

ï \ •i / , I '•, •>• / , 7; ( A- — /( ) 71 1'' (' .S' ;— ——-———————— _],. _ .——————————————.<_ ._-— (»"•:<— ..-. (,'»n"———————;— -[- -.„- ——'
2 r ( " "'" •s' \ ?' r ( -ï-Lr'—^ ï 9- '•'• r ( • ' l )

[ \ J { \ — s ) ^ £., ios»./ï -^———— _ y f) _j^ lo^-a -)- y '—"-./-_'_
\ MI—.S') " /̂,.; .'—„,

(3.)
'" —

/ V £•/ lo^/^-; TT „ ̂ -"L l̂7! •''(•^ l̂'̂
ï .̂  ^•ï -- ̂  ^ ''llnr " "'- -- ''̂ T 'r["v7 '
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Si a — - o, (an^ 1— a déjà été traité dans la démonstrat ion du leimne III ;

si a =.= ï , on a, en u t i l i sant les résultats de a =-=<> : 1° pour | /

( ,S- I ) •7T

2° |)oiir cr :̂  ï -(- a -..- ^ -l1-- -2,

| ( .y „„. ï ) ^

lui se rappelanî, encos'e \{\ \^mm{' II el l 'e^ali lé

.̂î  . - ., V ^/ ^ / / / ).10^ ( o- - - ï i

on déduit, de ( .'')'2 ) ( J Î K ^ , 1 ) 0 1 1 1 ' cr ' i>, j / j ' ï el JK ) ( I I " cr : . ï -4- s -h a, 1 -o ,

^ 1<)^/^ V 10^ ! > ' ) , , .^ lo^/^ ^ \^^'1^
^"> 1 - Z-i —"""^ -4- Ai ~" "" "1"- a''(l ""+- <//*7 < ( > ^ 1 •s> 1 '̂  a^

^—— ï A^ f)^ • • \

(.'(k (lui pronve le \{\nnne I I I 7 ^ ear, pour les .v appailenani aux doinaiî ic-s
de son énonce, on ohl.ieni,

: a,^ lo^ ï — ,s-|

XI. Lemmes sur la distribution des zéros de L(.s ').

LSWŒ I V. Soic/ff 'V ";>, N0' ; la nomb/e des zero.v de l.( s ) don/ /'w-
dorniëe csl ro/// prise cnit'c o (e.rclnsivc m e / i f ) et 'V (inclusivement). Je dis
Cfue

'N (1^ 4- ï ) - - N (T ) < ^;;,> lo^T.

Démonstration. — En dés ignan t , i nd i i r e r enHnen l . i)ar p = fJ 4- y^ les
^-///.//,. /';r. Nnrm., ( : ' , } ) , X X V . - OcToiHtK 190^. r>i')
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zéros <le la Ibncîion enli<'Tc dr ^•cnn1' i:

Ff^-'Q ?(..),A.A \ />;;y •

tons compris dans la hande o'" f^ î , o i s a

],(,) ,, 1 A^'-—--.--^.---^ f| fi -.- •s' ) ̂ ,
^'sl ~' ' / > r ^ l'—t' n \ - ? /

[~~ ) ^
^ , / ^ i -^ ^

L^^) C C I _ \ 9. ,/ V / 1 , t ^

S.(.y) ~ .s- .v — i ' '-i /,s- i n Z»à \ s - ̂  p ! p/| .̂.̂ ..,.J ^

l-fL..1,,..,,^ ^
V // I , ' \ l / (• v ) g > <' (> ' "•y ——- -.{-.- • - 1 1 ,-.-,-..-- —. i{ -.1 .... 4... , „ - , , , ..-i.... .,.. .,...„„,
^»aà \ .v - . - . . p py I . ( . V ) .V ,V • • I '>. / S \ fl

' ( - ..< • )

Pn\ir s == 2 4- T/, '1' ''.>, ]'<»,!! rendus, nhsolumciti r ,o in i t î ( 1 < l a j i s ! < <
(Jcmonsiralion ( î ) d î i I C Î U E Î K » IV,

^ ^TT. (•;::7,. <-'^••'•
f-'

(<>)'^ lourîul, If1 l ( t î n^ l ( t IV 'o l aussi lus l^mm^s V7 el V I^ , (ji i i soisl si
Khmiiqucs aux l^iintHîs V ( - î , VI qiril t i^-sl inpjrKî {)a.s lu-cessain1 df
rocri r(î 1 eu rs ^n 011 ('(^s.

J' introduis maint^naiil, \{^ no in l î f î ' s T,. commn îtu ( îOînî ïH^H^î ï iK^ i t ,
du § IV. [^^(pMl n'y a plus de symcJr ie j )ar ra|)j)(»rl a l 'axe réel, il fa i i î ,
[ ï i - t -scr i l^1 ici ( 'xptT.ssemcnl aux 1'. la c o î K i i S i o n qu^ 1\. < » ( , 1\, ont,, de* <"> * , • - > . ' - >
c l î a q î K - Y, uno distance sulx ' - r i t îure a ——. {';^[ rea l i sa l ^ l t * d'ai)^/^

le/ IC Î I I Î ÏK ' IV, a|)|)li([U('; a L ( s ) ( * f , a I/.v}.

rf;.-^i ,-f;!)
( l ; I.<î iail ( juc d.iti.s { \ ' \ ) (i.-iire —————/- ,ri l i f î i i ( !< ; - • / provient, ( i < 1 ce ( j u < î lo

•'^ ! ^ ''(^
ternie - n'y est pîjis et, qun î 1 ( •î- 4- î \ — ^ s ' f ^ 1 .

•y ' \'À 1 ^ \,'^7
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Je n'établis pas Fanalo^ii^, <lu Ipmrn^ \'I I, puismiî1 , dans ce (le seconde
Partie, j 'appl i î j i ie l'inl.c^rale ^'éneralisalîl.

/ • • / • • s - Ç^ .v) ,
j ̂ ^^

an liou de celle ( jni correspondrail a

^ ' ^ 1 < ^ Ç ( . )./.<;;1 - ^ 1 < ^ Ç ( . )./.<;;

j ^ o l t s e s ' v c sc.i i leisicii 1 ( j i î c , nn r ; i iS (n iE i ; î i î i , c o s s â î t i c ; s i f ( ' o î i i i n c s s c ^ ' i B i r i î l ,
( 1 < 1 la [ î r t ^ ï l i ^ î ^ ^ |)arlic d^ la ( l ^monst raS. ion (lu [ ( ^ K a i ï K * VII , je ( . r onv^^
(ïarci l lc. i ï ic i i l a ( / '2()^, ( îour - i ' G" 2, / - :±: 1'^,

1 -^^Jo^"^.

XII. — Application du théorème de Canchy.

Soil .r ^> i, r " o : en a [ ) [ ) l i ( | i î a i s i , le Ipmsne IX a la s^ rie

l / ( .s- l /• ) ^ •// / ) ' " ^ lo.^/^
'i, ( ,v'..:(:,. ) • • """ 2^ —p^-^—

cl en design a ni j t a r A ( .'^7 / ' ) ia soni i t ic

v '/^^f)!0^/?^ •iiiii~~^,

[ ) ( ) i i r ,r / ////", cci^c s o i t i i ê i c -
[«ni r ./' ///,'", o î i o l ) î idtf,

(' ' t1 (h» la snoi l ie (Ici. ( l ( t rs l ior lerîïi.e

1 / * ' 1 / ./"'•' I/ (.S- 1 / • )A (.r, /• ) 1 1 in . 1 — .—-.-•.------..-•-
•I .. ' .<T!-/.A, ,, .S- 8 . ( ,S - I- / • )

n • - . . / ' "
^ ' > ^ > ' J..,

.rappliqua r f i a i l i l ^ ^ i a t i t i » 1 î l i^o iT i ï ic <lc Gauchy au roelan^le avec les
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sommets 2 -4- r± 1\/, — 2; -- a ± 1\,./ ( 'allecté ( l ' a u c u n e coupure ), oùz/•' " .-i i. -
est impair et ^3, ̂  entier cl :;::." 2. La (onction à intégrer

.r•A'-r L'(.s-)
<T~7 1[7(7y

est, régul ière sur le contour et" nicroî i iorphe ;i l ' in ier ieur . Elle y pos-
sède eoimne pôles : le n o i n l ) r e /', les zéros de L f . î ) à o rdonnée ahsoln-
rncnl in fér ieure a ï ^ e t à al)scisse s u p é r i e u r e a -"- z -- a, e n f i n , pour le
caractère p r i n c i p a l , le nombre i. Ces pôles soni Ions s imples sauf les

cas que /• co ïnc ide avec un des pôles de ..—^; alors resl pôle doid;>le.

Le rés idu du pôle resl donc :
î° Si ni r ne coïncide avec ( i n zéro de L ( ' s ) , n i qu 'on n 'a i t en même

lemps r :....- i el le caractère pr incipal ,

§ / ( / • )
rfa '

2° Si /• r (d, que l / s ) corres|)onde- au caracler^1 p r i n c i p a l ,

- lo^r i (;o,

où (^) dési^TK» l ( k Serine constant, d;ms

^F. .^ , - , . . . ( .1 (;,(.--,) i - . . . ;

3° Si r coïncide avec A zéros r fun zéro réel et ' < ) de mul t ip l ic i té 7.,
qui d'ailleurs serait <'i, comme l'on sa i t ) ,

où (^ est. le tenne constant dans

L ' (^.:- /..+C;,-^;.(.--^-,-....L(.Ç) .s- - - r '

Le résidu d 'un pôle ne co ïnc idan t pas avec res t :
/l° Pour s ----- T , s eu l emen t si le caractère est pr incipal ,
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5° Pour les rac ines r comprises entre o ( i n c l u s i v e m e n t ) et i ,

6° Pour les racines non réelles (a ordonnée absolument inférieure
a TL) que je désigne par p (^),

,r^-''
p — / • 1

'7° Pour les racines — i>, — /i, —(.), . . ., — 2 :- dans le cas a -• - o

et, — i , - - ^, ..., - r. dans le cas a == r,"ert résumé, pour ('un - ~ </ ),

On a donc, dans tous les cas, si I, II, III, IV désignent, à part ir
de, 2 4- r—T^/ w liaui, les côtés du rectangle,

(35 )

- ' - f f - f 4 - / " 4 - / ' 1, / ^ +
i • ' \i " ' 1 1 1 • iv /
^" .rP •'• ./•1 /' x,̂  .r1' /'y ,—— _- c —-— - 1 - > ---—^ p — /• i —- /• ^d r — /•

p- ï'"^ r

9^ U ./H ^lll • ^ V /

x~^ ,'rP ''' ./•' ' •̂-̂  .r1 ' '
-^- ^ ,:——— — c ——-— - 1 - > ---—

^ p — /• i —- /• ^d r — /•

^-C2m-<x) /• I,^/-)
4_. ^ ——^^^——^——- 4- „ ?

[/(r)
»ù il faut lair(1, la convention que, si -.-—.- est dépourvu de sens, ce quiou il laut laire la couver

entraine qu'au moins un autre lerme le soit aussi, on entend
. ( r )

,. [ ' U ( r } ;^ '•S i m „ „-——
r=i |..,l-(r) I — /'

iitn
r--.: C L(r) r — / -

! / ( / • ) ^l-r

'L(7y - r~~r
! / ( / • ) ^.r'1' r

î y 'i" ^:^^y

où À désigne la niultiplité de la racine r.

( ï ) î l est coiinuode (!e cJi;in^cr ici un (Xiii les (JcsigniUions el (J ' t îxclure (lu signe p
tcmUiS les rucines réelles. l)<nis > f ' ( ï t ()", n iK 1 rr ici iK^ mnlli.ple (Joi l ôtro oniirn^roo plusieura
fois.
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XIII. — Passage à la limite 3 — 0 0 .

En faisant tendre dans ('^) z a l'infini, Finle^rale sur III [end
vers o; car, sur ce chemin de longueur f inie, on a, par le lennne IIF,

x ^ - ' ' j / ( .ç ;
<' , , " ^ u 1^'h' 1 < ̂ ^^' '•

De même les inle^rales II, IV |)ei ive-n(,e(re el^^ndsies a l'infini, puisque,
pour / = ± 1^, a ^ — i,, le lenn'ne III' donne

.̂..-;. yy ( ^ j ^.r
——— — - ' -^ . a^ lo^j .v [ - a^^.s-r L (<r )

E n f i n , au qua l r i e i rK» l^rmc d u second m e m b r e < l e ( ' S . ^ ) ,

où IÎ |)arcourl les zéros négatifs de I. f ,y).
Donc

(36)

XIV. — Passage à la limite ^ •-' ^.

l^)»!!'^-::-:: x, lesdeux iuleHralt^s au s f^cond rnerniu^» de ( '\(\ ) lendenî
vers o; car pour / ^ •» on a, si ^ ) ^> <', par le
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le m nie I I I ,

-:: -,—r a'^ 1°S •s' < a'^<rrT ——— 5

< 1 ( 1 soi 'Sn âne

/ " •^ / 1 - ^) lo^i,,. / •
/ .„ , .-=7 -uTT '̂ <^-T7- ; •/'^-L(,s')• - y, :±T,,/

el, [)() i ir / = :.±": 1^, - s „ cr" 2, oit ;s, |)aî' ('•^ /8 ),

.r^ /' l/^) , ̂ <T

| ) ( ) ( î r / ^ 4:: l ^, C7 ' '2

de sorî,^ ( s n^

. / • • • • '• l / r . s - )

l.o, pr^-imcr î ïK^nln'p (le ( ^l) î ^ n d N'CI'S - A(.r, / '^, COÎI I IHO on l'a vu
plus Imiil ; I;» l im i te

,. v •rp ''lu» > - —

ex i s t e donc / . Ce l î t e n î t ' i t i t i e ( j i i e !;i S O Î I H Ï K ^
^ ^.p r

2p- - / '
on les 0 soni r;uî^'es \ ) ' d r o r ' d o i i n e c s e î 'o i s s i i i i j es , converge ; rar

v •rp /' y f' ''.- ,.i r^li^i^
^ p -- ^ ^ 1 y 1 " À'-

^ • 1 Y 1 K t 1 '̂ ' 1 7 1 • h' i '

ce ( j u i icnd vcr's z6î"o j ) < ) 5 i r g •== ce. . l ' o l ) ( i ( î î ï s ( l o u e

.r1 '• ,̂-> ./•r-' /- ^( .y;1*-7 ' ^ .y:11-7' [ / ( / • )
( ̂  ) A (.., .) :...-, c ̂  -..-̂  , -i r-7 -1 ïï----:7 - 1777 •
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XV. — Intégration par rapport au paramètre et formule finale.

Il est permis d'inle^'rer les séries dans (3^) terme à terme par rap-
port à r entre les li miles o el ̂ . Car la sosnme

T^ .rP""1"7'

^--r

pent se metire sons la ('orme

...-/• 'V •rp 'V •irr"' / > r >

2^7 '"'•"ZipT^1:::"^)7

F P

où le premier lerme est le produit ( l ' d î le fonchon de r [)ar IIIK^ série ne
renfermant, pas r el où le second lenne est nne somnK1 de < j i i an î i ( es
respecliveîneni- inierj^^iiri^ en val^^ir al)solne a

" "wI/ inle^raîion lourtiit

^|I./(.rP}:T7r/i,

P

où le si^'ne corresj)ond a Y> o, ) ( - si^m* 4- a Y < o. Pour la somme

_, ,,.K /
Zr:--^iî

l ' intégration est également p(krmis(k ^i fournit

f^v •r;K /' / v r w :r!: , v r ^ ^•<;
^ 2 K--7 -/r —— 2 ̂  T ̂  - - 2 / T -/-

0 R R " I I ^. i '7 , 2 / / < - < / ,

'Xi

Y /•^.,. (û / / / ^-^/. />r /"'.^ r 2 f { l u r / ^^ — > 1 ————„„—— fi,, ..^ _. S ——„——————
^B"al .7, u J^ u(i -- x ï a)

—— r'—^i^— -^ r" _^^' ^_ „^ /, ( ,^ _.., ) ~ ~-j^ ,̂-^^^^- .̂
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Pour les [crmcs en nonibrr lini

.y1 /- ^ ./•r -r 8 7 ( / - )
( 7 ——"^ " ' 2aà t — — / - | . ( / - ) '

l"

il n'y î s d îns^TB' î i i ,'( ( r ^v î ^ -s rs - les v î ê l r i s r s /•--^ i e î / ' :--- i\ l ;s l o i s c j s o n y
r^^îanl. coul inuc, ni ;i i i î l .^^ ' r^ i ' ( i isqn\ 's l ' i is l in i , puisque

/ " " t.' ( > • } i ,. /Y/^ ' ) V' / • f / ' /" ) \li il) | - • - < / / • - : liin | 7 — • • • • • — • - - 7 - • - - 1^ ^ j ^ â . ( / - } .,> ,. \ ̂  / / / / / ' ) / / / ^ / / / / / • / / / y

, .......v /̂̂
^^ t n p " ' "

Posir ('r.E'i!'^ ic î ' ^ s î i î l î a t . , je snpposr. d\t !H)i"<I

l.r<^ /- o.

Alors on ;i, f 1 ! » d^s i ^ ' sKâ is l les r [ ) î ( r r,, ..., Xy. ^,.,'0)?

/•'" [ .r1 /' ^^ ./•l' /' S / f / - ) ) .i ^....„„„.. . , . - - y ^ .. ^ - . ..•-{ i i r
j^ i . / • ^à v . r \A r ) {

--^!itll.(.{l ^^^/•-^^J^^

^y i,.n fr""^^ -• /•r ' /,^/•)^// . . . \ ./„ ^^ ••- /• .A.,i / . r^~ / /
- 1 • Jo^' B^ < > ) --- ( y. •~ ^} TT /

(;^) --.-. c l^'(.r)- y ! . / ( . r ï ) -4- l o ^ B ^ o ) (^ - ̂  ) 7T /,

r

loH'I/o) ( l^si^-nîml \\\ Vî i l^ i r o l & ê - c i H K 1 P Î Î prolon^'iml

i.,,,^,^ :V^2 (..,„,)
r H l , / > " ' • •

I ' , " '

s i s i v a î i l l ' î l x f 1 BT(;I ^n p/vihutr les [ î o i s ê l s s i t i^n l iers p^r (J^/ [ )ct i ( ,s délonrs

J// / / . ! ' : < • . l \ ' n r i n . , ( ' . ' , ) , X X V . 0(.Toiiiti'. K)(;'S.



E. LAINDAll.

dans le demi-plan supérieur. Si

L (o )= ro ,

le résultat (38) subsiste encore si l'on (ail la convenlion d'entendre par

-ÂL/ ( i )+ l ( ^L(o)

(cas du zéro r = o de mulliplicilé Ac:i) la l imite

liiit [-"- \Li(x11} 4- io^L(- - k)\.
h =-: 4- 0

Le premier membre de ('^) donne, en l'inlé^rani de r =~ o a r==:co,

FA^ r ) d r = r v '^i^^-. v ^^"'-).j , ../„ ^ ^""' ^ /"/'"'.'•'' / ' " ' • .<•
où, pour x ==/?',"", le (Icruicr (crdHi ne compki qii';i dcitii.

Kn posant donc

^ /(/'"')=- y /
( •oui ' ,(;(lill '( 'ii '( 'iil, do ions les i > ' " ,

/ ( - / • ) .-. y /(^ / / /) „„ I. ^(/^;/-)
Àuà /// ^ /;/

{)our .r - /^\

\ /''"'

(onction qui dillèn^ d^ T. y///) d'une quanl.ilé d'ordre1 v^~ sc-uleîïKïnl

et quî coniK^nt (;onnn(ï cas l ïarf icl i l i f-r la fonclion f(x) dv Hit^nann,
j'obtiens

/( x ) :-. cLi( x ) - V } L / ( ̂  ) Ï TT / i ..4.. f A —^^--^——,M J,. J1 ^ lo^7(y"~- ! )

""" ̂ r' ̂ ( 'z r ) ""li" j ( ) ̂  L ( ° ) "• ( v- ~- c )7r /-
r

Cela renferme la formule de Hiemann comme cas part icul ier :

k = s , %( / / . ) - i, c =.. î , r/ o, y. : o,

L(^) rr Ç(^) , lo^I.(o) :,,:: |()^2 - • 7T/.

^^;<AJ\.^... ^ .


